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Kapitel 13

Quantenstatistik

Die im Kapitel 12 abgeleitete makrokanonische (Gibbs-) und kanonische (Boltzmann-) Verteilungsfunk-
tion gilt fir klassische Teilchen. Die Energie, die in den entsprechenden Gibbs- oder Boltzmann-Faktoren
vorkommt, ist allerdings ganz allgemein die Energie eines Quantenzustands\Neledshensystems.

Alle Fragen danach, welcher Statistik, wie etwa Bose-Einstein oder Fermi-Dirac, die Teilchen gehorchen,
sind bei der Benutzung dieser Verteilungen belanglos, da diese Frage nur mit dénglispen Be-
stimmung der erlaubten Quantenzrsie des Vielteilchensystems zusamnéa. WelcheAnderungen

durch die Statistik der Quantenteilchen anzubringen sind, werden wir in den Abschnitiery 13.2.3 und
[13.2.4 diskutieren.

Wir wollen in diesem Kapitel wiederum Systeme aus Teilchen betrachten, deren Wechselwirkung ver-
nachBssigbar ist, d.h. wir wollen uns mit idealen Gasen béafigen. Wir werden aber jetzt diese Syste-

me vollséindig aus quantenmechanischer Sicht behandeln. Dies wird uns vor allem erlauben, Probleme
zu behandeln, bei denen es um Gase bei sehr niedrigen Temperaturen oder sehr Boken ght
(vergleiche Kriterium[(12.4.21)). Es wird uns dadurch gleichfaligyfith sein, nichtklassische Gase wie
Photonen oder Leitungselektronen in Metallen zu behandeln.

Wir werden in Abschnitf 13]1 zu@chst diskutieren, wie sich die statistische Beschreibung eines Ga-
ses aus nicht wechselwirkenden Teilché@mslert, wenn wir von einem klassischen Gas unterscheid-
barer Teilchen zu einem quantenmechanischen System ununterscheidbarer Taikrigeten. In Ab-
schnitt[13.2 werden wir dann die quantenmechanischen Verteilungsfunktian&@o$onen und Fer-
mionen ableiten. Mit Hilfe dieser Verteilungsfunktionedrinen wir die Besetzungswahrscheinlichkeit
eines Quantenzustandes angeben. Wir wissen dann aber immer noclibaidse Zustandsdichte der
Einteilchenzusinde, d.h. die Zahl der Zuéstde pro Energieintervall in dem betrachteten System. Diese
werden wir in Abschnift 13|30 ein Gas von Elektronen (Fermionen) und Photonen (Bosonen) ableiten.

In Abschnit{ I3.4 werden wir zum Abschluss auf ein sehr aktuelles Forschungsgebiet, die Bose-Einstein
Kondensation eingeherijif deren Realisierung/. Ketterle, E. A. Cornell undC. A. Wieman im Jahr

2001 den Nobelpreisif Physik erhielten. Wir werden sehen, dass aufgrund der unterschiedlichen Quan-
tenstatistik von Bosonen und Fermionen ein Gas adllsgwvechselwirkungsfreien Bosonen bei sehr
tiefen Temperaturen in einen makroskopischen Zustand kondensieren kann, in dem alle Bosonen den
Grundzustand einnehmen. Mit Hilfe eines solchen Bose-Einstein Kondensats lassen sich z.B. Atomlaser
realisieren.
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13.1 Identische Teilchen

Wir betrachten ein System aNsidentischen Teilchen, die in einen Bdter mit VolumerV eingeschlos-

sen sind und nicht miteinander wechselwirken. Die Teilchen sollen ferner keine interne Struktur besitzen.
Die mbglichen Quantenzushde der Teilchen stellendsungen der Schdinger-Gleichungiir ein Sy-

stem von nur einem Teilchelar. Den Quantenzustand eines Systemd\atisilchen konstruieren wir,
indem wir dieN TeilchenN verschiedenen Zushden zuordnen, die jeweil$ikungen einer Einteilchen-
Schibdiger-Gleichung sind. Gadtnlich gibt es eine unbegrenzte Zahl von besetzbareraddeh, von

denen dieN TeilchenN besetzen werden.

Wir wollen zurachst die mglichen Quantenzughde der Teilchen klassifizieren. Hierzu benutzen wir die
Ortskoordinatey;, die alle Ortskoordinaten (z.B. die drei kartesischen Ortskoordinaten}tdasTeil-
chens bezeichnen soll. Zur Charakterisierung déglinhen Quantenzuistdeeines Teilchens benutzen
wir die Bezeichnung;. Ein moglicher Wert vors; entspricht dann z.B. einer Spezifizierung der drei Im-
pulskomponenten und der Spinorientierung. Den Zustand des gesamten Systéhiedcisen lonnen

wir dann durch den Satz von Quantenzahlen

{s1.%, ... .} (13.1.1)

beschreiben. Diese Quantenzahlen nummerieren die Wellenfutkiiles Gases in dem entsprechenden
Zustand:

WY = Wss. s (d1--50N) - (13.1.2)

Wir betrachten nun verschiedenalle.

13.1.1 Klassischer Fall: Maxwell-Boltzmann-Statistik

Im klassischen Fall muss man die Teichen als unterscheidbar betrachten unagssgmannehmen, dass

jede beliebige Anzahl von Teilchen einen bestimmten Zustand besetzen kann. Die klassische Beschrei-
bung bringt keine Anforderungen hinsichtlich der Symmetrie der Wellenfunktion (13.1.2) mit sich, wenn
wir zwei Teilchen miteinander vertauschen. Wir sagen, dass die Teilchen Maewvell-Boltzmann-
Statistikentsprechen. Diese Beschreibung isturiath quantenmechanisch nicht korrekt. Sie ist aber
interessantiir Vergleichszwecke und liefert unter bestimmten Uimslen eine sehr gutedNerung.

13.1.2 Quantenmechanischer Fall

Im quantenmechanischen Fall sind die Teilchen ununterscheidbar. Wenn wir eine quantenmechanische
Beschreibung des Systems machen wolleiagsen wir bdicksichtigen, dass es bestimmte Symmetrie-
bedingungeniir die Wellenfunktion[(13.1]2) beim Austausch von zwei beliebigen identischen Teilchen
gibt. Als Ergebnis erélt man keinen neuen Zustand des Gases, wenn man zwei beliebige Gasteilchen
miteinander vertauscht. Wenn wir also die verschiedenéglichen Zusinde des Systems aldbden,

mussen wir bdicksichtigen, dass die Teilchen ununterscheidbar sind. Baimtes der Zustnde kommt
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es somit nicht darauf an, welches Teilchen sich in welchem Zustand befindet, sondern wie viele Teilchen
es in jedem Einteilchenzustasdjibt.

Hinsichtlich der Symmetrieeigenschaften der GesamtwellenfunKtion (13.1.2yle Teilchenvertau-
schung niissen wir zwischen Teilchen mit ganzahligem (Bosonen: z.B. Photonen, Deuterorien, He
Atomen) und Teilchen mit halbzahligem Spin (Fermionen: z.B. Elektronen, Protonen, Neutronen, Neu-
trinos) unterscheiden. Die Wellenfunktion von Bosonen ist symmetrisch gbgeder Vertauschung von

zwei beliebigen Teilchen, &hrend die Wellenfunktion von Fermionen antisymmetrisch ist. Das heif3t, es

gilt

w(....di,...,Qj,.-.) = W(...dj,...,0i,...) Bosonen (13.1.3)
w(...,d,...,Qj,.-.) = —W(...dj,...,0i,...) Fermionen . (13.1.4)
Bosonen

Fur Bosonen ihrt die Vertauschung von zwei Teilchen nicht zu einem neuen Zustand des Gases (Ge-
samtsystems). Die TeilcheniUssen deshalb beim A#hklen der verschiedenen Zastle des Gases

als echt ununterscheidbar betrachtet werden. Wichtig ist, dass es keined@siiy hinsichtlich der
Teilchenzahl in irgendeinem Einteilchenzustagibt. Man sagt, dass die Teilchen dgose-Einstein-
Statistikgehorchen.

Fermionen

Fur Fermionen tritt beim Austausch von zwei Teilchen eine Vorzeighdarung auf. Dies hat eine weit-
reichende Konsequenz. Befinden si@mmich zwei Teilchen und j im gleichen Einteilchenquantenzu-
stands = s; = s, so fuhrt die Vertauschung offensichtlich zu

W(...,qi,...,qj,...):W(...,qj,...,qi,...).

Da aber die fundamentale Symmetrieforderyng (1B.1.4jllerferden muss, folgt sofort, dasé = 0,

wenn die Teilcher und j den gleichen Einteilchenzustand besitzetir Fermionen kann also kein
Zustand des Gesamtsystems existieren, in dem zwei oder mehr Teilchen den gleichen Einteilchenzustand
besetzen. Diese Tatsache ist uns alsR#asische AuschlieBungsprinZigreits bekannt. Beim Aldhlen

der Zusinde des Gases muss man also stets die Edsloling beiicksichtigen, dass nie mehr als ein
Teilchen einen bestimmten Einteilchenzustand besetzen kann. Man sagt, dass die Teil¢renmder
Dirac-Statistik gehorchen.

Beispiel

Wir wollen ein ganz einfaches Beispiel benutzen, um die gerade diskutierten Begriffe und ihre Konse-
quenzen zu verdeutlichen. Wir betrachten hierzu ein Gas, dass nur aus zwei T¥ilohé¥ besteht, die

einen von drei riglichen Quantenzughden 12,3 einnehmen é&nnen. Wir wollen jetzt alle riglichen
Zustnde des Gases ad#fden. Dies entspricht der Beantwortung der Frage, auf wie viele verschiedene
Arten wir zwei Teilchen auf drei Einteilchenzaside verteilen &nnen. Das Ergebnis ist in Abb. 1B.1
gezeigt.
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Maxwell-Boltzmann Bose-Einstein Fermi-Dirac
1 2 3 1 2 3 1 2 3
XY XX X X
XY XX X X
XY XX X X
X Y X X
Y X X X
X Y X X
Y X
X Y
Y X

Abbildung 13.1:Verteilung von zwei Teilchen X und Y auf drei Zustande 1,2,3 entsprechend der
Maxwell-Boltzmann-Statistik, der Bose-Einstein-Statistik und der Fermi-Dirac-Statistik.

Im klassischen Falllaxwell-Boltzmann-Statisfikwerden die Teilchen als unterscheidbar angesehen
und jede Anzahl von Teilchen kann jeden Zustand besetzen. Es gibt?ats® &dgliche Zusande fir
das gesamte Gas.

Im quantenmechanischen Fallissen wir die Teilchen als ununterscheidbar betrachten. Die Ununter-
scheidbarkeit implizierX =Y. Fur Bosonen Bose-Einstein-Statisfikkann jede Anzahl von Teilchen
jeden Zustand besetzen. Die Ununterscheidbarkeit impliziert, dass die drandesies klassischen
Falls, die sich nur durch Vertauschung vérundY ergeben, jetzt wegfallen. Es gibt jetzt nur noch drei
Arten, die Teilchen in den gleichen Zustand und drei Arten, sie in verschiederindastu platzieren.

Wir erhalten also insgesamt 6 verschiedene .

Fur Fermionen Fermi-Dirac-Statistif darf nur noch ein Teilchen einen bestimmten Einteilchenzustand
besetzen. Im Vergleich zu den Bosonen fallen deshalb die dreh@dstmit zwei Teilchen im gleichen
Zustand weg. Es gibt dann insgesamt nur noch digjliohe Zusande fir das Gas.

Definieren wire als

o Wahrscheinlichkeiten daf, dass sich die beiden Teilchen im gleichen Zustand befinden
~ Wahrscheinlichkeiten dif, dass sich die beiden Teilchen sich im gleichen Zustand befinden

so erhalten wir

1 .
oM = > Maxwell-Boltzmann-Statistik
oge = 1 Bose-Einstein-Statistik
op = O Fermi-Dirac-Statistik . (13.1.5)

Wir sehen, dassuf Bosonen eine @fiere Tendenz vorhanden ist, sich im gleichen Quantenzustand
anzusammeln algif klassische Teilchen. Andererseits gibtigsFermionen eine gfiere Tendenz dif,
sich in verschiedenen Z@stden anzusammeln als im klassischen Fall.
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13.2 Die quantenmechanischen Verteilungsfunktionen

Das Ziel unserer bisheriggdberlegungen in den vorangegangenen Kapiteln war es, die Wahrschein-
lichkeiten fur die Besetzung eines Quantenzustands zu berechnen. Dieses Ziel haben wir mit der For-
mulierung der Boltzmann- und Gibbs-Faktoren und der kanonischen und groRkanonischen Verteilungen
nur teilweise erreicht. Wir haben gesehen, dassiwidfe Angabe von absoluten und nicht nur relativen
Wahrscheinlichkeiten die Zustandssummen bestimmiéssan. Dies ist aber ohne Kenntnis der Quan-
tenzushnde und insbesondere deren Energieniveaus niogtich. Wir miissen ferner bécksichtigen,

ob es sich bei den betrachteten Teilchen um Teilchen mit halbzahligem (Fermionen) oder Teilchen mit
ganzzahligem Spin (Bosonen) handelt. Handelt es sichlich bei den Quantenzi@stden um Einteil-
chenzusinde von Teilchen mit halbzahligem Spin (z.B. Elektronen, Protonen, Neutronen, Neutrinos),
so ist nach dem Pauli-Prinzip keine Mehrfachbesetzuaglitch. So kann z.B. jeder Zustand eines Was-
serstoffatoms entweder gar nicht oder genau einmal besetzt weidereilehen mit ganzzahligem Spin

(z.B. Photonen, Deuteronen, Hatomen) gilt dagegen das Pauli-Prinzip nicht. Hier kann ein Quanten-
zustand von beliebig vielen Teilchen besetzt werden.

Wir wollen nun diskutieren, wie die absolute Besetzungswahrscheinliclikdteirmionen und Bosonen
aussieht. Dazu werden wir zaichst das statistische Problem formulieren und dann die quantenmechani-
schen Verteilungsfunktionen ableiten.

13.2.1 Quantenstatistische Beschreibung

Wir betrachten ein Gas ad$nicht wechselwirkenden Teilchen, die im Voluméreingeschlossen sind
und sich im Gleichgewicht bei der Temperatu= 1/ befinden. Wir indizieren die tiglichen Quan-
tenzushnde der Teichen mit dem Ind&xdie Energie eines Zustandeseig und die Zahl der Teilchen,

die einen Zustanll besetzen, sei,. Mit dieser Nomenklatur erhalten wir die Gesamtenergie des Gases,
wenn es sich in einem Zustakdbefindet, bei dem der Zustakd= 1 mit n;, der Zustan& = 2 mit n,

usw. Teilchen besetzt ist, erhalten wir zu

Exk = an{:‘k, (13.2.1)

wobei die Summéiber alle ndglichen Zusindek geht. Die GesamtzalN der Teilchen ist

N = an. (13.2.2)

Um die thermodynamischen Funktionen des Gases (z.B. seine Enetropie) zu bereclasen,wir seine
Zustandssumme bestimmen. Es gilt

z = Ze*ﬁEK = Ze*ﬁmlfl*”z%m) : (13.2.3)
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Hierbei kuft die Summeliber alle nibglichen Gesamtzushde K des Gases, das heifitber alle
moglichen Werte der Zahlem, ny, ng, . ...

Da der Boltzmann-Faktor exp(ni€1 + n2ez2 + ... .)] die relative Wahrscheinlicheit daf darstellt, das
Gas in einem bestimmten Zustand zu finden, bei dem sickeilchen im Zustand 1, Teilchen im
Zustand 2 usw. befindenpknen wir fir die mittlere Teilchenzahl im Zustakdschreiben:

z nk efﬁ (n1£1+n2£2+...)

_ K
<nk> - Ze*ﬁ(n181+n282+m) : (1324)
K

Diesen Ausdruck &nnen wir umschreiben in

= = _=_7 ) g B(metnet..)
" z Z( 538k> ©
1

_ _ (13.2.5)

Wir sehen, dass wir die mittlere Teilchenzahl in einem Einteilchenzustantth durch die Zustands-
summeZ ausdiicken lnnen. Da die Berechnung aller interessierendedf3&n die Auswertung der
Zustandssummé (13.2.3) erfordertijssen wir genauer diskutieren, was wir bei der Ermittlung der Zu-
standssumme mit der Sumriiber alle nidglichen Zusinde des Gases meinen.

1. Maxwell-Boltzmann-Statistik:

Hier kann jeder Einteilchenzustakdmit einer beliebigen Teilchenzahl besetzt werden, d.h. wir
musseriiber alle Werte

nc = 02123,... fur jedesk (13.2.6)

unter der Nebenbedingung

aufsummieren. Dabei @issen wir bdicksichtigen, dass die Teilchen in diesem klassischen
Fall unterscheidbarsind. Wir missen also jede Permutation von zwei Teilchen in verschie-
denen Zusinden als neuen Zustand des gesamten Gases betrachten, obwohl das Zahlentupel
{n1,nz,nz,...} gleich bleibt. Es ist also hier nicht ausreichend anzugeben, wie viele Teilchen wel-
chen Zustand besetzen, sondern welches Teilchen sich in welchem Zustand befindet. Dies ist sehr
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einfach anhand unseres Beispiels in Abb. [L3.1 einzusehen. Da wir die TeXlahmetY unterschei-
den ldnnen, ist z.B. der Gesamtzustand, in délen Zustand 1 und den Zustand 2 besetzt, von
dem Gesamtzustand, in dehden Zustand 2 und den Zustand 1 besetzt, zu unterscheiden.
Waren die Teilchen ununterscheidbar, sar@n die beiden Gesamtzastle identisch, da wir nur
sagen bnnten, dass Zustand 1 und 2 jeweils von einem Teilchen besetzt werden.

2. Bose-Einstein-Statistik:

Hier missen die Teilchen alsnunterscheidbabetrachtet werden. Das heif3t, hier ist die Anga-

be der Zahlen(n;,ny, n,...} ausreichend, um den Gesamtzustand des Gases zu kennzeichnen.
Deshalb ist nur die Summatiarber alle nidglichen Teilchenzhalen des Einteilchenzustandes not-
wendig, das heil3, wir fisseriiber alle ndglichen Werte

nc = 0123,... fur jedesk (13.2.8)

unter der Nebenbedingung

an = N (13.2.9)

aufsummieren.

Ein einfacher Spezialfall ist der, dass wir keine Eingetung hinsichtlich der Gesamtzaider
Teilchen haben. Dies ist z.B. der Fall, wenn wir Photonen in einenaBahdes Volumen¥
betrachten, die von desseréviien absorbiert und wieder emittiert werdéniken. Die Photonen-
zahl kann deshalb schwanken und maraéirtien Spezialfall dePhotonen-Statistik

3. Fermi-Dirac-Statistik:

Hier missen die Teilchen wiederum aisunterscheidbabetrachtet werden, so dass auch hier die
Angabe der ZahleRny,ny,ng,...} ausreichend ist, um den Gesamtzustand des Gases zu kenn-
zeichnen. Es ist daher nur notwendidgper alle ndglichen Teilchenzahlen der Einteilchenzrsie
aufzusummieren. Allerdings muss hier auBer der Nebenbedingung {181208) Gesamtzahl der
Teilchen als weitere Nebenbedingung das Pauli-Prinzifdbasichtigt werden. Aufgrund dieses
Prinzips gibt es nur zwei tgliche Werte fir die Besetzungszahlen:

n¢ = 0,1 fur jedesk (13.2.10)

Unsere bisherige Betrachtung zeigt bereits, dass wir einen tiefgreifenden Unterschied zwischen der Bose-
Einstein-Statistik und der Fermi-Dirac-Statistik gibt, der sich insbesondere bei tiefen Temperaturen zei-
gen wird, da sich hier das Gas als Ganzes in seinem Zustand niedrigster Energie befindet. Nehmen wir an,
dass der energetisch niedrigste Einteilchenzustand der Zust@stdim Fall der Bose-Einstein-Statistik
erhalten wir dann den energetisch tiefsten Zustand einfach dadurch, dass WirTalilehen in diesen

Zustand bringen. Die Gesamtenergie ist d&i#. Im Fall der Fermi-Dirac-Statistik ist dies aber nicht
moglich, da wir jeden Zustand nur mit einem Teilchen besetzefed. Den niedrigsten Zustand des Ge-
samtsystems erhalten wir folglich dadurch, dass wir dig/iichen Einteilchenzughde vom energetisch
niedrigsten Zustand an nach ansteigender Energie besetzen. Die Gesamtenergie des Gases wird folglich
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sehr viel gbRRer alsNe; sein. Das Paulische AusschlieBungsprinzip hat also weitreichende Falgen f
das Gesamtsystem.

Wir wollen nun noch die mittlere Besetzungszéhy) eines bestimmten Zustank$etrachten. Ausge-
hend von[(13.2]4) &nnen wir schreiben:

S Nk g B(mertnert+. +nct...)

o ng,N2,...
o = y e Bmartnet. tnEdt..) (13.2.11)

N1,Ng,...

Dies kbnnen wir umschreiben in

k
> Nk e Bhiex (z) e B(me+nze+...)
Nk ng,Nz,...
A ' 13.2.12
i (k) ( )
Ze‘ﬁ”kgk > e B(mer+ne+...)
Nk ng,nz,...

Hierbei lassen die Summer® im Zahler und Nenner den Zustak@uRer Betracht.

13.2.2 Photonen-Statistik

Die Photonen-Statistik stellt den Spezialfall der Bose-Einstein-Statistik mit unbestimmter Teilchen-
zahl dar. Die Besetzungszahlagp n,,... kdnnen hier alle Wertey = 0,1,2,3,... ohne jegliche Ein-
schankung annehmen. Die SummgH) im Zahler und Nenner v012) sind deswegen identisch
und kirzen sich heraus. Deswegen bleibt einfach

Nk e—ﬁ M€k
2

Nk

tbrig. Durch Umformen et man

- _- Y —Bnkex
= B 7a In (Ze ) . (13.2.14)

Die letzte Summe ist eine unendliche geometrische Reihe, die aufsummiert werden kann:
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e_ﬁnksk — l+e—ﬁ8k+e—2ﬁ€k+e—3ﬁ8k+'“
nk:O
1
Damit lasst sich[(13.2.14) schreiben als
19 - e Pa

und wir erhalten mi3 = 1/ksgT

1

(ng) = ket 1 Plancksche Verteilung (13.2.17

Diese Verteilung nennt man dRlancksche VerteilungWVir haben diese bereits im Rahmen von Phy-
sik Il im Zusammenhang mit der Diskussion der spektralen Verteilung der Schivaerktrahlung
kennengelernt.

13.2.3 Die Fermi-Dirac-Statistik

Zur Herleitung der Verteilungsfunktion von Fermionen (Fermi-Dirac-Verteilung) betrachten wir unser
abgeschlossenes System ali$eilchen als Summe eines kleinen Systems, das nur aus einem einzigen
Zustandk mit Energiegy besteht, der entweder leer oder mit einem Teilchen besetzt sein kann, und einem
groRen Reservoir. Das kleine System steht mit dem Reservoir in thermischem und diffusivem Kontakt,
wie es in Abb[ 13 gezeigt ist. Das Reservoir besteht aus allen weiterdindestdes Gesamtsystgfs.
Unsere Aufgabe besteht nun darin, den thermischen Mittelwert der Besetzung desédulisgerustan-

des zu finden.

Die Gesamtenergie des Systems ist durch

Ex = ansk (13.2.18)

gegeben, wobeiy die Anzahl der Teilchen im Zustardist. Fir Fermionen kann der Zustand des Sy-
stems entweder leen{ = 0) oder genau mit einem Teilchen besetzt sejn= 1). Die grofRe Zustands-
summe entélt deshalb genau zwei Terme

1ist der einzelne Zustand z.B. ein bestimmter Zustand eines Wasserstoffatoms, so wird das Reservoir aus den weiteren
Zustinden dieses Atoms und denjenigen von allen anderen Atomen gebildet.
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<+—— Reservoir

2

kgk <+— System

Z

Abbildung 13.2:Die zur Herleitung der Fermi-Dirac Verteilung benutzte Unterteilung in System und Re-
servoir. Alle Zustande mit Ausnahme des herausgegriffenen Zustands k mit Energie g werden dem Re-
servoir zugeschlagen. Sind die Zustande z.B. an Atome gebunden, so bedeutet dies, dass das Reservoir
nicht nur alle Zustande fremder Atomem sondern auch die restlichen Zustande des herausgegriffenen
Atoms umfasst.

Z = e 0Bl g tBlacu) — 14 eBlEn) = 14 e ha (13.2.19)

wobei wir die absolute Aktiviat A = exp(fu) benutzt haben. Der erste Term resultiert aws= 0,
der zweite ausy = 1. Der zweite Term ist gerade der Gibbs-Faktor des Zustlkmdis Energiegy bei
Einfachbesetzung.

Der thermische Mittelwert der Besetzung des Zustandes ist daélwgshdes Terms in der groRen Zu-
standssumme mr = 1 zur Summe der Terme mii, = 0 undng = 1:

—Bex —Bex
re re N (13.2.20)

<nk)> = Z = 1+),e7ﬁ£k %dsgk—i—l .
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Abbildung 13.3:Graphische Darstellung der Fermi-Dirac Verteilungsfunktion in Abhangigkeit der redu-
zierten Energie /u fur u/kgT = 10 und 200. Fur Metalle ist 4 ~ 5eV ~ 50 000K, so dass u/ksT = 200
etwa den Verhéltnissen bei Raumtemperatur entspricht. Erwdrmt man das System, so werden die Zu-
stande in den farbig markierten Bereichen von £/u < 1 nach €/u > 1 umverlagert.

Fur die mittlere Fermionenbesetzung benutzen wir im Folgendealdiehe Bezeichnund (&) = (nk)
und lassen den Indek weg. Mit 1/A = exp(—Bu) und B = 1/kgT erhalten wir dieFermi-Dirac-
Verteilung

1

f(e) = e BT 11 Fermi-Dirac-Verteilung . (13.2.21

Die Verteilung istin Abl 133 dargestellt. Sie gibt die mittlere Anzahl von Fermionen in einem einzelnen
Zustand der Energie an. Der Wert vorf liegt stets zwischen Null und Eins, was die Eingotkungen

des Paulischen AusschlieBungsprinzips wiederspiegekgTstsehr klein gegeitber dem chemischen
Potentialu, so handelt es sich in gutedNerung um eine Stufenfunktion. Alle Zaste mite < u sind
besetzt, alle Zuandee > u sind leer. Far € = u ist die Besetzungswahrscheinlichkeit immeg1

Im Bereich der Festirperphysik nennt man das chemische Potenzidtafini-Niveau Das chemische
Potenzial langt gevidhnlich von der Temperatur ab. Der Wert varfur T — 0 wird Fermi-Energiesr
bezeichnet:

u(T=0) = u0) = e Fermi-Energie . (13.2.22)

Das chemische Potenzial wird durch die Gesamtteilchentalds betrachteten Gesamtsystems festge-
legt. Es mussamlich gelten
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ka) = Zf(gk) = N. (13.2.23)

Ist die Teilchendichte in einem System hoch, sgssen aufgrund des Pauli-Prinzips die Einteilchen-
zustindeg, bis zu hohen Energie besetzt werden, um alle Teilchen unterzubringeniibiegd grof3en
Werten des chemischen Potenzials. Um genaue Ausdamgamdie GolRe des chemischen Potenzials
machen zu &nnen, niissen wir noch wissen, wie viele EinteilchenZumste es pro Energieintervall gibt,

das heif3t, wir issen di€Zustandsdichtées Systems kennen. Diese werden wir im Abschnitf 13.3 z.B.
fur Metalle ableiten. &r Metalle (Elektronengas) bét u typischerweise einige eV, was Temperatu-

ren von mehreren 10 000 K entspriaﬂvir weisen an dieser Stelle auch darauf hin, dass die Wahl des
Nullpunktes der Energiec natirlich willk irlich ist. Die spezielle Wahl, die man bei einem bestimmten
Problem trifft, wirkt sich aufgrund der Bedingurig (13.3.23) auf den Wert des chemischen Potenzials aus.
Der Wert der Differenzy, — u ist unabkngig von der Wahl des Nullpunktes ven

13.2.4 Die Bose-Einstein-Statistik

Wir betrachten nun die Verteilungsfunktioiirfein System nichtwechselwirkender Bosonen, das heif3t
von Teilchen mit ganzzahligem Spirrfdie das Paulische AusschlielBungsprinzip nicht gilt. Das System
soll in thermischem und diffusivem Kontakt mit einem Reservoir stehen. Bei unserer Behandlung der
Bosonen solky die Energie eines Zustandksein. Wird der Zustand von, Bosonen besetzt, so ist
seine Energi@yéy.

Wir betrachten nun wieder einen Zustand als System und alle restlichen als Reservoir. Im Gegensatz zu
den Fermionendénnen wir jetzt den einzelnen Zustand mit einer beliebigen Zahl von Bosonen besetzten.
Da wir nur einen Zustand betrachten, haben wir in dem Ausdruck der groRen Zustandssumme nur die
SummatiorilberN durchzufihren und erhalten

7 = < eB (b —nwen) - A g Briex
ﬂkzzo nkZ:O
= i Aeu] b (13.2.24)

I"Ik:0

Die obere Grenzdir ng bei der Summation sollte eigentlich die Gesamtzahl der Teilchen im kombinier-
ten Komplex System plus Reservoir bilden. Wiirfkn allerdings ein sehr groRes Reservoir zulassen,
wodurch die Summation von Null bis Unendlich eine sehr guaéédung ist.

Die Reihe in|(13.2.24) kann in geschlossener Form aufsummiert werder 2Mitexp(—fB &) erhalten
wir

= l 1 1
Z = Xnk = =
2 1-x  1-AePa’

I"Ik:0

(13.2.25)

21 eV entspricht 11 590K, bzw. 1K entsprich685x 10~ %eV.
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falls 2 exp(—Bex) < 1. In allen realistischendflen wird A exp(— B &) dieser Anforderung géigen, da
sonst die Anzahl der Bosonen im System nicht begredzéew

Wir missen jetzt das Scharmittel der Teilchenzahl in denafultn berechnen. Nach der Definition des
Mittelwertes erhalten wir unter Benutzung vén (13.2.25)

y nx% xdoy o X .
= =t X+ (1—X

Ny = " = =2 - ax(1=%) (13.2.26)
z XNk z XNk
ng=0 ng=0

Durch Ausfihren der Differentiation erhalten wir schlief3lich

(ng) = = = (13.2.27)

oder mitp = 1/kgT

1 1

nle) = TlgleT 1 — demkeT 1 Bose-Einstein-Verteilung, (13.2.28

wobei wirn(e) statt(nc) geschrieben haben. Gleichufg (13.2.28) definierBdise-Einstein Verteilungs-
funktion Sie ist in Abb]I3.4 zusammen mit der Fermi-Dirac Verteilungsfunktion grafisch dargestellt.
Wir sehen, dasdif den Grenzfalk — u > kgT die beiden Verteilungsfunktionerdherungsweise gleich

sind. Dir%sen Bereich nennt man den klassischen Grenzfall, auf den wir weiter unten noch zu sprechen
komme

Die Grof3en(¢e) bezeichnet man auch als desetzung eines ZustandEgr Bosonen ish(€) aber nicht
dasselbe wie die Wahrscheinlichkeit dafdass ein Zustand besetzt isfir Fermionen sind dagegen die
Besetzung und die Wahrscheinlichkeit dasselbe, da nur 0 oder 1 Teilchen einen Zustand béesetzen k

Die Bose-Einstein-Verteilung unterscheidet sich mathematisch von der Fermi-Dirac Verteilungsfunktion
nur dadurch, dass im Nenner einé statt einet-1 steht. Dieser kleine Unterschied hat aber physikalische
sehr bedeutsame Folgen, wie wir in den folgenden Abschnitten noch diskutieren werden.

13.2.5 Quantenstatistik im klassischen Grenzfall

Wir haben in den vorangegangenen Abschnitten die Quantenstatistik idealer Gase behandelt und die
Verteilungsfunktionen

1

3Wir weisen an dieser Stelle auch darauf hin, dass die Wahl des Nullpunktes der Enérgieer willkiirlich ist. Die
spezielle Wahl, die man bei einem bestimmten Problem trifft, wirkt sich auf den Wert des chemischen Potenzials aus. Der Wert
der Differenze — u ist unabkngig von der Wahl des Nullpunktes ven
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Abbildung 13.4:Graphische Darstellung der Bose-Einstein und der Fermi-Dirac Verteilungsfunktion in
Abhéngigkeit der reduzierten Energie fir € — u/kgT. Den klassischen Geltungsbereich, in dem beide
Verteilungen etwa gleich sind, erhélt man fir € — u/kgT > 1. Das chemische Potenzial einer Bose-
Einstein Verteilung ist immer negativ, wenn man den Energienullpunkt so wahlt, dass er mit der Energie
des niedrigsten Zustandes zusammenféllt. Ware u positiv, so kénnte der Nenner von negativ
werden, was zu negativen, physikalisch nicht sinnvollen Besetzungszahlen fihren wirde.

abgeleitet, wobei die unterschiedlichen Vorzeichen sich auf die Fermi-Dirgaind die Bose-Einstein-
Statistik(—) beziehen. Wenn das Gas aus einer festen Anzahl von Teilchen besteht, so ist das chemische
Potenzial aus der Bedingung

Z<nk> = Zm =N (13.2.30)

zu bestimmen.

Wir wollen jetzt die GbRe vonu /kgT fur einige GrenZille diskutieren. Wir betrachten zachst ein
hinreichend veriinntes Gas bei fester Temperatur. Die Bezieh{ing (13.2.30) kann wegen der kleinen
TeilchenzahN nur dann erifillt werden, wenn jeder Term in der Sumriaker alle Zusinde geiigend

klein ist. Das heilt, es mussy) < 1 oder & #)/%T > 1 fir alle k sein. Dies ist der Fall, wenn
(ex—p) > kgT.

In ahnlicher Weise &nnen wir den Fall sehr hoher Temperaturen bei fester Teilchenzahl diskutieren.
In diesem Fall is{f3 = 1/kgT ausreichend klein. In der Summe jn (13.2.30) sind dann Glietdedié
(ex—u)/ksT < 1 gilt, grof3. Daraus folgt, dasarfgroReT eine wachsende Zahl von Summanden auch

mit groRen Werten vol, zur Summe beitragen kann. Damit die Sumiaicht Uberschreitet, muss

(ex— 1) geriigend grof3 werden, so dass jeder Term in der Summe ausreichend klein ist. Das heif3t, es ist
wiederum notwendig, das&e *)/*T > 1 oder(n,) < 1 ist.
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Wir kdnnen also insgesamt folgern, dass beitggemd niedriger Konzentration oder ggend hoher
Temperatufe, — 1) /ksT so gro3 werden muss, dass &llek

e/l 5 1 (13.2.31)

gilt. Gleichwertig damit ist, dass die Besetzungszahlerugend klein werden iissen, so dassif alle
k

n) < 1 (13.2.32)

gilt. Wir werden den Grenzfall niedriger Konzentration oder hoher Temperdtudein die Bedingun-
gen [13.2.3[1) und (13.2.32) éth sind, denklassischen Grenzfatiennen. Wir hatten bereits in Ab-
schnit{12.4.]1 die Gitigkeit fur die klassische Beschreibung eines idealen Gases diskutiert und dabei die

Bedingung (vergleich¢ (12.421))

VAR h
<N> > e (13.2.33)

abgeleitet. Wir sehen, dass diese Bedinguimglfe Anwendbarkeit der klassischen Beschreibung gerade
auf Gase mit niedriger Konzentration (groB¢éN-Werte) oder bei hohen Temperaturen zutrifft.

Wir wollen kurz eine anschauliche Bégrdung fir die Anwendbarkeit der klassischen Beschreibung im

Fall verdinnter Gase oder sehr hoher Temperaturen geben. Unter diesen Bedingungen sind nur wenige
Einzelzus&nde besetzt und diese fast ausnahmslos nur mit einem Teilchen. Bei der Berechnung der
Besetzungswahrscheinlichkeiten spielt dann die Ununterscheidbarkeit der Teilchen und das Pauli-Prinzip
keine Rolle mehr. Erstere, da eine Umbesetzung der Teilchen ja fast immer bedeutet, dass die Teilchen
in einen vorher nicht besetzten Zustand gelangen und letzteres, da ja ein Zustand fast ausschlief3lich nur
mit einem Teilchen besetzt ist.

Im klassischen Grenzfall folgt weggn (13.2.31), dass sich sovokli€ Fermi-Dirac- als auch die Bose-
Einstein-Statistik auf

Ny = e (BwikeT (13.2.34)

reduziert. Wegerj (13.2.B0) wird das chemische Potenzial durch die Bedingung

ka) — Ze*(sk*ﬂ)/kBT _ ell/kBTZe*Ek/kBT - N

1
oder g/keT — N <Ze‘gk/kBT> (13.2.35)
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bestimmt. Setzen wir diese in (13.2.34) ein, so erhalten wir

e*sk/kBT
k
Bose-EBinstein
u::O .
2 “Maxwell-Boltzmann
O '-
c . . '
rmi-Dirac| .
@ =5k T E
~ 1 B “
0- H H H H \ i J~L P
0 2 4 6 8 10
s/kBT

Abbildung 13.5Bose-Einstein-, Fermi-Dirac- und Maxwell-Boltzmann-Verteilungen in Abhangigkeit von
der Energie. Fur die Bose-Einstein-Verteilung wurde p = 0O, fur die Fermi-Dirac-Verteilung u = 5kgT
(far ein Metall liegt u im Bereich von etwa 10 eV, was einer Temperatur von etwa 10 000 K entspricht)
gewahlt. Fur die Maxwell-Boltzmann-Verteilungen wurde ebenfalls u = 0 und 5kgT gewahlt, so dass die
klassische Verteilung mit der quantenmechanischen Verteilung fir gro3e Werte von ¢/kgT zusammen-
fallen.

Wir sehen also, dass im klassischen Grenzfall {gemd kleine Teilchendichte, groRe Temperatur) sich

die quantenmechanischen Verteilungen auf die Maxwell-Boltzmann-Verteilung (vergleiche (12.3.15) in
Abschnitf 12.3.8) reduzieren. In Agb. IB.4 wurde bereits gezeigt, dass die quantenmechanische und die
klassische Verteilungsfunktion bei groRen Werte (on ) /kgT, also é1)/kT > 1 {ibereinstimmen.

Zum Vergleich sind in Abl. 13]5 nochmals die Fermi-Dirac- und die Bose-Einstein-Verteilung zusammen
mit der Maxwell-Boltzmann-Verteilungif eine Temperatur vom = 2000 K und verschiedene Werte

des chemischen Potenzials dargestellt. Wir weisen nochmals darauf hin, dass die Verteilungen keine
Wahrscheinlichkeiten darstellen, deren Integral jeweils eins ergelisste; sondern Besetzungszahlen,
deren Integral die Teilchenzahl ergibtir-die Bose-Einstein-Verteilung muss, damit die Teilchenzahl
beschankt bleibt,u < 0 sein. Eir die Fermi-Dirac-Verteilung ist dagegen> 0.
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13.3 Die Zustandsdichte

Wir haben uns bisher mit der Besetzungswahrscheinlichkeit vora@dsh besciftigt, aber noch nichts

uber die Quantenzustde eines einzelnen Teilchens oder deren Zahl pro Energieintervall gesagt. Wir
wollen uns deshalb in diesem Abschnitt damit bédtigen, die Zustandsdichte(e) der Einteilchen-
zustinde fir ein ideales, nicht wechselwirkendes Gas zu bestimmen.

Da wir Wechselwirkungen unter den Gasteilchen verridigen wollen, ist der Hamilton-Operator ei-
nes Gasteilchens durch

2
H = iﬁz _ 1 (HD> (13.3.1)

gegeben. Mit dem Ansatf = ¢ exp(iwt) = ¢ exp(iet /h), wobei¢ nicht von der Zeit ablingt, erhalten
wir fur ¢ die allgemeine bsung

0 = AT = Adketiytlr) (13.3.2)

wobeik der Wellenvektor ist, der m# tUber

h?k?
€ = S (13.3.3)
zusammenangt.

Die Funktion¢ muss bestimmte Randbedingungeriibeh, die die Werte der iiglichen Wellenvekto-

ren einschéinkt. Betrachten wir ein System von Teilchen, die in einemédBeh mit den Abmessungen

Lx,Ly, L, eingeschlossen sind, so kann man diandle des Beiditers durch eine unendlich hohe Po-
tenzialschwelle beschreiben. Wir haben dann das Problem eines dreidimensionalen Potenzialtopfs mit
unendlich hohen Potenziahmden vorliegen, das wir schon aus Physik 11l kennen. Die Wellenfunktion
muss auf den Bndern des Potenzialtopfs verschwinden, woraus sich die Bedingungen

1 = lbx oder ke = zl_—nnX (13.3.4)
X
: 2
1 = &by oder k = Lirny (13.3.5)
y
i 2
1 = ekl oder k, = L—nnZ (13.3.6)
z

ergeben. Hierbei sind,, ny, n, ganze Zahlen.
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Da die nbglichen Wellenvektoren nur ganz bestimmte Werte annehriandan, ergeben sich audhr f
die moglichen Energien der Zuatde die diskreten Werte

R2 212R2 [ n2 n2 n2
am et tl) = -Gt i

Flr grol3e Wertelir Ly, Ly, L liegen die erlaubten Energiewerte sehr dicht, so dass wir quasi ein Konti-
nuum von Zusinden vorliegen haben.

Wir wollen nun die Zahl der Zuahde in einem Impusintervall der @edk, einer Wellenvektorkom-
ponente abihlen. Bei gegebenefy und k; folgt aus [(13.3.4) big (13.3.6), dass die Anzahi von
moglichen ganzen Zahlenijf dieky zwischerky undky + dk liegt, durch

Lx
ane = Xdk, (13.3.8)

gegeben ist. Die Anzahl der Zastdep (k)d3k, fur diek im Bereich zwischek undk +dk liegt, ist dann
durch das Produkt der Anzahl dedglichen ganzen Zahlen in den Intervallen der drei Komponenten
gegeben. Das heifdt, wir erhalten

3 _ _ B ﬂ E o I—x|—yLz
p(k)d®*k = AnAnyAn, = <2ndkx> <27rdky> <2ﬂdkz> = (Zﬂ)Sdkxdkyde (13.3.9)

oder

Y
(27)°

p(k)d3k d3k | (13.3.10

wobeid3k das Volumenelement itk-Raum ist. Wir bezeichnep(k) als dieZustandsdichte im k-Raum

Sie ist unabhingig vork und proportional zum betrachteten Volumen, das heif3t, die Anzahl deiriest

pro Volumeneinheit mit einem bestimmten Wellenvektor in irgendeinem vorgegebenen Intervall ist un-
abhangig von der Gif3e und Gestalt des Volumeﬁs.

Da die Energie eines Zustandes nur vom Betrag des Impulsegiadptywollen wir die Zahl der Zuahde
p(k)dkbestimmen,iir die der Betrag des Wellenvektors im Interjalk -+ dk| liegt. Diese Zahl erhalten
wir, indem wirliber alle Werte vok in diesem Bereich aufsummieren. Diese liegen aber genau innerhalb

4Anmerkung: Man beachte, dass man mit= fk firr die Zusandep (p)d3p im Impuls-Intervall zwischemp undp + dp

den Ausdruck 5 s
vV d°p d°p
36 — Kk 3k _ -V

erhalt. Nun ist abelV d®p gerade das Volumen im klassischen 6-dimensionalen Phasenraum, den ein Teilchen im Volumen
V und mit einem Impuls zwischem und p + dp einnimmt. Der Ausdruckifr p(p)d3p zeigt also, dass die Unterteilung des
Phasenraumes in Zellen derdBeh® die richtige Anzahl der Quantenzéside des Teilchens liefert.
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einer Kugelschale irk-Raum, die zwischen den Radiknindk+ dkliegt (vergleiche hierzu Abp. 12.5).
Wir erhalten somit

p(kydk = (2\;)3 (4nk?dk) =

Vv
272

kK2dk . (13.3.11)

Wir konnen dieses Ergebnis dazu benutzen, um die entsprechende Anzahl v@md2oBX(e)de zu
bestimmen, ir die die Energie im Intervalk, € + de] liegt. Dae nur von|k| abrangt, muss die Zahl der
Zustinde in deraquivalenten Impuls und Energieintervallen gleich sein. Wir erhalten also

-1

del e | (13.3.12)

p(WdK = |D(e)de| = p(k)‘“ de = plio|%

de

Mit & = h2k?/2m erhilt man dann di€ustandsdichte des idealen Gages

%
de

D(e)de = Ve

3/2
T v (2m> Vede . (13.3.13

AN

Wir sehen, dass die Zustandsdichte proportiona)/zlanwachst.

Mit k = p/h kdnnen wir das Ergebnis (13.3]|13) auch wie folgt schreiben:

d (V-4npid
D(e) = d8<hfp> . (13.3.14)

Wir sehen also, dass wir die Zustandsdichte durch die Ableitung des Phasenraumvolumens pro Zustand
nach der Energie erhalten. Dieser Zusammenhang gilt allgemein.

Unablangig davon, welche Verteilungsfunktion angewendet wird (Maxwell-Boltzmann-, Fermi-Dirac-
oder Bose-Einstein-Verteilungsfunktion), giltrfdie Anzahl der Teilchen pro Energieintervall

dN

4 = D(e) f(e,T) . (13.3.15)

In Abb.[13.6 istdN/de fur die Maxwell-Boltzmann- und die Fermi-Dirac Verteilungsfunktion darge-
stellt. Man sieht, dass bei gleicher Gesamtteilchenzahtffd unter der jeweiligen Kurve) bei der Fermi-
Dirac-Verteilung aufgrund des Pauli-Prinzips Zarstie bis zu wesentlicherbheren Energien besetzt
werden niissen. Vidthrend das Maximum voaiN/de bei der klassischen Verteilung etwa lag¢ksT = 1
liegt, werden bei der Fermi-Dirac-Verteilung Zaetle bis zu einigen 1@T besetzt. Bei Metallen liegt
der scharfe Abfall vordN/de typischerweise sogar bei einigen 100 .

2003



480

R. GROSS Kapitel 13: Quantenstatistik
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Abbildung 13.6:Anzahl der Teilchen pro Energieintervall als Funktion der Energie fiir die Maxwell-
Boltzmann- und die Fermi-Dirac-Verteilung. Das Inset zeigt den Bereich niedriger Energie vergrofert.

Die Zustandsdichte ist so normiert, dass

/OOOD(S)-f(e,T) - N, (13.3.16)

also die Gesamtzahl der Teilchen im System ergibt. Die Verteilungsfunktion gibt also an, welcher Bruch-
teil der mbglichen Zusinde bei gegebener Temperaturdatdich besetzt sind.

13.3.1 Das freie Elektronengas

In einem Metall ist es faglich, in erster Mherung die gegenseitige Wechselwirkung der Leitungselektro-
nen zu vernackissigen. Wir knnen deshalb diese Elektronen wie ein ideales Gas von freien Fermionen
(Elektronen haben den Spin'd) behandeln, wir sprechen voimeien Elektronengaie Konzentrati-

on der Elektronen ist allerdings so hoch, dass wir das Elektronengas nicht klassisch beharideln d
(vergleiche hierzu unser Beispiel auf S¢ite|442). Ein gutes Beispiel sind die Alkalimetalle mit nur einem
Elektron auRerhalb der Edelgasschale, welches leicht abgegeben werden kann. Diese Elaktrmren k
sich im Metall quasi frei bewegenpknen aber den Kristall nicht verlassen, da zum Verlassen des Me-
talls die Austrittsarbeit geleistet werden muss. Wir haben es also mit Elektronen zu tun, die in einen
dreidimensionalen Potenzialkasten, mit déid der Austrittsarbeit eingeschlossen sind. Da der Kasten
makroskopische Dimensionen besitzt, liegen die erlaubten Energiefverte](13.3.7) sehr eng und bilden ein
Quasikontinuum.

Betrachten wir ein $ick Metall mit dem Volumerv und der GesamtzafN der Leitungselektronen in
diesem Jick, so gilt
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1
oder in integraler Schreibweise
/D(e) fe,T)de = N. (13.3.18)

Aus dieser Bedingung e@lt man das chemische Potenzial das nach[(13.3.17) unf (13.3/18) von
der Temperatur aldimgt. Beim freien Elektronengas verwendet manFkdiemi-Energie die wie folgt
definiert ist:

e = pu(T=0). (13.3.19)

In einem Fermionengas al Teilchen sind beil = 0 die ersterN erlaubten Zugtnde alle besetzt,
dariber sind alle Zuginde unbesetzt. Die Energie des letzten besetzten Zustands ist die Fermi-Energie.
DaN > O ist auchu(0) = & > 0.

Wir wollen nun die Fermi-Energie des freien Elektronengases berechnen. Dab@alle Zusénde bis
zur Fermi-Energies besetzt sind, &nnen wir mit dieser Energie déermi-Wellenvektor

ke = (13.3.20)

assoziieren. Somit sind b&i= 0 alle Zusnde mitk < ke besetzt. Diese Zudhde liegen ink-Raum in-
nerhalb der so genannt&ermi-Kugelmit Volumen$zkZ. Mit der Zustandsdichte irk-Raum [(13.3.100)
enttalt die Fermi-Kugel gena(V /873)(37kZ) Zustande. Wir niissen jetzt noch biécksichtigen, dass
jeder Zustand mit zwei Spinrichtungen besetzt werden kann. Da die Gesamtzahl éadéurnerhalb
der Fermi-Kugel gleictN sein muss, erhalten wir

2(2\;)3 (gmé) = N (13.3.21)

und damit den Fermi-Wellenvektor und die Fermi-Energie

N 1/3
ke = <37r2V> (13.3.22
R R (. oN\Z®
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Abbildung 13.7:Anzahl der Elektronen pro Energieintervall als Funktion der reduzierten Energie &/u
fur T=0und T > 0. Beim Ubergang von T =0 zu T > 0 &ndert sich in der Besetzung der Zustande
nur innerhalb eines Energieintervalls der Breite kgT um ¢/u = 1. Das Inset zeigt die Fermi-Dirac-
Verteilungsfunktionen fir T=0und T > 0.

Wir sehen, dass diEermi-WelleringeAr = 27/ke O (V/N)¥3, also proportional zum mittleren Ab-
stand der Elektronen ist. Alle Zustde mitA > Ag sind beiT = 0 besetzt, alle mit < A unbesetzt. Die
entsprechende Zahl der Elektronen pro Energieinterddl)de, ist in Abb.[13.7 gezeigt. Die Zahl der
Zustande steigt proportional zy/e und fallt dann beie = u fir T = 0 abrupt auf Null ab. & endliche
Temperaturen wird dieser abrupte Abfall etwas aufgeweicht.

Abschatzung fur Kupfer: Mit der Dichte von 9 g/criund dem Atomgewicht von 63.5 erhalten wir
fur Kupfer 9/63.5 = 0.14 Mol Kupfer pro cnd. Ein Mol Kupfer entlilt Ny = 6.022x 1072 Atome. Mit
einem Leitungselektron pro Kupferatom erhalten wir &gV = 8.4 x 10?2 Elektronen/cr. Mit der
Elektronenmasse van = 9.1 x 10~28g erhalten wir

&r (CU) ~ 6.96 eV TﬂC@zEE:SONMK

Die Gro3eT: nennen wiFermi-TemperaturWir sehen, dass die Fermi-Temperatur wesentliéifRgr als
Raumtemperatur ist. Die Fermi-Verteilung bei Raumtemperatur entspricht also in etwa der in Apb. 13.3
gezeigten Kurve mi/kgT = 200. Rir diese Verteilung ispt > kgT und das chemische Potenzial
entspricht etwa dem Wert b&i= 0, das heil3t es gilt

1£(300K) ~ 11(0) = &

Spezifische Vrme eines Metalls

Da es in einem Metall sehr viele Elektronen nait< e = 11(0) gibt (siehe Abb[ 13]7), die alle
in vollstandig besetzten Zumtden sind, spielen diese Elektroném &éinige makroskopische GRRen
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Uberhaupt keine Rolle. Wir wollen dies anhand der spezifischam eines Metalls diskutieren. Die
spezifische Virme ist durch

ou
o = <8T>V (13.3.24)

definiert. Wir missen also die mittlere Enerdiedes Elektronengases als Funktion der Temperatur ken-
nen. Wirden die Elektronen einer klassischen Maxwell-Boltzmann-Verteilung gehorchen, dade w
der Gleichverteilungssatz

U = gNkBT und damit G = gNkB (13.3.25)

ergeben. Die Elektronen gehorchen aber der Fermi-Dirac-Verteilung, die @iiige andere Form hat
(siehe hierzu Abh. 13,7 sowie Aldb. 1B.3 Jnd 13.6). Eine kidinderung voriT hatiiberhaupt keinen
Einfluss auf die Zuginde mite <« u, da diese Zuginde vollsindig besetzt sind und es auch bleiben,
wenn sich die Temperat@ndert. Die mittlere Energie dieser Elektronen ist deshalb wrapy von der
Temperatur. Allein ein kleiner Anteil der Elektronen in dem schmalen Energiebereich derkgieiten

die Fermi-Energie kann seine Energiedern und somit zur spezifischerakhe beitragen. Das heif3t,
der Anteil aller Elektronen, die zur spezifischer@kvie beitragendnnen ist nur

keT T
- ()N (D) 13329

und wir erhalteniir die spezifische \&tme)|

3 keT\  3_ /(T
o = 2NkB(£F> = v2R<TF> . (13.3.27)

Hierbei istv die Molzahl undR = kgNa die Gaskonstante. D&/Tr < 1, ist die molare spezifische
Warme des Elektronengases sehr viel kleiner als der klassisch erwartete Ry2rt/i3erdem ist
die spezifische \Brme des Elektronengases proportiohaind nicht, wie klassisch erwartet wird, un-
abhangig von der Temperatur.

SDie genaue Rechnung liefert das Ergebnis
2 keT

2 €

3 kg T
=-R .
v 2 ( 3ep )
Wir sehen, dass das Ergebnis der genauen Rechnung bis auf einen Faktod@endBinungr mit unserer einfachen
Abschatzungibereinstimmt.

oder pro Mol
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13.3.2 Das Photonengas

Wir betrachten jetzt ein Gas von nicht wechselwirkenden Photonen, die in einedtéehit Volumen

V eingeschlossen sind. Die Photondgimken als relativistische Teilchen mit der Energie- ho und
dem Impulsp = hk mit |p| = hw/c betrachten. Wir &nnen somit die Photonen wie ein ideales Gas von
freien Bosonen (Photonen haben den Spin 1) behandeln, wir sprechéPhatonengas

Nach (13.3.10) ist die Dichte der Zastde imk-RaumV /(2x)3. Betrachten wir die mittlere Anzahl
n (k)d3k von Photonen pro Volumeneinheit, deren Wellenvektor zwiséhemdk + dk liegt, so erhalten
wir

1 d3k
gho/keT —1 (2m)3 °

nk)dk = (13.3.28)

Wir sehen, dasg (k) eine Funktion vorik| ist und bestimmen deshalb die mittlere Photonenzahl, de-
ren Frequenzo = clk| im Intervall [0,  + dw] liegt. Diese erhlt man, indem marj (13.3.p8per das
gesamte Volumen ddsRaumes summiert, das in einer Kugelschale mit dem inneren Ridius/c

und demauRReren Radius+ dk = (o + dw)/c enthalten ist. Wir rissen ferner noch higeksichtigen,
dass es zwei Polarisationsrichtungen gibt, was wir durch eineitztichen Faktor 2 béicksichtigen.

Wir erhalten somit

8r w?dw

2n (k) (4nk?dk) = 2rc)E ket =1 -

(13.3.29)

Wir wollen nun die mittlere Energig(w, T)dw pro Volumeneinheit der Photonen beider Polarisations-
richtungen im Frequenzbereich zwischemind w + dw berechnen. Da jedes Photon in diesem Intervall
die Energiehw hat, erhalten wir

U, T)do = 2n(k)(4rk’dk) ho (13.3.30)

und mitk = w/c

h w3dw

U, T)dow 20 dofkeT 1 -

(13.3.31

Dieser Ausdruck stellt das bereits in Physik 11l abgeleitsncksche Strahlungsgesear.

In Abb.[13.8 istu als Funktion der reduzierten Photonenenefuig’ksT gezeigt. Die Kurve hat bei
ho/kgT ~ 3 ein Maximum. Wir sehen sofort, dads fzwei unterschiedliche Temperatur@nund T,

0}
oder hac
T

Roy  hay

T kT (13.3.32)

S &
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Abbildung 13.8:Die Energiedichte u pro dimensionsloser Frequenzeinheit hdw/ksT als Funktion der
reduzierten Photonenenergie ho/ksT.

gelten muss. Dieses Ergebnis ist unter dem NawW@nsches Verschiebungsgedmkannt (vergleiche
hierzu Physik III).

Integriert man[(13.3.31)ber alle Frequenzen auf, so &t

U = ./u(co,T)dw _ 7;; (C%?)T“ . (13.3.33)
0

Das Ergebnis, dass die Dichtiedertiber alle Frequenzen integrierten Strahlungsenergie proportional zu
T4 ist, kennt man als daStefan-Boltzmannsche Strahlungsgesetz

Betrachtet man den Fluss der Strahlungsenergie aus einer k@ffremg in der Wand des Hohlraumes,
so besitzt die Emissionsrate der Energieemission durchQffneing der GoRRe einer Richeneinheit die
GrofRenordnung der Energiedictdemultipliziert mit der Lichtgeschwindigkeit. Das genaue Ergebnis
ist um den Faktor 24 niedrigef|und wir erhalten den Fluss der Strahlungsdichte

7 A (keT\* [
O/u((u,T)da)_nzc3 (T) O/e><—1dx

bwir schreiben

mit x=hw/ksT. Das Integral ergibt

7 x3 dx— n*
e—1 15’
0
womit wir das Ergebnij@S) erhalten.
"Vergleiche hierzu die aughrliche Diskussion in Physik I1).
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2
ST) = %u _ gocﬁ%ﬁ _ 6T (13.3.34)

Dies nennt man daStefansche Geséfiar die Emissionsrate der Strahlungsenergie. Die Konsiante
5.6697x 10-8J/snfK* bezeichnet man aBtefan-Boltzmann-Konstante
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13.4 \fertiefungsthema:
Die Bose-Einstein Kondensation

Der grundatzliche Unterschied zwischen den Verteilungsfunktiongmbsonen und Fermionen besteht

in den Besetzungszahlen der erlaubten Energiamdst WAhrend @ir Fermionen das Pauli-Prinzip die
Mehrfachbesetzung eines Quantenzustandes verbietatek Bosonen einen Quantenzustand mehrfach
besetzen. Prinzipiell ist esif Bosonen sogar erlaubt, dass alleTeilchen eines betrachteten Systems
sich im niedrigsten Energiezustand befindeilhK man ein Gas von Bosonen ab, so kondensiert es un-
terhalb einer bestimmten Temperatur in ein so genarBwse-Einstein KondensaDieses Kondensat
besteht aus einer makroskopischen Anzahl von Teilchen, die alle den Grundzustand des Systems beset-
zen. Der Prozess der Bose-Einstein Kondensation ist ein Flfzesgyang, der nicht von der spezifischen
Wechselwirkung der Teilchen aldhgt, er tritt vielmehr auchif vollig wechselwirkungsfreie Teilchen

auf. Er beruht nur auf der Ununterscheidbarkeit und der Wellennatur von Teilchen, also den grundlegen-
den quantenmechanischen Eigenschaften der Teilchen.

13.4.1 Historische Entwicklung

Vor gut 75 Jahren erschien in der Zeitschrift Physik ein Beitrag des indischen PhysikSatyen-

dra Nath Bose mit dem ThemaPlancksches Gesetz und Lichtquantenhypothiesdem zum ersten

Mal das Plancksche Strahlungsgesetz im Rahmen der statistischen Mechanik hergeleitet wurde (siehe
Abb.[13.9). Neben der Gesamtbedeutung dieser Arbeit ist vor allem bemerkenswert, dass sie auf einem
fundamentalen, aber damals noch kaunagégien Konzept der Quantenmechanik beruimiich auf

der Ununterscheidbarkeit von gleichartigen Teilchen. In seiner Arbeit nimmt Bose an, gleichartige Teil-
chen seien ununterscheidbar, ohne jedoch diese Annahme zu rechtfertigen, und leitete mit ihrer Hilfe
direkt das Plancksche Strahlungsgesetz her.

de der Arbeit’Boses Ableitung der Planckschen Formel b :
deutet meiner Meinung nach einen wichtigen Fortschritt. Djie
hier benutzte Methode liefert auch die Quantenmechanik dgs & ey g £
idealen Gases, wie ich an anderer Stelle dbsén will” Be-  JNgs > P S |
reits acht Tage nach Eingang des Manuskripts von Bose |
richtet jeneitUbersetzer, kein geringerer atbert Einstein,
in einem Vortrag vor der preussischen Akademie der Wi
senschaften am 10. Juli 192ber seine Quantentheorie deg
einatomigen idealen Gases. Mit dieser Arbeit handelt s
Einstein die Kritik von Ehrenfest und anderen Kollegen ei
weil er und Bose die Ununterscheidbarkeit der Teilchen df
ne jede Diskussion verwendet hatten. Diese Diskussion I :
Einstein in der zweiten Abhandlung nach, die eram 8. Janyar .+ rinstein (i;3‘79 - 1955) uthaty-
1925 der Akademie vorlefftin dieser Arbeit wird zum er-

. ) o ) . . _endra Nath Bose(1894 - 1974)
sten Mal die klassische Gastheorie, die gleichartige Teilchen
als unterscheidbar annimmt, der neu entwickelten quanten-
mechanischen Gastheorie, in der gleichartige Teilchen als ununterscheidbar geltebgeggsiellt.

Interessant ist auch die Anmerkung d#isersetzers am Enr—;,

In derselben Abhandlung beschreibt Einstein auch das nach ihm und Bose benamat@é&hdeBose-
Einstein-KondensatiorEr behauptet, dass unter gewissen Wmden “...etwagf\hnliches eintritt wie
beim isothermen Komprimieren eines Dampiiégr das &ttigungsvolumen. Es tritt eine Scheidung ein;

8A. Einstein, Akademie der Wissenschaften Berlin, Sitzungsberichte 1924, 261 und 1925, 3.
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Plancks Gesetz und Lichtquantenhypothese.
Von Bose (Dacca-University, Indien). /‘ m
(Eingegangen am.2.Juli 1924.) 'l

ZEITSCHRIFT FUR

PHYSIK

Anmerkung des Ubersetzers. Boses Ableitung der Planck-
chen Formel bedeutet nach meiner Meinung einen wichtigen Fortschritt.
Die hier benutste Methode liefert auch die Quantentheorie des idealen
Gases, wie ich an anderer Stelle ausfithren will.

Abbildung 13.9:Originalartikel zum Plancksches Gesetz und Lichtquantenhypothese, der 1924 in der
Zeitschrift fur Physik erschien. Ebenso gezeigt sind Satyendra Nath Bose (links) und er Ubersetzer des
Artikels, Albert Einstein (rechts).

ein Teilkondensiertder Rest bleibt eigesittigtes ideales Gas”. Es ist wohl kein Zufall, dass sich der
Vergleich zwischen klassischer und quantenmechanischer Gastheorie und die Beschreibung jenes Kon-
densationspgnomens in derselben Abhandlung befinden, denadhlish ist das Konzept der Ununter-
scheidbarkeit gleichartiger Teilchen eine notwendige VoraussetimdigfBose-Einstein-Kondensation.

Einsteins bdihmte Vebffentlichung basierte also auf der von Bose. Sie erschien @hgefin Jahr

vor der Entwicklung der Quantenmechanik. Es war das erste Mal, dass sich jemand auf de Broglies
neue ldee der Materiewellen bezog oder sie verwendete. Einstein war 46 Jahre alt, als er dieses Paper
verdffentlichte. Soviel man weil3 publizierte er keine weiteren Kommentarébaarbzw.liber dieses

Thema.

Bose und Einstein wiesen darauf hin, dass es nicht riglich ist, dass zwei oder mehr Bosonen densel-

ben Quantenzustand besetzéniken, sondern dass Bosonen es vielmehr vorziehen, denselben Quanten-
zustand einzunehmen. Sie sagten voraus, dass bei einer endlichen Tenipetsfast alle Teilchen ei-

nes bosonischen Systems den Grundzustand besetzen, sobald sich ihre Wellenfuak&dappen. &r

einige Zeit wurde diese Vorhersage als mathematischer Artefact oder gar Fehler abgetan. Dann realisierte
aberFritz London, als er suprafluides Helium untersuchte, dass der Phiaeeyang zu suprafluidem
Helium als Bose-Einstein-Kondensation interpretiert werden kann. Die Analyseissigim Helium

war allerdings schwierig, da es sich hier um ein stark wechselwirkendes bosonisches System handelt.

Fur viele Jahre versuchten dann viele Wissenschaftler, ein Bose-Kondensat in einem weniger komplzier-
ten System zu erzeugen. Es zeigte sich, dass eine Lagdukg kombiniert mit einer hochfrequenzin-
duzierten Verdampfunggklung in magnetischen Fallen der Seddel zum Erfolg war. Im Sommer 1995
wurde erstmals die erfolgreiche Bose-Einstein-Kondensation von AlkaliatdtfRh bzw.2>Na Atome

mit einer Dichte von etwa #6/cm?®) von Wissenschaftlern am JILA, Boulder (Eric A. Cornell und Carl

E. Wieman) und am MIT, Boston (Wolfgang Ketterle) berichtdir Fre Beitage zur Bose-Einstein-
Kondensation in veiighnten Gasen von Alkaliatomen uriit die ersten grundlegenden Untersuchungen

der Eigenschaften des Kondensats erhielten diese Wissenschaftler im Jahr 2001 den NoieRingis f

sik (siehe Abh. 13.70).

13.4.2 Temperatur der Bose-Einstein Kondensation

Wir haben bereits in Abschnitt 12.4.2 diskutiert, dass bei hohen Temperaturen und kleinen Dichten ein
Gas von Atomen klassisch behandelt werden kann. In diesem Grenzfall ist der mittlere ARstand
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Eric A. Cornell Wolfgang Ketterle Carl E. Wieman

Abbildung 13.10Die Nobelpreistrager fir Physik des Jahres 2001: Eric A. Cornell (geb. 1961) vom JILA
und National Institute of Standards & Technology in Boulder, Wolfgang Ketterle (geb. 1957) vom Mas-
sachusetts Institute of Technology in Boston und Carl E. Wieman, vom JILA und University of Colorado,
Bolder.

Atome grol3 gegdiber ihrer de Broglie WelleAhgeAgg und die Bewegung der Atome kann wie dieje-
nige von klassischen Teilchen beschrieben WeﬂnlE'rme guantenmechanische Beschreibung wird not-
wendig, wenrR in die GoRenordnung voigg kommt. Die Wellenpakete, die die Atome beschreiben,
Uberlappen sobal® ~ Agg und wir erwarten, dass das klassische Gas unterscheidbarer Teilchen in eine
Quantensuppe von ununterscheidbaren Teildlmmgeht.

Wir wollen kurz abschtzen, bei welcher Temperatur died#fiergang passiert. Hierzu betrachten wir
zunachst die Besetzung des niedrigsten Zustands als Funktion der Temperatur, wobei wir die Energie des
niedrigsten Zustandes gleich Null setzen. Wir spalten die Suiibaealle Besetzungszahlen

N = an = No(T)+Ne(T)

— No(T)+ / D(e)n(e, T)de . (13.4.1)
0

in zwei Anteile aufNo(T) ist hierbei die Zahl Teilchen im Grundzustand bei der TempefaturdNg(T)
gibt die Zahl der Teilchen in allen angeregten Zmsten an, wobeD(¢) die Zustandsdichté (13.3]13)
undn(e, T) die Bose-Einstein Verteilungsfunktion ist. D¥0) = 0, schlief3t das Integral ifi (13.4.1) die
Atome im Grundzustand aus. Wirresen also die BesetzungszBlhlgesondert bestimmen. Obwohl nur
ein einziger Zustand beteiligt ist, kann der Wert \Wyifur ein Bosonengas sehr grof3 werden.

Fir den niedrigsten Zustand nait= 0 erhalten wir

1 1
No(T) = QO kT —1 — A-1_-1° (13.4.2)

wobei die absolute Aktiviit A = /8T von der Temperatur aBingt.

9Die de Broglie Welleringe kann als Ortsunsitie aufgefasst werden, die mit abnehmender Temperatur und zunehmender
Masse der Atome zunimmt.
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Fur die Zahl der Teilchen in den angeregten Znsten erhalten wir

0

v /2m\ %2 VE
0

oder mitx = €/kgT

29

'V [2mk 3/2 3/2 VX

Bei geriigend tiefen Temperaturen wird die Teilchenzahl im Grundzustand sehr grof3 seip. Aug (13.4.2)
folgt dann, dasd ~ 1 sein muss, sobal, > 1 ist. Fir 2 = 1 ergibt das Integral irj (13.4.3) den Wert
1.306y/7 und wir erhalten

N(T) = 1308V (2mk3T>3/2 1306 42V (kaT)3/2
€ - 4 Th2 - 4 212

_ 26127 | (13.4.5)

Vo
Hierbei ist
2rh? 32 2nh? ’
. o _ 3

Vo = (kaT) - T = A8 (13.4.6)

das so genannt@uantenvolumerdas durch die thermische de Broglie Welkamje

27h?
Adg = — (13.4.7)

gegeben igtg
10Mit p2/2m~ kgT erhalten wir sofort die de Broglie Wellgimige

h h
Ho8 =5 kT

Der genaue Wert voigg wird dadurch bestimmt, welche kinetische Energie wir den Teilchen zuordnen.
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Fur das VerfltnisNg/N erhalten wir aug (13.4].5)

Ne V1 Vo1
- = 2612= - = 2612~ 13.4.8
N Vo N A3 ( )

Wir definieren nun di€femperatur der Bose-Einstein Kondensatigzclals die Temperatur, bei der
die Zahl der Teilchen in angeregten Zarstien gleich der Gesamtzahl der Atome wird. Oberhalb dieser
Temperatur liegt dann keine makroskopische Besetzung des Grundzustandes vor, unterfisdb ian

sie makroskopisch. Aus (13.4.8) folgt MNg/N = 1

3
27h?

mkeT ’

2.612 (\l\/l> = 2612R = A% =

(13.4.9)

wobei wir den mittleren Abstan® = (V/N)¥/3 der Teilchen benutzt haben. Durch Umformen ergibt
sich dieTemperatur der Bose-Einstein Kondensation

27h2 N 2/3
Toee = e (2'612.\/) . (13.4.10

Die Temperatuffgec wird Temperatur der Bose-Einstein Kondensatg@nannt. Wir sehen also, dass
die Bedingungiir das Eintreten des Bose-Einstein Kondensation vereinfacht &uchyg ausgedickt
werden kann, dass sich also die Wellenpakete, die die Teilchen beschreiliertzyppen beginnen.

Es ist instruktiv, die Temperatur der Bose-Einstein KondensatioBésonen mit der Fermi-Temperatur

(33.23)

T = e <3n2V> (13.4.11)

fur Fermionen zu vergleicheniiFgleiche Teilchenmassen und gleiche Konzentrationen ergibt sich

T 3n2.2.617%/3
TB'I;C _ B - 27 145 (13.4.12)

Wir sehen, dass die beiden Temperaturen in etwa identisch sind. Der WeTt vorMetallen ist aller-
dings in der GbRenordnung von 50 000 K, wogegen z.8. fHe Tgec ~ 3 K erwartet wird. Der groRe
Unterschied zwischen den beiden Werten resultiert aus der groRen Massendffierenz.

Lwir kdnnen uns auch die Frage stellen, ob Photonen eine Bose-Einstein Kondensatiotihdenckinnen. Aufgrund
der allgemeinen Gesetze der statistischen Physik kann eine makroskopische Besetzung des Grundzustands durch bosonische
Teilchen prinzipiell durch Erniedrigung der Temperatur erreicht werden. Dies unterscheidet sich prinzipiell von der Vorgehens-
weise bei optischen Lasern, wo man eine makroskopische Population eines Zustandes durch einen Nichtgleichgewichtsprozess
erzeugt. Der grunddzliche Unterschied besteht darin, dass die Zahl der Photonen nicht erhalten tagiteavdies bei bo-
sonischen Atomen der Fall istiiIFbosonische Atome ist der Zustand mit déchsten Entropie unterhalb einer bestimmten
Temperatur mit einer makroskopischen Population des Grundzustandes verbuifdemat dagegen einen schwarzen Strah-
ler ab, so nimmt die Zahl der Photonen ab. Die Photonen werden in der Wand des schwarzen Strahler absorbiert, wodurch die
Gesamtentropie et wird. Kdbnnte man dagegen ein Photonengasialdn und dabei die Zahl der Photonen erhalten, so
kdnnte man prinzipiell ein Bose-Kondensat aus Photonen bilden.

2003



492 R. GROSS Kapitel 13: Quantenstatistik

Bosonen Fermionen

Abbildung 13.11:Zur Demonstration des Fermi-Druckes beim Abkuhlen eines fermionischen Gases
aus SLi Atomen (rechts). Zum Vergleich ist ein bosonisches Gas aus ’Li Atomen (links) gezeigt. Es
ist deutlich die Signatur der unterschiedlichen Quantenstatistik zu erkennen (aus J. R. Anglin und W.
Ketterle, Nature 416, 211 (2002)). Eine Beschreibung der Entstehung der Bilder folgt in Abschnitt[13.4.4]

Das physikalische Verhalten eines Systems unterhalbTromzw. Tgec ist fir Bosonen und Fermio-

nen allerdings aufgrund des Pauli-Prinzigglig unterschiedlich. Kihlt man eine verdnntes Gas aus
Fermionen ab, so kann di@umliche Ausdehnung dieses Gases unterhalb einer bestimmten Tempe-
ratur nicht mehr weiter reduziert werden, da man sonst das Pauli-Prinzip verlefzda. Wies ist in
Abb. gezeigt, wo die Atomwolken vdhi (Bosonen) undLi (Fermionen) als Funktion der Tem-
peratur gezeigt sind. Unterhalb von etwa 800 nK kann das Volumen des Fermionen-Gas nicht weiter re-
duziert werden. Aufgrund des Pauli-Prinzipsissen Zustnde mit lbherer Energie besetzt werden, die

in den verwendeten Atomfallen (siehe unten) weiter aul3en liegen. Es tritt aufgrund des Pauli-Prinzips
also ein so genannter Fermi-Druck auf, der ein weiteres Schrumpfen des Volumens veﬁindert.

Wir wollen uns den Prozess der Bose-Einstein Kondensation auf der Basis unseres jetzigen Wissens
nochmals anhand von Abb. 13112 veranschaulichen. In einem vereinfachterdBidrk wir die Teil-

chen des betrachteten Gases als quantenmechanische Wellenpakete betrachten, die eine Ausdehnung der
GroRRenordnung der thermischen de Broglie WelegleAqs besitzenAgg kann als Ortsunséhfe be-

trachtet werden, die mit der thermischen Impulsverteilung verbunden ist. Bei hohen Temperaturen ist
Agg sehr klein und es ist sehr unwahrscheinlich, zwei Teilchen mit einem Abstand kleinggatsi

finden. Die Ununterscheidbarkeit der Teilchen ist deshalb unwichtig und @vindn eine klassische
Beschreibung vornehmen (Maxwell-Boltzmann-Statistikjihken wir das Gas ab, so witklg grof3er

und erreicht schlieZlich einen Wert, der vergleichbar mit dem mittleren Abstand der Teilchen ist. Die
individuellen Wellenpakete fangen dann an, sichiberlappen und die Ununterscheidbarkeit der Teil-
chen kommt zum Tragen. Die Teilchen werden sozusagen in eine kdsktise gesirzt. Fir Fermionen

wirde das Pauli-Prinzip verhindern, dass zwei Teilchen denselben Quantenzustand beiseBeso+

nen erldht die Quantenstatistik dagegen dramatisch die Wahrscheinlichkeit, mehrere Teilchen in einem
Quantenzustand zu finden (Bose-Einstein-Statistik). Das Systé@mredadurch einen Phaddrergang

in ein Bose-Einstein Kondensatjrfdas eine makroskopische Zahl von Teilchen den niedrigsten Quan-
tenzustand besetzt. Wie wir oben gezeigt haben, ist die Dicht&l /V mit der de Broglie Welleréinge

(bzw. Temperatur) am Phadsdrergangiber die Beziehung)LgB = 2.612 verkrpft.

Wir mochten an dieser Stelle auch darauf aufmerksam machen, dass Bose kondensierte Atome auf-

12pjes ist der gleiche Mechanismus, der ein Schrumpfen von weiRen Zwergen und Neutronensternen und damit die Bildung
eines schwarzen Loches verhindert.
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«® hohe Temperatur:
./ - \. thermische Geschwindigkeit v
m Dichte N/V ~ 1/R3

.
{. pord y 1 Billardkugeln
A

niedrige Temperatur:
de Broglie Wellenlange Ayg

1
& Sr % Agg = himv ~ T12
N A

Wellenpakete

Bose-Einstein Kondensation

/_\ Wellenpakete tiberlappen

T->0:
reines Bose-Einstein Kondensat

»Super”-Materiewelle

Abbildung 13.12Kriterium fiir die Bose-Einstein-Kondensation: Bei hohen Temperaturen kann das Gas
als System von Billard-Kugeln behandelt werden. In einer einfachen quantenmechanischen Beschrei-
bung kénnen die Teilchen als Wellenpakete mit einer Ausdehnung Aqg betrachtet werden. Bei der Bose-
Einstein Temperatur Tgec wird Agg vergleichbar mit dem mittleren Abstand R der Gasteilchen. Fur T — 0
verschwindet die thermische Wolke und ein reines Bose-Einstein Kondensat bleibt zurick.

grund ihrer gegenseitigen Wechselwirkung von Photonen in einem Laser unterschieden wigsiemn. m
Damit Wechselwirkungsprozess keine entscheidende Rolle spielessem sie gaigend schwach sein.
Geriigend schwach heif3t hierbei, dass der mittlere AbsRaher Bosonen grofR gegéier der effektiven
Reichweitea der interatomaren Wechselwirkung@tFUr Alkali-Atome gilt typischerweis®/a ~ 107,

so dass diese Bedingung gutigitfist. Die Stabilitit des Bose-Einstein Kondensats erfordert zudem,
dass die Wechselwirkung abstof3end ist. Bei einer attraktiven Wechselwirkung wird das Bose-Einstein
Kondensat oberhalb einer bestimmterdoe instabil.

13Man spricht dann von einen schwach wechselwirkenden Bose-Gas. Die effektive Reichweite kann dursh eine
Wellenstreuhnge charakterisiert werden. Diese igt Alkali-Atome typischerweise 1 bis 5 nmiFR > awerden Zweierst3e
von Atomen, die ir die Thermalisierung notwendig sind, wesentliéufiger als Dreierét3e, die zu einer Clusterungtren.
Die Theorie schwach wechselwirkender Bose-Gase sagt vorher, dass bei einer endlichen Wechselwirkung nur ein bestimmter
Anteil der Gasatome kondensiert. Die Beimischung von anderen Konfigurationen zum Grundzustand wird “Quantenverar-

mung” (im Englischen “Quantum Depletion”) genannt. Die Theorie sagtién Verarmungsantei8/3./7)1/ a3/ﬁ3 voraus.
Fur Alkali-Atome mita/R ~ 10~2 betiagt der Verarmungsanteil weniger als 1%.
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Temperatur Dichte (1/cm3) | Phasenraumdichte
Atomofen 500 K 104 1013
Laserklhlung 50 puK 104 10
Verdampfungskihlung 500 nK 10 2.612
Bose-Einstein Kondensation 10 107

Tabelle 13.1:Typische Kihlschritte bei der Realisierung eines Bose-Einstein Kondensats. Durch die
Kombination von Laser- und Verdampfungskihlung wird das Gas um 9 Gréf3enordnungen abgekihilt,
wahrend die Dichte bei der Bose-Einstein Kondensation der urspriinglichen Dichte im Atomofen ent-
spricht. In jedem Schritt wird die Besetzung des Grundzustands (die proportional zur Phasenraumdichte
ist) um etwa den Faktor 10° erhoht.

13.4.3 Realisierung eines Bose-Einstein Kondensats

Das Pfanomen der Bose-Einstein Kondensation ist verantwortlicklie Suprafluidit von Helium. Bei

Helium handelt es sich allerdings um ein Gas hoher Dichte und die theoretische Beschreibung macht
eine detaillierte Beschreibung der Wechselwirkungen notwendig. Die Realisierung einganterg

nur schwach wechselwirkenden Gases von bosonischen Teilchen wurde mit verschiedeiteenAns
verfolgt: flussiges Helium veithnt in Vycor, Exzitonen in Halbleitern, die aus schwach gebundenen
Elektron-Loch-Paaren bestehen, und atomare Gase. Der letzte Ansatz war schlief3lich der erfolgreichste
und soll hier her diskutiert werden.

Bei sehr tiefen Temperaturen werden atomare Géssifl oder fest. Um dies zu vermeiden, muss man
das Gas bei gémgend kleiner Dichte halten. Elastisché&e&, die zu einer Thermalisierung des Gases
fuhren, sind dann wesentlicktifiger als 3-Teilchen-8Re, die zur Bildung von Moléken oder anderer
Aggregate notwendig sind. Aus diesem Grund ist die@asige Phaselir viele Sekunden oder gar Mi-

nuten metastabil und erlaubt die Beobachtung von Bose-Einstein Kondensaten. Typische Dichten sind
10'2 — 10'° Teilchen pro cri. Berechnet man die zu dieser Dichte gende Kondensationstemperatur
Teec, SO ertalt man Werte im Nanokelvin- bis Mikrokelvin-Bereich. Das heifl3t, die Realisierung eines
Bose-Einstein Kondensats erfordert Techniken zurlkn eines atomaren Gases zu sehr niedrigen Tem-
peraturen. Ferner werden Atomfallen B&gt, um das Gas einzuschlieen und von der vigtmeren
Umgebung fernzuhalten. Aufgrund dieser experimentellen Schwierigkeiten ist es erst 1995 gelungen,
Bose-Einstein Kondensate aus Alkali-Atomen wie Lithium, Rubidium oder Natrium herzustellen.

Laserkihlung

Um die erforderlichen tiefen Temperaturen zu erreichen, werden verschieddniedfniken einge-

setzt (siehe Tabelle 13.1). In einem ersten Schritt werden die Atome durch eine opsehnéihlung

auf Temperaturen bis etwa G& heruntergekhlt[] Bei der Laser-Kihlung (siehe Abt. 13.13) wird

ein Laserstrahl auf eine Frequenz leicht unterhalb der Resonanzlinie der Alkali-Atome abgestimmt. F
Atome, die auf die Lichtquelle zufliegen, ist die Absorptionsfrequenz so dopplerverschoben, dass Reso-
nanzabsorption Gglich ist. Dabei wird der Photonenimpuls auf das absorbierende Abmrtragen. Da

der Photonenimpuls demjenigen des absorbierenden Atoms entgegengerichtet ist, wird das Atom abge-
bremst. Das heif3t, die Gasatome werden langsamer, das atomaighaik ab. Durch das Nachfahren

14F{r die Entwicklung der Laser-#hltechnik erhielten im Jahr 199, Chu, C. Cohen-TannoudjiundW. D. Phillips den
Nobelpreis @ir Physik.
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Abbildung 13.13:Prinzip der Laser-Kiihlung: (a) Durch Resonanzabsorption eines Lichtquants der
Energie hwp erfahrt ein ruhendes Atom eine Kraft in Richtung des einfallenden Photons (Spontankratft).
Da die Emission in eine beliebige Richtung erfolgt, erhalt man eine Kraft in eine Vorzugsrichtung. (b) Ist
das Laserlicht rotverstimmt, so sind nur die sich auf die Laserlichtquelle zubewegenden Atome aufgrund
des Dopplereffekts in Resonanz und absorbieren das Laserlicht stark. Diese Atome werden aufgrund
der Spontankraft abgebremst. Die sich von der Laserlichtquelle wegbewegenden Atome wirden durch
die Absorption des Laserlichts beschleunigt. Sie sind allerdings aufgrund der Dopplerverschiebung nicht
in Resonanz und absorbieren deshalb das Laserlicht nur sehr schwach.

der Laserfrequenz hin zur Absorptionsfrequenz des ruhenden Teilchens kann das atomare Gas bis auf et-
wa 50uK abgekihlt werden. Nairlich bestrahlt man das abZifdende Gas nicht nur aus einer Richtung
sondern von allen Seiten mit einem rotverstimmten Laser.

Neben der Kihlwirkung des Lichts gibt es auch einen Heizmechanismus. Bei jedem AbsorptionsEmis-
sionszyklus edhrt das Atom einen statistisch in beliebige Raumrichtungen verteiliekRgoRimpuls

durch die Emission. Diedihrt wahrend des Khlens zu einem “random walk” im Impulsraum und da-

mit zu einer Aufheizung der Teilchen. Im Gleichgewicht stellt sich eine von den LichtfeldParametern
abhangige Temperatur des atomaren Ensembles ein. Die so erreichbare tiefste Temperatur liegt bei etwa
50uK.

Man muss die Gas-Atome nicht nur adltten, man muss auch verhindern, dass sie mit der warmen Um-
gebung in Kontakt kommen. Dies geschieht dadurch, dass man die Atome imegaetooptischen

Falle (MOT: magneto optical trap) odeE?auI-FaII@im Ultrahochvakuum einsperrt. Das Prinzip einer
solchen Falle ist in Ablj. I3.14 anhand eines eindimensionalen Modells dargestellt. Wir betrachten ein

—
.
o

\
iy
Steven Chu Claude Cohen-Tannoudji William D. Phillips
I5wolfgang Paul, Nobelpreis &ir Physik 1989.
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Abbildung 13.14Eindimensionales Modell der magnetooptischen Falle fiir ein am Ort x ruhendes Zwei-
NiveauAtom.

Zwei-Niveau-Atom mit einentUbergang vorkg =0 zuFe = 1 (F = | + J ist der atomare Gesamtdrehim-
puls) in einem linearen MagnetfeR[x) = b- x. Das Feld bewirkt eine Aufhebung der Entartung der ma-
gnetischen Unterzushdemg, des angeregten Niveaus. Die Energieaufspaltung (Zeeman-Aufspaltung)
wird durch

AE(X) = QetsMe, B(X) (13.4.13)

gegeben, wobgig das Bohrsche Magneton ugglder g-Faktor ist. Zu#tzlich werden zwei Laserstrahlen

in entgegengesetzter Richtung mit orthogonaler zirkularer Polarisation eingestrahlt. Als Quantisierungs-
achse iir die Polarisation dient dabei dieAchse. Beide Laser sind gegérer dem atomaredbergang
rotverstimmt, d.h. die Laserphotonenenefyi ist kleiner als die Energiedifferenz zwischen Grundzu-
stand und angeregtem Zustaitid B = O.

Ein abseits des Fallenzentrun® £ 0) ruhendes Atom absorbiert nun bevorzugt Photonen aus dem
der Auslenkungx entgegengerichteten Laserstrahl, da nurdiesen die Resonanzbedingung und die
Auswahlregelnifir atomardJbergange erillt ist, und nicht fir den anderen Strahl. Dadurchéhft das

Atom an jeder Position in dieser Konfiguration eine auf das Fallenzentrum gerichtete Kraft. Die gesamte
Kraft auf ein bewegtes Atom in der MOT et man durch die Addition der orts und der bereits oben
diskutierten geschwindigkeitsaligigen Spontankfte, die durch die beiden Laserstrahlen verursacht
werden. fir einen dreidimensionalen Einschluss muss man dieselbe Anordaujeglé Raumrichtung
verwenden.

© Walther-Meil3ner-Institut
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Verdampfungskiihlung

Die durch die Laselilthlung erreichbaren Temperaturen reichen noch nicht aus, um eine Bose-Einstein
Kondensation zu realisieren. Um nun die eingeschlossenen Atome noch weiteilabmnyigreift man

zur so genanntevierdampfungdkhlung Verdampfungsithlung bedeutet, dass die Atome oberhalb einer
bestimmten, von aul3en einstellbaren Energie aus der Falle entfernt werden; dadurch verringert sich die
mittlere Energie und damit die Temperatur derimkbleibenden Atome. Dies eritikert aber auch den
hochenergetischen Audslfer der thermischen Verteilung, und diél{ung wirde zum Stillstand kom-

men, wenn nicht elastisched®e zwischen den verbleibenden Atomen wieder energiereichere Atome
erzeugen. Hieraus folgt, dass diéldzeit in der Verdampfungsiklung proportional zur Rate von elasti-
schen SiR3en ist, die wiederum proportional zur Dichte der Atomwolke ist. Hohe Dichte (erreicht durch
durch die magnetooptische Falle) und lange Speicherzeit der Atome (erreicht durch ein Ultrahochvakuum
von 10" mbar) waren die wesentlichen Schritte zur Verdampfuiigklng. Die Verdampfungsilung

ist uns allen aus dem Alltagsleben bekannt, 8letfzum Beispiel zum Abkhlen von heilem Wasser in

einer Kaffeetasse.

Neben einer starken Magnetfalle wird noch eine weitere Technik zur Verdampfiligelg beftigt: ein
Verfahren, um die energiereichsten Atome selektiv aus der Falle zu entfernen. Dies kann relativ einfach
durch einen hochfrequenzinduziertes Umklappen der Spins erreicht werden (siehe A@b. 13.15a). Da sich
die energiereichsten Atome am Rand der Falle befinden, strahlt man eine Hochfrequenz (typischerwei-
se einige MHz) ein, so dasson; = 2AE(xo) ist (vergleiche Abbl 13.14). Der Spin derjenigen Atome,

die sich etwa in der Entfernung, vom Zentrum der MOT befinden, werden dann umgeklappt (man
spricht von Elektronenspinresonanz), die magnetische &rafert inr Vorzeichen und beschleunigt die
Atome aus der Falle herausuiFdie weiter innen liegenden Atome € Xo) ist hans > AE(X); diese

Atome befinden sich also nicht in Resonanz, ihr Spin wird nicht umgeklappt und sie verbleiben somit
in der MOT. Anschaulich kann man die HF-induzierte Verdampfung als ein Atbschdesauliersten

Teils der Atomwolke beschreiben: Durch Verringern der Radiofrequenz von etwa 30 MHz bis unterhalb
1 MHz dringt das “HF-Messer” tiefer in die Atomwolke ein, die Verdampfungsrate ist trotz sinkender
Temperatur gleichbleibend hoch.

Neben den zur Thermalisierung notwendigen elastisch@®eBt die den Khleffekt bei der Verdamp-

fung bewirken, finden auch inelastische Spinfli$&# statt. Da die Stof3rate im Fallenzentrum am
hochsten ist, werden vorzugsweise didtksten Atome aus der Falle hinaus geworfen. Die Atomwolke
heizt sich dadurch indirekt auf. Das Gleichgewicht zwischéml€n und Heizen bestimmt die tiefste
Temperatur, die man theoretisch mit Verdampfurigging erreichen kann.ifF Alkaliatome liegt diese
Grenze im pK-Bereich, experimentell erreicht wurden allerdings nur etwa 100 nK. Solche tiefen Tem-
peraturen lassen sich @alich nur erreichen, wenn die Atome in einer Falle gespeichert werden, die sie
vollig von der AuBenwelt isoliert und die Atome nicht aufheizt, wie dies in einer MOT der Fall ist.

Die hohe Dichte, die zur Verdampfungglung rotig ist, lasst sich in einer magnetooptischen Falle nur
erreichen, wenn die Magnetfeldgradienten sehr grol3 sind (die magnetische Kraft ist proportional zum
Gradienten des Magnetfeldes). Den magnetostatischen Feldgleichungen zufolge erzielt naakstéamst
Gradienten am Nulldurchgang des Magnetfeldes. Atome werden magnetisch aber nur dann gespeichert,
wenn ihr magnetisches Moment antiparallel zum Magnetfeld ist. Hieraus ergibt sich ein Problem: In sehr
kleinen Magnetfeldern in der&he des Nullduchgangs verlieren die Atome ihre Orientierung. Nach der
guantenmechanischen Uné&cferelation brauchen sie eine gewisse Zeit, um den geringen Energieun-
terschied zwischen dem parallelen und dem antiparallelen Spinzustandren.sf/enn die antiparallel
polarisierten Atome durch einen Bereich kleiner Magnetfelder fliegen, richten sie mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit inr magnetisches Moment parallel zum Magnetfeld aus, und aus dem anziehenden
magnetischen Potenzial wird ein abstolRendes. Bildlich gesprochen hat die Atomfalle am Nulldurchgang
des Magnetfeldes ein kleines Loch — typischerweise von MikroméiBegr und alle Atome, die das

Loch treffen, gehen verloren. Diedksung dieses Problems ist, das Loch mit einem “optischépsst”
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Abbildung 13.15:(a) Experimentelle Anordnung zur Verdampfungskuhlung: eine kalte Wolke von Ato-
men ist in einer so genannten magnetischen Kleeblattfalle (die Gradientenspulen haben die Form eines
vierblattrige Kleeblatts) eingeschlossen und wird durch Verdampfungskihlung abgekihlt. Es werden die
energiereichsten Atome durch Umdrehen ihrer Spinrichtung mittels Hochfrequenzstrahlung abgedampft
(aus M.-O. Meves et al., Phys. Rev. Lett. 77, 416 (1996)). (b) Schnitt durch das Potenzial einer magneti-
schen Falle. Die Potenzialspitze im Zentrum wird durch die optischen Dipolkraft eines blauverstimmten
Lasers erzeugt (optischer Propfen). Das Magnetfeld sorgt fiir die ricktreibende Kraft der Falle. Da der
Feldgradient in zRichtung doppelt so grof3 ist wie derjenige in x-Richtung, ist das resultierende Potenzial
nicht rotationssymmetrisch und weist zwei Minima auf (aus W. Ketterle et al., Phys. Bl. 52, 573 (1996)).

zu verschlieBen (siehe Abp. 13/15b). Hierfvird ausgenutzt, dass Laserlicht mit etwahérer Fre-
gquenz als der atomaren Resonanzfrequenz (“blauverstimmtes Laserlicht”) auf Atome eine abstol3ende
Kraft audibt.

13.4.4 Beobachtung der Bose-Einstein Kondensation

Um die Struktur sehr kleiner Atomwolken sichtbar zu machen, wird ein einfacher Trick angewendet:
Man schaltet die Atomfalle aus, die Atomwolke dehnt sich ballistisch aus, und nach einer Flugzeit von
wenigen Millisekunden beobachtet man dann den Schattenwurf der ausgedehnten Wolke. Dazu wird
die Atomwolke mit resonantem Laserlicht beleuchtet und ihr Schattenbild mit Hilfe einer CCD-Kamera
aufgenommen (siehe Aljb. T3]16). Dasmliche Bild spiegelt jetzt die ursjmgliche Geschwindigkeits-
verteilung wieder. Da sich in einem harmonischen Potential die Orts- und Geschwindigkeitsverteilungen
nur um einen Skalierungsfaktor unterscheiden, kann aus den Flugzeitbildern dieselbe Information wie
aus direkten@umlichen Bildern entnommen wer{&in einem Kastenpotenzial hat der Grundzustand
dieselbe Ausdehnung wie die angeregten Zndé die BEK ist in diesem Fall eine Kondensation im

18Die Flugzeittechnik dient somit im Wesentlichen als VéRgrungstechnik.
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Expansion eines Bose-Einstein Kondensats
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Abbildung 13.16:Geschwindigkeitsverteilungen von Natrium-Atomen (oben) und Rubidium-Atomen
(unten) vor, wahrend und nach der Bose-Einstein-Kondensation: Fir Temperaturen oberhalb von einigen
uK entspricht die Geschwindigkeitsverteilung anndhernd der klassischen Maxwell-Boltzmann-Verteilung
(links). Kuhlt das Ensemble jedoch weiter ab, so bildet sich eine zweite Komponente der Geschwindig-
keitsverteilung heraus (Mitte). Diese deutet auf einen wesentlich dichteren und kalteren Anteil der Atome
hin. Dieser Phasenlibergang ist die Bose-Einstein-Kondensation eines (fast) idealen Gases. Kuhlt man
weiter, so bildet sich der nicht-kondensierte Anteil (die “Normalkomponente”) fast vollkommen zuriick,
und es verbleibt nur ein Kondensat von einigen 10° Atomen (rechts) (aus W. Ketterle et al., Phys. BI. 52,
573 (1996) und M. H. Anderson et al., Science 269, 198 (1995)).

Impulsraum. In einem harmonischen Potenzial ist das Kondensatiémspien sowohl im Impulsraum
als auch im Ortsraum beobachtbar.

Die mit der eben beschriebenen Technik aufgenommenen Bilder zeigen bei der erwarteten Bose-Einstein
Kondensationstemperatur dastaliche Auftreten einer Wolke, die aus zwei Anteilen bestand, einer dif-
fusiven Komponente (dem normalen Anteil) und einem dichten Kern (dem Kondensat).tiikcpl
auftretende Reduzierung der Geschwindigkeit der ballistischen Expansion wurde als Kondensation im
Impulsraum bezeichnet. Man muss sich aber klar machen, dass die BEC eine Kondensation in den nied-
rigsten Energiezustand ist. In einem inhomogenen Einschlisspotenzial hat dieser niedrigste Energiezu-
stand allerdings wiederum die kleinstaumliche Dimension. Eine Kondensation in diesen Zustand re-
sultiert daher in der Ausbildung eines dichten Kerns von Bose kondensierten Atomen innerhalb einer
thermischen Atomwolke. Formahsst sich die BEK mit der ®pfchenbildung im gegtigten Dampf
vergleichen.
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Abbildung 13.17: Interferenzmuster von zwei expandierenden Kondensaten zum Nachweis der
Kohéarenz der Bose-Einstein Kondensate. Das Absorptionsbild wurde 40 ms nach Freisetzung der bei-
den Kondensate aus einem Doppelmuldenpotenzial aufgenommen. Die Interferenzstreifen haben einen
Abstand von 15um. Dies entspricht einer riesigen Wellenlange fiir eine Materiewelle. Bei Raumtempe-
ratur wirde die Materiewelle der Atome nur 0.5 A betragen, also weniger als die GréRe der Atome (aus
M. R. Andrews et al., Science 275, 637 (1997)).

13.4.5 Atomlaser und Kolarenz

In einem idealen Bose-Gas besetzen die kondensierten Atome alle denselben Einteilchen-Grundzustand.
Aus diesem Grunddnnen Bose-Einstein Kondensate als Quellankbharente Atomstrahlen, die wir
Atomlaser nennen wollen, dienen. Wenn die Atome des Kondensats alle denselben Grundzustand beset-
zen, so besitzen sie alle dieselbe Energie bzw. de Broglie Watigal Aufgrund des starkésberlapps

der einzelnen Wellenpakete ist es ferner zu erwarten, dass die einzelnen Wellenpakete phemsnkoh
sind. Diese Kohkrenz des Kondensats wurde in der Tat im Jahr 1997 experimentell nachg@iesen.
Hierzu liel3 man zwei Kondensate aus einer Doppelmuldenfalle expandieren, so dass sich diese gegen-
seitig iberlagern konnten. Man beobachtete danrliberlappgebiet ein deutliches Interferenzmuster
(siehe Abb[ 13.7]7). Aus dem Abstand der Interferenzstreifen kann direkt die de Broglie Adjerler

Atome abgelesen werden.

Bis heute wurden von verschiedenen Arbeitsgruppen unterschiedliche Atomlaser realisiert (siehe
Abb.[13.18). Der Versirkungsmechanismus in einem Atomlaserébnlich zu dem eines optischen
Lasers: bosonische Stimulation durch die &@nte Materiewelle. Die Rolle des Lasermediums beim
optischen Laseiibernimmt beim Atomlaser das Bose-Einstein Kondensat, die Rolle der Laserresona-
tors die Atomfalle, die Funktion des Auskoppelfensters z.B. ein Hochfrequenzpuls und die Rolle des
optischen Pumpsystems die Naighing der Atomfalle.

17M. R. Andrews et al., Scienc75, 637 (1997),
D. S. Hall et al., Phys. Rev. Le®1, 1543 (1998),
B. P. Anderson et al., Scien@82, 1686 (1998).
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Abbildung 13.18Verschieden Atomlasertypen: (a) der MIT Atomlaser benutzt einen Hochfrequenzpuls
zum Auskoppeln der Atome aus der MOT, (b) der Atomlaser des Max-Planck Instituts fir Quantenoptik
in Garching benutzt kontinuierliche Hochfrequenzstrahlung zum Auskoppeln und erzielt dadurch einen
cw-Laser, (c) der Laser der Arbeitsgruppe an der Yale University erzielte einen gepulsten Atomlaser
durch Mode-locking, (d) die Arbeitsgruppe am NIST in Boulder realisierte ein gerichtetes Auskoppeln
durch einen Zwei-Photonen Raman-Ubergang. Alle Bilder sind Absorptionsbilder des Kondensats und
des ausgekoppelten Atomstrahls (aus Wolfgang Ketterle, Physics Today (1999)).
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Zusammenfassung

¢ Die mittlere Besetzungszahl eines Einteilchenzustandes k in einem System aus N wech-
selwirkungsfreien Teilchen ist

Ny = _Eamz
“ T 7B da

Dabeiist Z =S exp—B(n1€1+npex+. .. )] die Zustandssumme des Systems und es gilt die
Normierung ¥ (ng) = N.

e Die Summation in der Zustandssumme erstreckt sich tber alle Vielteilchenzustande des
Systems, die mit der Normierung auf die Gesamtteilchenzahl vertraglich sind. Diese zu-
gelassenen Vielteilchenzustande lassen sich je nach Art der Teilchen und der Besetzbar-
keit der Einteilchenzustande durch verschiedene Abzahimethoden ermitteln:

— Abzéhlmethode nach Maxwell-Boltzmann fir unterscheidbare Teilchen (klassische
Teilchen)

— Abzéhlmethode nach Bose-Einstein bei beliebiger Besetzbarkeit mit ununterscheid-
baren (Quanten-) Teilchen (Bosonen)

— Abzahlmethode nach Fermi-Dirac bei nur einfacher Besetzbarkeit mit ununterscheid-
baren Teilchen (Fermionen)

e Fur klassische Teilchen, Bosonen und Fermionen ergeben sich folgende mittlere Beset-
zungszahlen:

e—Sk/kBT .
(ng) = NW Maxwell-Boltzmann-Verteilung
3
1 Lo .
ng) = ST 1 Bose-Einstein-Verteilung
1

(nK) Fermi-Dirac-Verteilung (13.4.14)

ele—p)/keT 1.1 °
e Die Zustandsdichte eines idealen Gases betragt
v 2m\¥?

e FUr Photonen gilt die Abzahimethode nach Bose-Einstein unter der Nebenbedingung,
dass die Photonenzahl nicht fest ist. In diesem Fall ergibt sich fir die mittlere Beset-
zungszahl die Plancksche Verteilung

Planck-Verteilung

© Walther-Mei3ner-Institut
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Aus dieser Verteilung folgt fir die Frequenzverteilung der mittleren Energie

h olde
Uo,Tdo = —53 kT 1 Plancksches Strahlungsgesetz

sowie flr die Uber alle Frequenzen integrierte Gesamtenergiedichte

UM = [uwT)do = T %8 T4, Stefan-Boltzmann-Gesetz
) 15 (ch)3

e FiUr Leitungselektronen in einem Metall gilt die Fermi-Dirac-Verteilung. Der Fermi-
Wellenvektor und die Fermi-Energie werden durch die Dichte N/V der Leitungselektronen

bestimmt
N /3
ke = <37r2V> Fermi-Wellenvektor
k2 R N %3 _ _
&g = TmF = o <3n2V> . Fermi-Energie

e Ein Gas wechselwirkungsfreier Bosonen kondensiert unterhalb der Temperatur

_ 2nR? N \2/3
Tgec = mks (2.61Z~V)

Temperatur der Bose-Einstein Kondensation

in ein Bose-Einstein Kondensat. Diese Bedingung ist &quivalent zu

3
2nh?

mksT

2.612 (\@ = 2612R° = A% =

das heil3t, dass die de Broglie Wellenlange Aqg der bosonischen Atome etwa gleich ihrem
mittleren Abstand R wird.

e Zur Herstellung eines Bose-Einstein Kondensat bendétigt man Laser- und Verdamp-
fungskihlung der Gasatome sowie den Einschluss des Gases in einer magnetooptischen
Fall.
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