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Kapitel 3

Das Einelektronenatom

Wir wollen in diesem Kapitel mit den bisher gewonnenen Erkenntnissen die Physik von Einelektro-
nenatomen als einfachste aller Atome diskutieren. Bei Einelektronenatomen bewegt sich ein einzelnes
Elektron im kugelsymmetrischen Zentralfeld des Atomkerns. Der prominenteste Vertreter der Einelek-
tronenatome ist nétlich das Wasserstoffatom. Neben den lonert Ha2", etc. ist das Wasserstoffa-

tom das einzige neutrale Atomjrfdas die Sclirdinger-Gleichung exakt (d.h. analytisch) @slwerden

kann. Rir alle anderen Atome oder Molgle muss man numerische Verfahren odahBrungsmodelle
verwenden.

Die wesentlichen Informationen zur Struktur von freien Atomen, d.h. von Atomen die nicht miteinander
wechselwirken, erdit man zu eineniiberwiegenden Teil aus deren Absorptions- bzw. Emissionsspek-
tren. Analysiert man z.B. das Emissionsspektrum von Wasserstoff, so findet man ein agtsbpr
nienspektrumVon einem Linienspektrum spricht man, wenn die Strahlungsintgresitf wenige, sehr
schmale Frequenzbereiche mit wohldefinierter Frequenz verteilt ist. Bigslktralliniensind fur jede
Atomart charakteristisch. Bei der genauen Untersuchung des Spektrums ist nicht nur die Frequenz der
einzelnen Linien von Interesse, sondern auch deren Aufspaltung und lateseitie inre Temperatur-,
Druck-, und Magnetfeldal@émgigkeit von Interesse. In diesem Kapitel wollen wir uns ein umfassendes
Verstandnis fir die Spektren von Einelektronenatomen, insbesondere von Wasserstoff, erarbeiten und
damit den Grundsteiruf das Versindnis elektronischer Niveaus in komplexeren Atomen legen. Bei der
Diskussion der einfachen Einelektronenatorbarken wir fast alle wichtigen Begriffe der Atomphysik,

wie die Quantenzahlen und ihre physikalische Bedeutung, die Feinstruktur, den Zeemann-Effekt und das
Vektormodell der Drehimpulskopplung gut verdeutlichen.

Bevor wir zur theoretischen Beschreibung von Einelektronensystemen mit Hilfe debdBaer-
Gleichung kommen, wollen wir zuerst die wesentlichen experimentellen Beobachtungen diskutieren.
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3.1 Experimentelle Grundlagen

3.1.1 Spektralanalyse

Atome und Molekile sind generell in der Lage, durch Emission bzw. Absorption elektromagnetischer
Wellen Energie auszutauschen. Die zur Emission notwendige Energie kann dabei der inneren Energie
eines Korpers entzogen werden. Dies ist z.B. bei einem Temperaturstrahil@e(gles Eisen) der Fall,

der sich durch Emission elektromagnetischer StrahlungitlbkWerden Leuchterscheinungen durch

eine unmittelbare vorangegangene Energieabsorption verursacht, so spricht nhamwoaszenaVie

in Tabelle[ 3.1 zusammengestellt ist, wird dabei durch einen Vorsatz die Art deriiwigef Energie
angegeben (z.B. Photolumineszenz: Anregung durch Licht).

Bezeichnung Art der Anregung Beispiel
Photolumineszenz | Bestrahlung mit elektromagnet-Leuchtstoffbhren
schen Wellen
Kathodolumineszenz Elektronenbeschuss Bildrohre
lonolumineszenz lonenbeschuss Szintillations&hler
Elektrolumineszenz | elektrische Entladung Funken-, Bogen, Glimmentladung
Chemolumineszenz| chemische Reaktion Verbrennungsprozesse
Tribolumineszenz | mechanische Beanspruchung, ReZerkleinern von Zuckerkristallen
bung
Biolumineszenz biologischer Prozess Gluhwirmchen

Tabelle 3.1Zur Klassifizierung der verschiedenen Arten von Lumineszenz.

Als Spektruneiner elektromagnetischen Strahlung bezeichnen wir dicaAgigkeit der Intensit von

der Frequenz bzw. Wellegahge. Die genaue Untersuchung von Spektidgt tois heute entscheidend zum
Verstandnis der Physik von Atomen und Moldkn bei und findet breite Anwendung in der Analytik.
Historisch geht die Spektralanalyse auf die Arbeiten Koohhoff undBunsenMitte des 19. Jahrhun-
derts zuiick. Prinzipiell unterscheidet man zwei Methoden. Entweder man betrachtabdasptions-

oder dasEmissionsspektruﬁBei der Emissionsspektroskopie muss das zu untersuchende Atom zum
Leuchten angeregt werden, was z.B. durch die Einstrahlung von weil3em Licht, durch Elektiieenst
oder andere Mechanismen erreicht werden kann. Strahlt das System Licht genau der Frequenz aus, die es
absorbiert, so spricht man vétesonanzfluoreszeriie alternative Methode besteht in der Bestimmung
des Absorptionsspektrums. Das Prinzip der Emissions- und Absorptionsspektroskopie ist in Abb. 3.1
schematisch dargestellt.

Hinsichtlich der in den Spektren vorkommenden Frequenzen bzw. Waligah unterscheiden wir zwi-
schenLinienspektrereinerseits un#tontinuierlichen Spektremnd Bandenspektreandererseits. Bei den
Linienspektren wird eine messbare Inteasitur fir wenige diskrete Frequenzen gemessen. Wir werden
spater sehen, dass solche Spektren von freier Atomen ausgesandt werden. In kontinuierlichen und Ban-
denspektren wird eine endliche Inte@sifir eine ausgedehnten, kontinuierlichen Wellenbereich bzw.
fur breite Frequenzinder beobachtet, wobei d&bergang flieRend ist. Solche Spektren werden von
erhitzten Festirpern oder von heiRen Gasen unter sehr hohérthk&n ausgesandt. Die Lichtemissi-
on kommt zwar immer prid@r von den Atomen. Falls diese aber dicht gepackt sind, so wechselwirken
sie stark miteinander, so dass sie nicht mehr als frei angesehen weémeenk Daraus resultiert eine
starke Verbreiterung der Linien zu Banden und schlie3lich zu einem Kontinuum. Eine Qiredin f
kontinuierliches Spektrum ist z.B. der schwarze Strahler.

1Beide Methoden sind von groRer technologischer Bedeutung bei der Materialanalyse und kommen z.B. im Umweltschutz
zum Einsatz.

© Walther-Meil3ner-Institut
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transmittiertes

Licht
{:ﬁ%-— om e, W]t

Lichtquelle

Abbildung 3.1:Prinzip der Absorptions- bzw. Fluoreszenzemissionsspektroskopie. Als Spektrograph
kann z.B. ein Prisma oder Gitter benutzt werden. Die verschiedenen Mdglichkeiten spektraler Zerlegung
von Licht wurden in Physik Il ausfihrlich diskutiert.

Bevor wir typische Messergebnisse vorstellen, wollen wir kurz die Einheiten auflisten, die in der Spek-
troskopieliblicherweise benutzt werden:

e WellenlangeA in Einheiten von m.
e Wellenzahlv =1/A = v/cin Einheiten von cm? (hierbei istc die Lichtgeschwindigkeit)

e Frequenz in Einheiten von Hz.

e Energiehv = hw in Einheiten von eV.

Wegen derdiir Licht gultigen Dispersionsrelation

hc
E = h = —
V=72

= hev (3.1.1)

erhalten wir folgende Beziehung zwischen den einzeln&i3ém

E=1meV = v = 024THz = v = 8066cm?! = A = 0.125cm. (3.1.2)

Zwischen Energie und Frequenz auf der einen, und Wélheyd bzw. Wellenzahl auf der anderen Seite
besteht der wesentliche Unterschied, dass erstere nicht vom Mediumgsh) vahrend dasifr die
Wellenlange sehr wohl der Fall ist. Bei sehrapisen spektroskopischen Messungen gilt es dies zu
beriicksichtigen.

3.1.2 Anregung von Atomen

Es war bereits vor der Entwicklung der Quantenphysik bekannt, dass die Emissions- und Absorptions-
spektren von freien Atomen Linienspektren sind. Da das physikalischeaverss @ir ihre ErkBrung

fehlte, wurden sie glmomenologisch beschrieben. Nach unsererifbining in die Quantenphysik wis-

sen wir bereits, dass wir die Wechselwirkung eines Atoms mit einer elektromagnetischen Welle durch
Absorption- und Emission eines Photons mit der EneEie how auffassen &nnen. Aus den Streu-
experimenten vomRutherford Anfang des 20. Jahrhunderts wurde ferner klar, dass Atome aus einem
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positiv geladenen Kern bestehen, der von einer die Elektronen enthalteridlenuphgeben ist. Ge-
geruber der Ausdehnung detile kann der Kern als in ersterdiderung punktirmig betrachtet werden,

er tragt aber fast die gesamte Masse des Atoms. Die Lichtaussendung von Atomen ist dufg€org

in der Hille zurickzufihren. Das heif3t, spektroskopische Untersuchungen an Atomen geben Auskunft
Uber die Struktur der Elektroneialie und die Eigenschaften der im Atom gebundenétigthelektronen.

Auf der Basis dieses Wissensérinen wir folgern, dass die Linienspektren von Atomen gleichbedeutend
damit sind, dass die Hlenelektronen nur diskrete Energiezusie einnehmendkinen. Bei Emissions-

und Absorptionsprozessen findeberginge zwischen diskreten Energienive&usnd Ey statt, wobei

’Ei—Ek| = ho (3.1.3)

gilt. Bei der Emission wird ein Photon emittiert und das Atom geht von einem energetisobeeh Zu-
standEy in eine niederenergetischerBniiber. Bei der Absorption wird umgekehrt ein Photon absorbiert
und das Atom geht voR; in E Uber.

Es ist allgemeirublich, den energetisch niedrigsten Zustand eines Atom&mladzustand Ezu be-
zeichnen. Die bei der Anregung aufgenommene Energie nennéknvégungsenergiddie Anregungs-
energie kann auf verschiedene Arten zudpef werden:

e optische AnregungAnregung durch Licht im infraroten, sichtbaren und ultravioletten Spektralbe-
reich.

e mechanische Anregungnregung durch Sif3e mit Elektronen.

e thermische Anreguncdnregung durch Stol3prozesse zwischen den Atomen aufgrund ihrer ther-
mischen Bewegung.

Die mechanische Anregung wurde z.B. im Franck-Hertz-Experiment (1913) benutzt, das bereits im Rah-
men von Physik Il beschrieben wurﬂ@ieses Experiment war sehr wichtig, da es zeigte, dass Atome
nicht nur optisch angeregt werdedarinen, sondern auch mechanisch durch Elektro8estranck und

Hertz konnten ferner die diskreten Energieniveaus der untersuchten Atome (QuecksillEigdrest

Die thermische Anregung von Atomen ist bei Raumtemperatur sehr uneffektiv, da die mittlere thermische
Energie der Atome hier nLngT ~ 38 meV betagt, wahrend die typischen Anregungsenergien der Ato-

me im eV-Bereich liegen. Bei sehr hohen Temperaturen, wie sie z.B. in den Atéresplon Fixsternen

wie unserer Sonne vorzufinden sindnkien dagegen thermische Anregungsprozesse dominieren.

3.1.3 Das Spektrum des Wasserstoffs

Die GesetzraR3igkeiten der Linienspektren der Atome waren bereits zu Beginn des 20. Jahrhunderts ge-
nau vermessen, ohne dass ein brauchbares physikalisches Modell zu irgentyldntwickelt war. Dem
Wasserstoff als dem leichtesten und einfachsten aller Atome kam bei damigl der grundlegenden
Prinzipien des Atomaufbaus eine Sasgelrolle zu. Obwohl das Wasserstoffatom mit seinem einzelnen
Elektron sicherlich das ein einfachste atomare System darstellt, ist seine spektroskopische Vermessung
allerdings nicht trivial. Dies liegt daran, dass Wasserstoff in molekularer Formpalsitiegt. Wie wir

2James Frank (1882 — 1964), Nobelpreisif Physik 1925.
Gustav Hertz (1887 — 1975), Nobelpreigif Physik 1925.
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Abbildung 3.2:Linienspektrum des Wasserstoffatoms im sichtbaren Spektralbereich (unten). Oben ist
zum Vergleich ein kontinuierliches Spektrum gezeigt, wie es z.B. in guter Naherung von der Sonne
geliefert wird.

spater sehen werden und wie auch intuitiv sofort einleuchtet, hat die chemische Bindung Einfluss auf
die elektronischen Niveaus und damit auf die gemessenen Spektren. Die zur Spektroskopie des Atoms
notwendige Dissoziation des,HMolekills kann z.B. durch Elektronenstol3 bewirkt werden. Wegen der
Schwierigkeit, atomaren Wasserstoff auf der Erde zu beobachten, spielte die astrophysikalische Erfor-
schung eine groRe Rolle bei der Bestimmung der Liniensp@tren.

Wie in Abb.[3.2 gezeigt ist, weist das Linienspektrum des Wasserstoffs im sichtbaren Bereich drei starke
Linien auf, die mit H,, Hg und H, bezeichnet werden. Diedkste dieser Linien wurde vokngstrom

1853 entdeckt. Diese wird als,H.inie bezeichnet. Es gelang dem Schweizer MathematikleBabr

merE] eine Formel fir die pfanomenologische Beschreiburig flie beobachteten Wellgmgen dieser
Linien abzuleiten, lange bevor deren Endng mit Hilfe der modernen Quantenmechanik gelang:

_ 1 1 1
g RH<22—nZ> n=34.. . (3.1.4)

Hierbei istRy die Rydberg-Konstarftbdes Wasserstoffatoms

Ry = 1.096775810<10'm
Ey = hcRy = 1359eV. (3.1.5)

Die im sichtbaren Bereich beobachtbare Serie von Spektrallinien heil3t d&sialbr-Serie

Die Serienformel[(3.1]4) gibt das Linienspektrum sehr exakt wieder. Abweichungen sind erst in der 6-
ten Stelle zu beobachten. Das Spektrum der Balmer-Serie ist zu kurzen \Afdjenlhin begrenzt. Die
Seriengrenze ergibt sich al.4)Tzum = Ry /4. Riur Frequenzeiv > v,_.., beobachten wir kein
Linienspektrum mehr. Das Wasserstoatom absorbiert vielmehr kontinuierlich Licht. Aus dem generell

3Andererseits ist die Astrophysik ohne die Spektroskopie nicht denidbar. die Linienspektrerisst sich die Zusammen-
setzung der Materie im Weltall bestimmen. Desweiteren kann man auf deren Geschwindigkeitsverteilung und physikalische
Umgebung schlieen (Druck, Temperatur, Magnetfeld etc.).

4Johannes Jakob Balmer(1825 — 1898).

5Johannes Robert Rydberg(1854-1919), schwedischer Mathematiker und Physiker.
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Uber Quantenzi@mde in Potenziabpfen Gelernten &mnen wir ableiten, dass das Elektron in diesen
Fallen nach der Absorption nicht mehr gebunden ist, d.h. das Atom al®hivorliegt.

Durch eine Erweiterung der Untersuchung des Wasserstoffspektrums in den ultravioletten und infraroten
Spektralbereich konnte man zeigen, dass alle beobachteten SpektrallinierTerrasthemageordnet
werden knnen. Abb[ 33 zeigt das aus dem Wasserstoffspektrum gewonnene Termschema. Das Term-
schema gibt Spektrallinien als Differenzen zwischen einer kleinen Zahl von Niveaus mit festgelegter
Wellenzahlv bzw. festgelegter Energie = hcv wieder. Die beobachteten Spektrallinien lassen sich in
ihrer Gesamtheit durch die Formel

— 1 1 1

mit ganzzahligenn’ und n beschreiben. Man fasst Spektrallinien, die alle dustfergange zu einem
bestimmten Endnivead’ entstehen, als Serien zusammen. Die Balmer-Serie ist dann der Spezialfall
n’ = 2 dieser so genannten Rydberg-Serien. Die weiteren Serien lauten:

e Lyman-Serien’ = 1: Diese Serie liegt im Ultravioletten; die energiereichste Linie liegt bei
Ao = 91176 nm. Die der Seriengrenre— o entsprechende lonisierungsenergie dgtE/S" =
1359eV.

e Balmer-Serien’ = 2: Diese Serie liegt im Sichtbaren; die energiereichste Linie liegiAhei
36470 nm.

e Paschen-Serig" = 3: Diese Serie liegt im nahen Infrarotbereich; die energiereichste Linie liegt
beil., = 82059 nm.

e Brackett-Serien’ = 4: Diese Serie liegt im Infrarotbereich; die energiereichste Linie liegt bei
Ao = 14588 nm.

e Pfund-Serien’ = 5: Diese Serie liegt im fernen Infrarotbereich; die energiereichste Linie liegt bei
Ao = 22794 nm.

Multiplizieren wir (3.1.6) mithc, so erhalten wir

E E
hv = ho = n—g—n—'; n>n, (3.1.7)

das heif3t, wir knnen die Ausd]rckeEH/n2 als Energiezuginde des Wasserstoffatoms auffassen. Dem-
nach besitzt das Wasserstoffatom die Energi¢mast

E, = —— n=123,.... (3.1.8)

Es gilt stetsE, < 0, bei der Bindung des Elektrons an den Wasserstoffkern wird Bindungsenergie frei.
Die Energiezugtinde des Wasserstoffatoms sind auf3er durch die Kongtgnter durch die ganze Zahl
n bestimmt. Wir nennen diese Zatdhuptquantenzabhl

© Walther-Mei3ner-Institut
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Abbildung 3.3:Termschema zum Emissionsspektrum des Wasserstoffs. An die Seriengrenze n =
schlief3t sich das Seriengrenzkontinuum an.

Es wurde bereits er@hnt, dass die experimentell gemessenen Linien bistmiten Stelle mit den Se-
rienformelniibereinstimmen. Mit Spektrographettterer Aufosung stellt man allerdings fest, dass es
sich nicht um einzelne Linien handelt. Die Spektren besitzen vielmehiFeinstruktur So spaltet z.B.
die Hy-Linie in ein Multiplett auf. Wir werden auf diese Abweichungeratgy im Rahmen einer genaue-
ren Analyse noch zu sprechen kommen.

Eine weitere bemerkenswerte Tatsache ist diedhlgiigkeit des Spektrums von der Masse des Kerns.
Die Hﬁ-Linie des Wasserstoffatoms unterscheidet sich z.B. von der des schweren Wasserstoffatoms,
d.h. des Deuterium&4 um AL ~ 0.1 nm. Dies sind in etwa 0.5 Promille. Es war diese Abweichung,

die zur Entdeckung des schweren Wasserstosotofshigdiat. Modernste H-Spektroskopie wird am
Max-Planck-Institutiir Quantenoptik zutberpiifung der Quantenfeldtheorie (QED) durchiget. Mit
hochgenauen Spektroskopiemethoden lassen sich heute sogar Aligsaiggen Kernradius machen.
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3.2 Das Bohrsche Atommodell

Die Erklarung des Wasserstoffspektrums war zu Beginn des 20. Jahrhunderts eine der grof3en Heraus-
forderungen in der Physik. Hierzu war die Entwicklung eines befriedigenden Modells vom Aufbau der
Atome notwendig. Neben dem Wasserstoffspektrum musste diese Modell auch die anderen experimen-
tell gesicherten Erkenntnisse wie ds¢abilitit der Atome dasPeriodensystem der Elementie che-

mische Bindungpder dielonisationsenergie von Atomearklaren. Durch die Lenard-Rutherfordschen
Streuversuche wurde klar, dass Atome aus einem positiv geladenen Kern und einer negativ geladenen
Elektronentlillle bestehen. Rutherford schloss daraus, dass ein Atom als ein verkleinertes Planetensy-
stem zu betrachten sei. Dieses Modell kann aber bereits zwei fundamentale Eigenschaften der Atome
nicht erkBren, ihre Stabilét und ihre diskreten Anregungsenergien. Aus der Elektrodynamik wissen
wir namlich, dass jedes beschleunigte geladene Teilchen — und darum handelt es sich bei einem auf ei-
ner Kreisbahn rotierenden Elektron — elektromagnetische Strahlung ﬁumgsomit kontinuierlich

Energie verliert, was zwangslfig zur Reduktion von filhren muss. Das System ist somit instabil, d.h.

das klassische Elektron wandert auf einer Spiralbahn in den Kern. Ferner sind alle elliptischen Bahnen
moglich, in deren einem Brennpunkt der Kern liegt. Da diese Bahnen alle unterschiedliche Energien
besitzen, wirde man ein kontinuierliches Anregungsspektrum erwarten.

Der entscheidende Schritt bei der Beseitigung der Witmylichkeiten des Rutherfordschen Atommo-
dells gelang 1913iels Bohr. Er entwickelte ein rein mechanisches Modell des Wasserstoffatoms, in
dem das Elektron auf Keplerbahnen, speziell auf einer Kreisbahn, um den Atomkern kreist. Die Gleich-
gewichtsbedingungdif eine solche Bahn ist leicht anzugeben: Die Coulomb-Anziehung zwischen positiv
geladenem Kern und der negativen Elektronenladung muss durch die Zentrifugalkraft kompensiert wer-
den. Man muss also fordern, dass

1 & o MV

3.2.1
Areg 12 r ( )

Hierbei istme die Masse unds die Bahngeschwindigkeit des Elektromsist der Bahnradius. Diese
Bedingung erlaubt beliebige Bahnradien. Die Gesamtenergie des Elektrons auf einer Bahn mit Radius
ist

E(r) = Exin(r) +Epot(r) = L (ez—ez) __1e : (3.2.2)

Ameg \2r r Arey 21

Nun wissen wir aber, dass das betrachtete System aufgrund der Abstrahlung von elektromagnetischer
Strahlung nicht instabil ist: das klassische Elektron wandert auf einer Spiralbahn in den Kern. Um diese
Katastrophe zu verhindern, postulierte Bohr, dass das Elektron nur ganz bestimmte Bahnen einnehmen
kann, die durch

2nr, = nAi n=123,... (3.2.3)

6Mit Hilfe dieses Effekts wird Synchotronstrahlung erzeugt. Dabei werden Elektronen durch elektromagnetische Felder auf
mehr oder weniger kreiéfmige Umlaufbahnen gezwungen. Die abgestrahlte Energie néustigtdurch Beschleunigungsfel-
der (Microwave cavities) nachgeliefert werden.
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Niels Hendrick Bohr (1885 - 1962) — Nobelpreisiir Physik 1922:

Niels Hendrik Bohr wurde am 7. Oktober 1885 in Kopenhagen geboren.
Er studierte ab 1903 an der Unive&iKopenhagen, wo er 1909 diplo
mierte und 1911 promoviert wurde. Im Anschluss ging er an das Ca
dish Laboratory in Cambridge, um bei Joseph Thomson Kernphysik|
studieren. Doch bereits im 8z 1912 begab er sich an die Univeasit
Manchester, um mit Ernest Rutherford zusammenzuarbeiten. Hier &
beitete er die theoretischen Grundlagéndas Bohr'sche-Atommodell.
1913 wurde er Dozent an der Unive&giKopenhagen. In diesem Jahr e
schien auch seine epochemachende Arbeit "Die Elektronenbahnen i
halb des Atoms” mit der er die Aufmerksamkeit der wissenschattlich
Welt erregte. Das damit geschaffene Atommodell war richtungsweise
fur die ganze weitere Entwicklung der Atomphysik. Von 1914 bis 19
war er auf Einladung Rutherfords wieder in Manchester, danach ging
als Professor nach Kopenhagenimk. 1918 stellt er das Bohr'sche Kor
respondenzprinzip auf, welches besagt, dass die Quantenmechani
Grenzfall klassisch-mechanischen Prinzipien entspricht. 1920 wird i
das Institut &r theoretische Physik in Kopenhagen eingerichtet, dem
zeitlebens als Direktor vorstand. 1921 entwickelt Bohr das “Aufbauprifi=
zip” und liefert damit eine theoretische Eakuing der chemischen Ele-
mente. DieaulReren Schalen der ring- bzw. schatenfig angeordneten Elektronen bestimmen die chemischen Ei-
genschaften des Atoms. 1922 erhielt i&r $eine Forschungdiber die Feinstruktur der Atome den Nobelpreis
Physik Er bescftigte sich mit der Messbarkeit der elektrodynamischen FélRign, mit Fragen der Kernphysik
und entwickelte unter anderem das so genannd@fthenmodell des Kerns sowie eine Theorie zur Kernspaltung.
1943 musste Bohr, da eiidische Vorfahren hatte, vor den Nazis nach Schweden fliehen. Von dort wurde er vom
britischen Geheimdienst in die USA geholt, um unter dem Decknamen Nicholas Baker am “Manhattan-Projekt” in
Los Alamos an der Entwicklung und Herstellung der Atombombe mitzuarbeiten. Nach Kriegsende kehrte er 1945
nach Kopenhagen ziick und nahm aktiv an der @Gndung des Eurdpschen Zentrumgif Kernforschung, CERN
(Conseil Europeen pour la Recherche Nucleaire), in Genf teil. Mitte Juni 1950 trat Bohr mit einem offenen Brief
an die Vereinten Nationen an di@ffentlichkeit. Er forderte darin einen freien Austausch aller wissenschaftlichen
Informationen zwischen dendlkern, damit die aus den wissenschaftlichen Erkenntnissen gleichzeitig auftaychen-
den tdlichen Gefahrenifr die Zivilisationiberwunden wiirden. 1957 erhielt Bohiiif seine Engagemeniiif eine
friedliche Atompolitik den “U.S. Atoms for Peace Award”.

Niels Bohr starb am 18. November 1962 in Kopenhagen.

gegeben sein sollen. Hierbei ist

h
)4 = — = —_— = — 3.2.4
0 (3.2.4)

die de Broglie Welleridinge des Elektrons. Die von Bohr postulieQaantisierungsbedingunigesagt,

dass nur solche Bahnen erlaubt sind,die die Umlaufbahn ein Vielfaches der de Broglie Welkkerge

A ist. Da A ihrerseits vonn abhangt, hat dieses Problem nur einen diskreten Satz selbstkonsistenter
Losungen. Dieser Sachverhalt ist grafisch in AbH. 3.4 veranschaulicht.

Wir kdnnen die Bedingung (3.2.3) auch in der Form

Ln = mevr, = %’ﬁrn = —Ih = =—n=nh n=1123,... (3.2.5)

schreiben. Wir sehen dadurch, dass sich die Bohrsche Quantisierung auf den Bahndrehimpuls des Elek-
tronsL, = merpv bezieht, der nur diskrete Werte annehmen darf (Bohr-Sommerfeldsche Quantisierung
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r/aB
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Abbildung 3.4:Zur Veranschaulichung der Quantisierungsbedingung von Bohr. Der Umfang der Or-
bits ist ein Vielfaches der de Broglie Wellenldngen, die natirlich ihrerseits von n abhéngen. Da die
Wellenlange nicht wie die Umlaufbahn skaliert, hat dieses Problem nur einen diskreten Satz selbstkon-
sistenter Losungen und zwar fir r = n?Zag. Gezeigt ist der Fall Z = 1 (Wasserstoffatom) von n = 1 bis
n=~o6.

des Bahndrehimpuls€9).

Setzt man die Quantisierungsbedingung in (3.2.1) ein, so folgt, dass nur die Bahnradien

fh = ag-n° (3.2.6)

erlaubt sind. Hierbei istg derBohrsche Radiu<r ist der Radius der kleinsten Bahm=£ 1):

Ameoh? i
- ZZZZ = 529177208819) x 10 'm . (Bohrscher Radius) (3.2.7)

Aus der Quantisierungsbedingurigy len Bahndrehimpul$ (3.2.5) und den Bahnradien ([3.2.6) ergeben
sich die erlaubten Energiezéstde des Wasserstoffatoms zu

"Die verallgemeinerte Form der Quantisierungsbedingung von Bohr und Sommaésstcsich mit Hilfe der so genann-
ten Phasenintegrale in der Forfipidg = nih schreiben, wobep; und g; zueinander konjugierte @Ben sein sollen. In den
diskutierten Fall ispp mit |L| undq mit ¢ zu identifizieren.
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1 .
En = —-Eo = (erlaubte Energieziuéshde) (3.2.8)
wobei
v 2
B, = ™ _ "M _ 136056917253 eV (3.2.9)
(4meg)22h 2meag

Ew e*me h
= e = = = 10973 731568 54983) 1/m 3.2.10
" = he 8eshdc  4mc mead 183) ( )

dieuniverselle Rydberg-Energizw. dieuniverselle Rydberg-Konstargand. Die Energi&,, ist die sich

fur n= 1 ergebende Bindungsenergie (vergleiche AbB. 3.3). Die Energéemieshaben als gebundene
Zustande negative Energie. Ein Elektron rgit> 0 ist nicht mehr an den Kern gebunden, es ist ein freies
Elektron, fir das keine quantisierten Zasde mehr existieren. In diesem Fall kann die kinetische Energie
beliebige Werte annehmen. In den Spektrerakman deshalb oberhalb einer bestimmten Frequenz ein
Kontinuumsspektrum.

Bei der Herleitung der Ausdcke fir E, und R, haben wir als lherung angenommen, dass sich das
Elektron um einen ortsfesten Kern bewegt. Diegéddlrung ist nur dann gut, wenn die Kernmasse sehr
viel groRRer ist als die Elektronenmasse. Da Protonen eine um etwa 1836-tdi#rgMasse als Elek-
tronen haben, ist dies zwar der Fall. Aufgrund der sehr genauen spektroskopischen Methotan k

aber diese feinen Effekte detektiert werden. In Wirklichkeit bewegt sich das Elektron nicht um einen
ortsfesten Kern, sondern Kern und Elektron bewegen sich vielmehr um den ortsfesten gemeinsamen
Schwerpunkt. Wir wissen aber bereits (vergleiche Abschnitt[2.4.2), dass wir dascfpesiroblem

auf ein Einlorperproblem zurckfihren Kbnnen, indem wir nicht den Massenschwerpunkt als ruhend
annehmen, sondern die Magse des Kerns und statt der Elektronenmasgedie reduzierte Masse

U = meMk /(me+ Mk ) verwenden.
Mit der reduzierten Massgx erhalten wir fir einen bestimmten Keng

Hx
Ex = En— 3.2.11
x - (3.2.11)
X
R« = Ro=—7. 3.2.12
S . (3:2.12)

Insbesondere folgii Wasserstoff

En = Ea ‘% _ 13598 285 86 eV (3.2.13)

Ri = Re % — 10967 7584 1/m (3.2.14)

r = aBZb = 5.2917706<10 ' m . (3.2.15)
H

Hierbei istr; der Radius der 1. Bohrschen Bahn des Wasserstoffatoms. Die E[|:,|rﬁh—EH/n2 ge-
gebenen Energiezuiside des Wasserstoffatoms stimmten mit dem beobachteten Termschema sehr gut
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Uberein. Daraus folgerte Bohr, dass der Zustandhmitl der Grundzustand ist, in dem sich das Elektron
strahlungslos um den Atomkern bewegen kann, was allerdings klassisch niéhibarksét, da es sich bei

der Kreisbewegung ja um eine beschleunigte Bewegung einer Ladung handelt. Wird dem Wasserstoffa-
tom Energie zugéihrt, so kann es in eineroheren Energiezustand angehoben werden. Dort ist es nicht
statiorér, es &llt auf eine niedrigere Bahn Zick, wobei es die EnergiedifferedE = E; — Ex zwischen
Anfangs- und Endzustand géfd der BedingundE = hv als Licht mit der Frequenz bzw. mit der
Wellenzahlv = 1/A = v/c abstrahlt:

1 1
hvik = hox = E—Ec = En <2—2> : (3.2.16)
iz U

Diese Gleichung beschreibt ditberginge, die im in Abl. 3|3 gezeigten Termschema eingezeichnet sind.
Somit konnte Bohr das beobachtete Wasserstoffspektrutérerkl

Sommerfeldsche Erweiterung

Das Bohrsche Atommodell gibt die im Experiment beobachteten SeriengeisettanfWasserstoff ein-
schliel3lich des Zahlenwertsirf die Rydberg-Konstante richtig wieder. Es zeigt ferner, dassiter-
schiedliche Kernmassen unterschiedliche effektive Massen verwendet weisermwas zu unter-
schiedlichen Ryberg-Konstant&y fuhrt. Trotz dieser Erfolge des Bohrschen Atommodells stol3en wir

bei seiner Anwendung schnell auf Grenzen. Es zeigte sich bald, dass die Spektren von schwereren Ato-
men nicht mit nur einer Quantenzahérklart werden Bnnen. Mit foherer Aufbsung betrachtet, besitzen

z.B. die Linien der Balmerserie eine Feinstruktuir H, erhalten wir grob gesprochen zwei Peaks im
Abstand von etwa 0.3 crﬁﬁ] Sommerfeld (1868-1951) nahm diese Beobachtungen zum Anlass, das
Bohrsche Modell zu erweitern. Dabei machte er wie Bohr Anleihen bei der Mechanik. Es ist eine be-
kannte Tatsache, das neben Kreisbahnen auch Ellipsenbahnen zu stabilen Planetenorbits mit konstantem
DrehimpulsL fiihren. Diese Mglichkeit forderte Sommerfeld auctirfdie Elektronen im Atom. Um die
Ellipsenbahnen von den Kreisbahnen zu unterscheiden, bedarf es einer weiteren Quantenzahl, die wir mit
der Drehimpulsquantenzahidentifizieren Kknnen, und welche die Exzentriitder Ellipse beschreibt.

Die groRRe Halbachse wird in diesem mechanischen Bildnvoastimmt. Da die Energie von der Exzen-
trizitat nicht abBAngt, ist dadurch a priori noch kein Fortschritt bei der Brikhg der Aufspaltung erzielt.

Als Grund 1r diese Aufspaltung identifizierte Sommerfeld 1916 die Verridigung der relativisti-

schen Massemderungn = m(v/c). Bei einer elliptischen Bewegung werden in gleichen Zgitnen

gleiche Fachenliberstrichen. Diesiihrt zu einer Beschleunigung der Elektronen in Kéime, was sich

in einer Veanderung der Masse und somit einem kleineren Bohrschen Radius und dadifehegr
Bindungsenergi@ulert. Je kleiner die kleine Halbachse der Ellipse ist, um&@egriissen die relati-
vistischen Korrekturen seffh.

8Da die Linie selbst bei 15 237 ct zu finden ist, bettigt man eine relative Aufisungv/AvV von etwa 50 000. Dies
entspricht der Identifikation der menschlichen Gliedmaf3en aus etwa 50 km Entfernung.

SWir wollen die Berechnung von Sommerfeld, die nur historische Bedeutung hat, hier nicht wiederholen. Das Ergebnis,
welches auch in der relativistischen Quantenmechanik (Dirac-Gleichung) séitigk€it beibelalt, lautet (siehe hierzu Ab-

schnit{Z.2):
) R PRl (B +0(a®)
Y. n \4n 1+1/2 ‘

Dabei haben wir di&ommerfeldsche Feinstrukturkonstante

1
- -3 ~
= 7.297353x 10 137

eingefihrt, welche die klassische Elektronengeschwindigkaiif der ersten Bohrschen Bahn in Einheiten der Lichtgeschwin-
digkeit c angibt. DieSommerfeldsche Feinstrukturkonstantést das Mal tir die Strke der elektromagnetischen Wechsel-

o=
4neg hc
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Es sei hier darauf hingewiesen, dass vom Standpunkt der modernen Quantenphysik die eben beschrie-
benen “mechanischen Modelle” bestenfalls eine stark vereinfachende Veranschaulichung sind. Sie sind
schon deshalb nicht realistisch, da sich Elektronen als Quantenteilchen nicht streng lokalisieren lassen
und der Bahnbegriff deshalb jeglichen Sinn verliertidde man ein Elektron auf einer Bahn mit der
GenauigkeitAx ~ 10 1?m lokalisieren, was etwa einem hundertstel des Atomdurchmessers entspricht,
so wirde dies zu einer Impulsunsitie Ap un in Folge einer Energieunsitie (Ap)?/2me von etwa

10%V fuhren, was um mehrere &3enordnungeiiber der typischen Anregungsenergie von 1eV liegt.
Ferner ist die Quantisierungsbedingung von Bohr nicht richtig. Wir haben bereits gesehen (vergleiche
Abschnit{1.3.R), dass der Betrag des Drehimpulses kein ganzzahliges VielfachestdBanzzahlig-

keit gilt nur fir die zzKomponente des Bahndrehimpulses, aber eine Vorzugsrichtung existigrijas
Zentralpotenzial des Kerns nicht. Um zu einer besseren Beschreibung zu gelaiigsennvir das Pro-

blem mit Hilfe des Sclirdinger-Heisenberg-Formalismus behandeln, d.h. viissan die Sckidinger-
Gleichung fir ein Teilchen im Zentralpotenziai$en. Einige Grundmge dazu haben wir bereits in Kapi-

tel[]] diskutiert. AbschlieRend soll riatich darauf hingewiesen werden, dass das Bohrsche Atommodell

auf der Basis unseres heutigen Wissens nicht haltbar ist. Zur Zeit seiner Entwicklung (1913) stellten die
Gedanken Bohrs allerdings eine konsequente Anwendung der Quantenhypthese Plancks und der Photo-
nenhypothese Einsteins dar und gaben entscheidende Imputiie Entwicklung der Atomphysik.

wirkung und daher in der Quantenelektrodynamik als Entwicklungskoeffizient von groRer Bedeutung (die Tatsachepdass
klein ist, erlaubt eine einfache@tingsrechnung). Nur die Tatsache, dass die Elektronen im Wasserstoffatom noch keine relati-
vistischen Geschwindigkeiten aufweisen, égiicht iberhaupt eine Beschreibung im Rahmen der nichtrelativistischen Quan-
tenmechanik mit Hilfe der Schdinger-Gleichung. Die relativistische Korrektur ist von deb@enordnungx? = 5 x 10°5.

Dies erkhrt die hohe Authsung, die zur Detektion dieser Effekte erforderlich ist. Da weiterhin der Fakteingeht, ist die
Feinstruktur bei Atomendherer Kernladungszallwie z.B. He" leichter zu beobachten.
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3.3 Die Schidinger-Gleichung fur Einelektronenatome

Die Schidinger-Gleichungir das System bestehend aus Elektron mit Magssend Ladung—e und
Atomkern mit Masseng und Ladung+Zelautet

R2 R2 Z¢&
S 02 — Y = EY. 3.3.1
2me ¢ 2mg K 4drmeor ( )

Hierbei repésentiert der erste Term die kinetische Energie des Elektrons, der zweite die kinetische Ener-
gie des Kerns und der dritte die potentielle Energie der Coulomb-Wechselwirkung zwischen Elektron
und Kern. Die Wellenfunktion¥(re, rx ) hangt von den Koordinaten des Kemnsund des Elektronse

ab.

Das Losungsverfahrenif die Schédinger-Gleichung ist aufandig. Bei der Auffindung der quantenme-
chanischen tisungen gehen wir in folgenden Schritten vor:

(i) Wir reduzieren das Zweikperproblem wie in der klassischen Mechanikacimst auf Schwerpunkts-

und Relativbewegung.

(i) Die Kugelsymmetrie erlaubt es dann, die Winkelahgigkeit zu isolieren und einer allgemeinen
Losung zuzuihren. Dabei machen wir vom Konzept des Drehimpulses Gebrauch.

(iii) Wir diskutieren abschlieRend das Radialproblem.

Insgesamt erinnert dieses Programm stark an die Vorgehensweise bei der Bestimmung vom Planeten-
bahnen, allerdings hier in quantenmechanischem Kleid.

3.3.1 Schwerpunkt- und Relativbewegung

Wie in der klassischen Mechaniidst sich auch in der Quantenmechanik das Zweiteilchenproblem auf
zwei Einteilchenprobleme abbildgf Dazu fihren wir die reduzierte Masse

0= MeMy (3.3.2)

Me + Mk

sowie die Koordinaten des Schwerpunk8gsiehe Abb[ 3.5)

R = (X,Y,2) — % (3.3.3)

und den Abstand = (x,y, 2)

r=Xyz = re—rx (3.3.4)
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Abbildung 3.5:Darstellung der Ortsvektoren der Schrodinger-Gleichung fuir Einelektronensysteme.

ein, wobeiM = me + mk. Aufgrund der 1836-mal kleineren Masse des Elektrons, im Vergleich zum
Proton als dem leichtesten Kern, stimmsehr gut mitme Gberein.

Die statiorére Schdinger-Gleichund (3.3/1) schreibt sich in den neuen Varigfien

h2 h2
—mmg—ﬂmﬂvm D(R,r) = E®DR,r) . (3.3.5)

Da das Potential nur von einer der beiden Variableraagh faktorisiert die bsungsfunktion, d.h. sie
lasst sich in Form eines Produktes

OR,r) = SR)-W(r) . (3.3.6)

Durch S(R) wird die Bewegung des Schwerpunkts beschrieben. In der folgenden Betrachtung nehmen
wir an, dass sich das Atom in Ruhe befinden soll, so dass wir diesen Anteil nicht weitek&iehtigen
mussen%¥(r) beschreibt die Relativbewegung zwischen Atomkern und Elektron. Hierbei ist zu beachten,

19Da es in der Quantenmechanik keine scharfen Bewegungsbahnen gibt, ist es durchaus angebracht, dieses an sich trivial
erscheinende Problem noch einmal zu betrachten. Wie wir weiter unten am Beispiel des Drehimpulses zeigen werden, ist die
einfacheUbertragung klassischer Aussagen in die Quantenwelt mit groBen Risiken verbunden.

UDie Indizesr unds deuten an, dass die Ableitungen biglich der Relativ- { = (x,y,2)) und Schwerpunktskoordinaten
(R = (X,Y,Z)) zu bilden sind.
Um die Schodinger-Gleichung[(3.3}1) in den Koordinaterund R zu schreiben, filssen wir beachten, dass wegen=
R+ <r undric = R— fer (siehe Abbf 3)

WX W ox mav aw
IXe OX dXe OX Ixe M IX = Ix

und damit
W mg 2w L 2me W 2
X%  MZ9XZ M 9JXox Ix?
gilt. Analoge Ausdiicke ertalt man fir 3;7%’ und %Z—ZL; sowie fur ‘ZZT%J, ‘327;: und %&w_
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dass sich der Kern und das Elektron beidédligdizh eines gemeinsamen Schwerpunktes bewegen. Dieser

Mitbewegungseffektird durch die reduzierte Masgeerfasst.

Setzt man den @sungsansatz (3.3.6) in die Setimger-Gleichung ein, so &ttt man die beiden sepa-
rierten Gleichungen

—EZDZS(R) = EsSR) (3.3.7)

M S - -
ﬁZ

[—ZLLD?+V(r)] W) = EW(r). (3.3.8)

Die Gesamtenergigy setzt sich damit additiv aus der inneren Enefglieles Atoms und aus der kineti-
schen Energie der Schwerpunktsbewegbggusammen:

E, — E+E. (3.3.9)

Fur die Schwerpunktsbewegung erhalten wir eiisiling der Forn§(R) O exp(iks - R), mit dem Wel-
lenvektor

2t J2NE
A F (3.3.10)

Obwohl wir die Schwerpunktsbewegung im Folgenden aul3er Acht lassen werden, istdea Expe-
rimentator von grofRer Relevanz. Spektroskopie an sich bewegenden Atahresdhon aufgrund der
Dopplerverschiebung zu anderen Ergebnissen als Spektroskopie an kalten Aton@énlictuist die
Impulserhaltung zu bécksichtigen.

Fur die Relativbewegung von Elektronen und Kern&thman eine Differentialgleichung, die der
Schibdinger-Gleichung eines Teilchens mit Magsé einem kugelsymmetrischen Potend&lr) ent-
spricht. Damk > me ist, gilt in guter Naherungu ~ me. Die Diskussion der Relativbewegung erfordert
etwas mathematischen Aufwand. Wir werden die mathematisgberg der Sclidinger-Gleichungiir
die Relativbewegung augtrlich in den chsten Abschnitten diskutieren.

3.3.2 Teilchen im kugelsymmetrischen Potenzial
Fur ein kugelsymmetrisches Potenzial lassen sich die Eigenfunktionen deérdgghrGleichung ein-

facher finden, wenn man statt kartesischer Koordingteyn z) Kugelkoordinaten(r, ¢, ¢) verwendet
(siehe Abb[ 3.6). Es gilt

X = I SinY cose r=vx+y2+22

y=rsindsing U= arccos; (3.3.11)
/X2_|_y2_|_22
Z=rcosy o= arctani—: .
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Abbildung 3.6:Zur Definition der Kugelkoordinaten (r, 3, ¢).

Fur denJ2-Operator erfilt man in Kugelkoordinaten

2 _ 9 L9 (sinsl 1 0%
= r2or (r 8r)+rzsim‘}8él Smﬁ&ﬁ +rzsin2198(p2 (3.3.12)

und damit fir die Schédinger-Gleichung in Kugelkoordinaten

19 [ ,0% 1 0 (. 0¥ 1 0¥ 2u B

Fur das Potenzial (wir @hlen als Beispiel das Coulomb-Potenzial) kann geschrieben werden:

Z&
V() = ~arert (3.3.14)

Die Schiodinger-Gleichungifr die Relativbewegung lautet somit

r2 or or r2sin® 0 oV r2sin? 9 02

2u z& _
ﬁZ[E+4nsor]w — 0. (3.3.15)

Wir sehen, dass in dieser Gleichung nur Differentialquotienten naicbdere auftreten. Es liegt deshalb
nahe, @ir W(r, ¥, ) einen Losungsansatz

Yr,d,9) = RIr)-0(9)-0(o) . (3.3.16)
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zu verwenden. Wir weisen an dieser Stelle darauf hin, daseif kugelsymmetrisches Potenzial der
winkelablangige Anteil unabangig von der speziellenrAbhangigkeit des Potenzials ist. Wir werden
deshalb erst ganz allgemein den winkekatdgigen Anteil betrachten und anschlielBend den Radialanteil
fur den speziellen Fall des Coulomb-Potenzials diskutieren.

3.3.3 Winkelabhmangigkeit

Zur Losung des winkelal@mgigen Teils der Schdinger-Gleichung setzen wir den Produktansatz

W(r,9,9) =R(r)-0(9%) - ¢(¢) (vergleiche|(3.3.16)) in die Sabdinger-Gleichung| (3.3.15) ein. Nach
Multiplikation beider Seiten mit?sir? © /¥ erhalten wir

_1d%
¢ do?

sif 9 d (rzoIR)+3|n19 d ( _de (33.17)

2[.1. 2 . N
=\ ) T 9 smﬁw)Jrﬁz[E—V(r)]r sify =

Wir sehen, dass die linke Seite dieser Gleichung numrvamd 4, die rechte Seite nur vop abhangt. Da
aber die Gleichunguir beliebige Werte vomn ¥ und ¢ gelten soll, kbnnen wir die wichtige Schlussfol-
gerung ziehen, dass beide Seiten der Gleichung gleich einer Kons@rgem nussen.

Fur die rechte Seite der Gleichungrnen wir dann schreiben:

d?¢

mit der Losungsfunktion

9 = A-exp(£i\/Cio) . (3.3.19)

Da die Funktionp im ganzen Raum eindeutig sein muss, falgtp) = ¢ (¢ + n2x). Daraus folgt wie-
derum

exp(£iy/Ci12nt) = 1 oder /Ci =m mitmeZ. (3.3.20)

Das heil3tm muss eine ganze Zahl sein. Mit der Normierung

2
/¢*¢ dp = 1 (3.3.21)
0
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folgt A=1/+/2x und wir erhalten die normiertendsungsfunktionen

1 .
Pm(p) = EeXMImw). (3.3.22)

Man kann leicht zeigen, dass diesagsungsfunktionen orthogonal sind, d.h. es gilt

2n
[ 93 do = 6. (3.3.23)
0

Die Losungsfunktionen bilden damit im IntervalkO@ < 27 ein orthonormiertes Funktionensystem.

Wir wollen als rachstes die &isungsfunktioner® () bestimmen. Dazu dividieren wir die linke Seite
von Gleichung|(3.3.17), die ja gleig®y = n? ist, durch siA® und ordnen sie so um, dass rechts nur
Terme stehen, die vofi ablangen, viahrend links nur-abhangige Terme verbleiben. Wir erhalten

1d (2dR\  2u, - 1 d /. do\ m
Rdr (’ dr>+ﬁzf E-VDl = ~ssnsds (smﬂdﬁ>+sin2ﬁ_cz. (3.3.24)

Wiederum kangt die linke Seite dieser Gleichung nur vorab, die rechte dagegen nur von Beide
Seiten niissen deshalb gleich einer Konstan@rsein. Fir die Funktionf (%) erhalten wir damit

1 d /. dé me

Fur den Fallm= 0 geht[(3.3.25) mik = cos® in die Legendresche Differentialgleichyiy

d de
Ix [(1—x2)d)J +C0 = 0 (3.3.26)

Uber. Ihre l¥sung setzen wir in Form einer Potenzrethe ag+a;x+axx2+ ... an. Damitg auch firx =
41 endlich bleibt, darf die Reihe nur endlich viele Glieder haben. Setzt man den Potenzreihenansatz in
(3.3.26) ein, so et man durch Vergleich der Koeffizienten gleicher PotenZattie Rekursionsformel

B k(k+1)—-C,
2 = akm . (3.3.27)

12pdrien-Marie Legendre (1752 — 1833).
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Soll diese Reihe nach delten Glied abbrechen, d.h. iax' das letzte Glied der Reihe, so muss~ 0
abera o = 0 sein. Daraus folgt & g M oder

1+2)(1I+1)
C =I(I+1) mit leN. (3.3.28)
Die reellen losungsfunktionen
6(x) = constR(cos¥) (3.3.29)

der Legendreschen Differentialgleichung heiRegendre-Polynomé&Vegen der Eindeutigkeit der Auf-
enthaltswahrscheinlichkei#(r, %, ¢)|> am gleichen Ort musg?(¥) = ¢?(d + x) gelten. Damit folgt

fur die Funktionenp die Bedingungy(¥) = +¢ (9 + ). Jede durch die Potenzreilfle= ap + a;x+

aox? + ... dargestellte Funktion erélt deshalb entweder nur gerade oder nur ungerade Potenzen von
X = Cc0SY.

Fur m+# 0 lasst sich Gleichung (3.3.26) durch diegeordneten Legendre-Funktiongf(Boss) losen,
die aus den Legendre-FunktionBiicosy) durch die Bestimmungsgleichung

PM(cos®) = const (1—x2)|m/2;)|dnl| (R(x)) (3.3.30)

gewonnen werdendanerf-JWeil R (x) eine Potenzreihe inbis zur Potenz' ist, folgt aus|(3.3.30), dass
Im| <1 sein muss. Da die Zahlen sowohl positive als auch negative ganze Zahlen sind, gilt

I<m < 4. (3.3.31)

Der konstante Vorfaktor irj (3.3.B0) wird wiederum durch die Normierungsbedingung

V1
/\le(cosﬁ)yz singdy = 1 (3.3.32)
0

festgelegt.
Die gesamte Winkelat#mgigkeit ist durch die Produktfunktionen

13Eine ausfihrliche Darstellung findet man in mathematischen Formelsammlungen. Sielid¢anéibook of Mathematical
Functions M. Abramowitz und I. A. Stegun eds., Dover Publications, New York (1964).
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Lt m | Y9, 9) |
| 01 9] e |
1| +1 1/ 2 sinve*io
0 %\/gcosﬁ
2 | x2 L/ sir? pe2o
+1 $%\/§cosﬁsinﬁeﬂ‘l’
0 1\/2(2c08 9 —sir?v)
3 | 43 =1/ Esint 9erdo
+2 %\/%cosﬁsinzﬁeﬂi"’
+1 1/ Zsind(5008 0 — 1)e*i?
0 %1\/;(5c0§19—3c0319)
Tabelle 3.2Kugelflachenfunktionen.
Y"(%,9) = B"(cosd): m(e) (3.3.33)

gegeben. Diese Funktionen heif3@gelfiichenfunktionesiehe Tabellg 3]2). i sie gilt entsprechend
(3.3.21) und[(3.3.32) die Normierungsbedingung

T 2r

//|Y|m(19,(p)\2 sinododp — 1. (3.3.34)
¥=0¢=0

Die in Abb.[3.7 undl 3]8 dargestellten Kugakthenfunktionen haben folgende Bedeutung:

Das Absolutquadrat der Kugelflachenfunktionen [Y"(, ¢)|? gibt die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit eines Teilchens im kugelsymmetrischen Potenzial als Funktion der Winkel
¥ und ¢ an.

Kugelflachenfunktionen in kartesischen Koordinaten

Oft ist es zweckralRig, die Kugelthchenfunktionen in kartesischen Koordinaten darzustellen, wenn man

z.B. die Richtung von chemischen Bindungen verdeutlichen will. Wegeesit? = %(xi iy) folgt aus

der Darstellung der Funktioneyf" in Tabelle[ 3.2 @ir ihre Darstellung in kartesischen Koordinaten in

Tabellg 3.8, z.B.ir die p-Funktionen mit = 1:
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Abbildung 3.7:Polardarstellung des Absolutquadrats der normierten Kugelflachenfunktionen. Die Lange
des Vektors vom Ursprung zu den Kurven gibt |[Y™(cos®)|? fiir die verschiedenen Winkel & an. Alle
Diagramme sind rotationssymmetrisch um die z-Achse, die hier als vertikale Achse gewéhlt wurde.
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=0
=0
=2
=0
=3
m=10
=3
m=3
.. & F

Abbildung 3.8 Dreidimensionale Darstellung der Quadrate der normierten Kugelflachenfunktionen |Y,™|?
fur1 =0,1,2 und 3. Zeichnet man einen Vektor vom Zentrum der betreffenden Figur in eine bestimmte

Richtung, so gibt die Lange eines Vektors vom Ursprung zum Schnittpunkt mit der Oberflache der Figur
den Wert von [Y,™|2 an.
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1|  m | Bezeichnung| Entartungsgrad | [m] | Winkelfunktion
0 S 1 0 s=1/var
-1,0,1 p 3 0 P, =/~ cosd

1 Px =/ = Sin® cosp

py =1/ 2 sind sing

2 | -2 bis +2 d 5 0 | dap_2=+/5/16m(3co$V —1)
1 | dy;=+/15/4rsin?® cosy cose
dy; = \/15/4nsin® cosy sing
2 | de_y2=+/15/4rsin? ¥ cos
dyy = /15/4msir? 9 sin2¢

3 | -3 bis +3 f 7
4| -4 bis+4 g 9
5 | -5 bis +5 h 11

Tabelle 3.3Funktionennamen und Entartungsgrad fir Zustande mit verschiedener Drehimpulsquanten-
zahl |. Ebenso gezeigt ist die mathematische Form der Winkelfunktionen fur die s, p- und d-Zustande
in kartesischen Koordinaten.

_ gy /3
px_ﬁ(Yl Y, ) = 4nsm19c03(p
py = é(Yl_lJrYfl) =/ %sinﬁ sing (3.3.35)

3
p,=Y. :\/Ecosﬁl

Als Beispiel sind in Abb 3]9 die®Zustnde in einem kartesischen Koordinatensystem gezeigt.

Wir wollen zum Abschluss dieses Abschnitts einige allgemeinen Aussagen zusammenfassen, die sich
beziglich der Kugelfachenfunktionen, also den Eigenfunktionen des winkédaglgen Anteils der
Schidinger-Gleichung, machen lassen:

e Die Wellenfunktionen geben die Wahrscheinlichkeitsamplituisiels Auffinden des Elektrons im
Einelektronenatom (z.B. Wasserstoffatom) an. Die Kugelfenfunktionery,™ beinhalten dabei
die Informationiiber die Winkelab&éngigkeit dieser Amplitude.

e Die Charakterisierung nach Drehimpulsen entspricht einer Multipolentwicklung, wie man sie aus
der Elektrodynamik kennt.

¢ Wie im Falle des freien quantenmechanischen Teilchens ist die Wellenfunktion des Einelektronen-
atoms intrinsisch komplex. Die komplexe Phase wird durch den Wipkegstimmt. Dabei dre
es noglich durch Linearkombination vory™(%, ) undY,"™(%, ¢) die komplexe Phase zu elimi-
nieren. Dies wirde aber bedeuten, dass die entsprechende Funktion zwar weiterhin Eigenfunktion
von L2 aber nicht mehr voh, warell

1Dje Situation ist aus der Optik bekannt. Dort ist edgtich, links- und rechtspolarisiertes Licht zu linear polarisiertem
Licht zu kombinieren.
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3d,,

3d

3¢l - 3d,. -

Abbildung 3.9:Winkelfunktionen fur die 3d-Zustande in kartesischen Koordinaten.
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e Die Quadrate der Kuge‘éﬂ:henfunktionerj\(lm\2 geben an, mit welcher Wahrscheinlichkeit das
Elektron, welches sich in den Drehimpulszrgien(l,m) befindet, unter einer bestimmten Rich-
tung (9, @) aufzufinden ist. Es gibt eine Reihe von graphischen Darstellubgiéchkeiten. Eine
davon ist in Abb[ 3.9 gezeigé tritt in der Aufenthaltswahrscheinlichkeit nicht mehr auf.

¢ Die Funktioner™(9, ¢) sind zueinander orthogonal, d.h.

T 2n
/ / Y"(3, @)Y (0,9) sindddde = & Smn - (3.3.36)
9=09=0

e Die Wahrscheinlichkeitsamplitudiéber allem-Werte aufsummiert ergibt eine Kugelverteilung.
Besetzt man somit jedes Orbital mit einem Elektron, so ergibt sich eine kugelsymmetrische La-
dungsverteilung, die besonders stabil ist. IMith misste es sich dabei um hypothetische nicht
untereinander wechselwirkende Elektronen handeln, damit die Eigenfunktionen des Einelektro-
nenatoms weiterhin auch Eigenfunktionen dieses Mehrelektronenatoms darstellen. Wir kommen
spater auf diese Problematik zigk.

3.3.4 Der Drehimpuls

Bevor wir die Losung des radialaimgigen Anteils der Schdinger-Gleichung in Angriff nehmen, wol-
len wir noch einige Bemerkungen zum Drehimpuls machen. Den Drehimpulsopegsoerk wir in
kartesischen Koordinaten als (vergleiche (1.B.3f) - (113.34))

L, = —iﬁ(ya—za> (3.3.37)
L, = —iﬁ<z‘9—xa> (3.3.38)

L, = —iﬁ(x—ya> (3.3.39)

schreiben.

In Kugelkoordinaten (siehe Abp. 3.6) @&hman mit Hilfe der Transformationsgleichungen zwischen
(X,y;2) und(r, 9, 9)

9 Iro 999 g a

Ix ~ oxar oxa0 ! axae (33.40)

sowie die entsprechenden Augdke fir y undz. Damit erfalt man fir die Komponenten des Drehim-
pulses (siehe hierzu Anhahg C)
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~ (. 0 )

Ly = |ﬁ(sm19819 +cotd cos<pa(P) (3.3.41)
L, = ih —cosﬁi+cotﬁsin 9 (3.3.42)
y o= 00 ?90 e
L, = i (3.3.43)

a0

Damit ergibt sich @ir den Operator des Drehimpulsquadrats zu

2 = [2+02+02
1 9 J 1 92
el (0N, 1 J°
= [sinﬁ&ﬁ (S'”ﬁag>+sinzw(pz} : (3.3.44)

Vergleichen wir [(3.3.44) mit dem Ausdrudk (3.3 12y fden Laplace-Operator in Kugelkoordinaten, so
sehen wir, dass der Inhalt der eckigen Klammern gerade proportional zum Winkelanteil des Laplace-
Operators/\ = 12 ist. Der genaue Vergleich voh (3.3|12) mit (3.3.44) zeigt, dasspfvie ~R202 wie

folgt schreiben knnen:

~

=2 =2 L2

p prt s (3.3.45)
wobei

@ _ o /,0 (3.3.46)

o= oo ) -

Wir sehen, dask? proportional zum Winkelanteil des?-Operators ist. Dies bedeutet, dass die Kugel-
flachenfunktionen Eigenfunktionen des Operatdrsind, da sie ja auch Eigenfunktionen zum Winkel-
anteil des1%-Operators sind.

Fur den Hamilton-Operator erhalten wir

LY 9, (3.3.47)
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Vertauschungsrelationen

Wir konnen au7) eine wichtige Schlussfolgerung zieheh?laine Ableitungen nachenthlt,
vertauscht dieser Operator mit allen Operatoren, die num\aistangen, also insbesondere r@ft und

V(r). Natirlich vertauscht jeder Operator auch mit sich selbst. Dardnsdn wir aber sofort ableiten,
dass.? mit H vertauscht:

H = 0. (3.3.48)

Wir kdonnen die Eigenfunktionen voH also so vihlen, dass sie auch Eigenfunktionen \i&nsind
(vergleiche Abschnift 1.3/ 2). Der Betrag des Drehimpulses ist also eine ErhaltaRgsgie es aufgrund
der Analogie zur klassischen Mechanik zu vermuten®ar.

Wie sieht es aber mit den einzelnen Komponeritgri, und L, aus. Wir konnen zeigen (siehe hierzu
Anhand D), dass

[EX,Ey} — AL, (3.3.49)
Ey,Ez} — iRl (3.3.50)
[EZ,EX} = ALy . (3.3.51)

Dies kbnnen wir in der kompakten Form

LxL = iAL (3.3.52)

zusammenfassen. Allgemein werden wir jeden Operator, der der Vertauschungsielatioh (3.8182) gen
alsDrehimpulsoperatobezeichnen. Wie wir aufgrund der Nichtvertauschbarkeit der einzelnen Drehim-
pulskomponenten sehen, ist es wglich, alle Drehimpulskomponenten gleichzeitig zu bestimmen. Es

gilt allerdings (siehe hierzu Anhang D)

L2 = 0 Ly,L? =0 [, =0. (3.3.53)

Neben dem Betrag des Drehimpulses, welcher sich aus dem Eigenw&% eogibt, steht es uns also

frei, genau eine weitere Komponente zur Klassifizierung des Drehimpulses heranzuzieheah&fr w
ohne Besclankung der Allgemeinheit deKomponente. Der Drehimpulsist also quantenmechanisch
nicht wie in der klassischen Mechanik durch ein Tripel von Eigenwerten festgelegt (Drehimpulsvektor).
Er unterscheidet sich darin wesentlich vom Impuls

15Das Coulomb-Potenzial besitzt $pfsche Symmetrie,dngt also nur von ab. Klassischiihrt diese Isotropie des Potenzi-
als zur Erhaltung des Drehimpulses. In einer quantenmechanischen Betrachtung folgt: Ist der Drehimpuls erhalten, d.h. finden
wir bei seiner wiederholten, experimentellen Bestimmung immer wieder denselben Messwert vor, so muss sich das System in
einem der Eigenzudhde des Drehimpulsoperators befinden.
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Eigenwerte vonL2 und L,

Wir wenden uns jetzt dem Problem der Eigenwerte der OperatdrendL, zu. Wir haben gesehen, dass
L2 undL, mit dem Hamilton-Operatdd vertauschbar sind. Demzufolge besitzen die drei Operatdren
undL, undH das gleiche System von Eigenfunktionen. Ferner wissen wir, icfabis auf den Faktor

h? dem Winkelanteil Scrﬂirdinger—GIeichunS) entspricht. Die Eigenfunktionen des Winkelanteils
des Hamilton-Operators haben wir aber bereits ermittelt, es sind die Kagyefifunktionen. Durch
Anwenden der OperatordAr?- und L, auf die Eigenfunktionen des Hamilton—OperatbA’r&bnnen wir
deshalb die Eigenwerte? undL, bestimmen.

Wenden wirL2 auf die Eigenfunktionet(r, 9, ¢) = R(r)Y™(%, ) an, so erhalten V\@

LY = [PR(-Y"(8,9) = Rr)-L*Y"(¥,9) = L>R(NY"(8,9) = L2W
= R(r)-1(1+D)R?-Y"(8, p) (3.3.54)
= 1(I+1)R% W . (3.3.55)

Hierbei haben wir ausgenutzt, ddssbis auf den Faktoh? dem Winkelanteil Scladinger-Gleichung
(3-3.1%) entspricht. Der Erwartungsweiit flas Quadrat des Drehimpuldesst deshalb

17 = [wiwav = 10+ DR [Wwav = 11+ 1), (3.3.56)

weil fur die normierten FunktionefiY*WdV = 1 gilt. Die ganze Zahl > 0 heif3tDrehimpulsquanten-
zahl Fur den Betrag des Drehimpulses erhalten wir

(L) = VI(I+DR 1=0,1,2,3,... . (3.3.57)

Wir haben bereits gesehen, dass eine Besonderheit des Drehimpulses von Quantenteilchen die Tatsache
ist, dass nach der Festlegung des Betrages des Drehimpulsvektors nur noch eine Komponente des Dreh-
impulses bestimmt werden kann. Es ist allgemeine Konvention iinigié z-Komponente zu benutzen.

Mit W(r,%,¢) =R(r)0(%)¢(¢) undo(¢) = \/%exp(imp) erhalten wir

LY = —iﬁaa(p [R(N6(9)¢ ()] = RINO(V) L2 ¢(9) = LW
= —ihR(r)6(") ;(p\/%exp(im@
R (3.3.58)

Die Eigenwerte vorb., sind daher

16per noch unbekannte Radialant&ilr) braucht uns hier nicht zudten, da_2 nur auf den Winkelanteil wirkt.
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L, in Einheiten von h

Abbildung 3.10:Mogliche Richtungen eines Drehimpulses mit definierter Komponente L, und definier-
tem Betrag |L| fiir verschiedene Bahndrehimpulsquantenzahlen I.

L) = mh —l<m< (3.3.59)

wobeim= —I,—(1 —1),...,4+(1 — 1),| die Orientierungsquantenzalgt, da sie den Winke# zwischen
L und derz-Achse festlegt. Dig-Achse bezeichnet man dann &santisierungsachsé\bb.[3.10 zeigt
die zubssigen Einstellungen vdnfur verschiedene Drehimpulsquantenzahlen.

Wendet man die Operatorég oderlLy an, so erhlt man eine nicht z¥™ proportionale Funktion. Somit
sind Ly und Ly nicht gleichzeitig mit|L| und L, scharf messbar, wie oben bereits anhand der Vertau-
schungsrelationen élitert wurde. Man kann jedoch Eigenfunktioneri Zu- LZ = L? — L2 bilden. Ihre
Eigenwerte sind danfm + m¢)R? = [I (I + 1) — m?]R2. Wir sehen also, dad$’ undL, dieselben Eigen-
funktionen besitzen. lhre Eigenwerte lassen sich deshalb gleichzeitig scharf bestimmneal, haben

(@) (b) A

IL| =
[(+1)]¥2 R

Abbildung 3.11:(a) Raumliche Einstellung eines Drehimpulses. (b) Einstellmdglichkeiten des Drehim-
pulses L mit der Quantenzahl | = 2. Ly und Ly sind unbestimmbar, nachdem |L| und L, festgelegt wurden
und liegen auf Kegelméanteln.
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dagegen keine gemeinsamen Eigenfunktionen%innd L,. Man kann deshalb nur ihre Quadratsum-

me gleichzeitig mitL? und L, bestimmen. Die Tatsache, ddssund Ly unbestimmbar sind, nachdem

IL| undL, festgelegt wurden, bedeutet anschaulich, daasf einem Kegelmantel mdffnungswinkel

29 um diez-Achse liegt, aber nicht genauer festgelegt werden kann (siehg Abb. 3.11 diskutiert). Die
zulassigen Werte vom produzieren einen Satz konzentrischer Kegel um die positive und negative
Achse. Wahrend also in der klassischen Mechanik der Drehimpuls eines Teilchen, das sich in einem
kugelsymmetrischen Potenzial bewegt, nach Betrag und Richtung zeitlich konstant ist, sagt die quanten-
mechanische Beschreibung, dass zwar der Betrag des Drehimpulses zeitlich konstant ist, dass aber von
seinen drei Komponenten nur eine einen zeitlich konstanten Messwert besitzt.

Aus historischen Gmden bezeichnet man die Eigenfunktionen mit der Drehimpulsquantdnzdhls
s-Funktionen, diejenigen mit= 1 als p-Funktionen, diejenigen mit= 2 alsd-Funktionen usw. (siehe
TabeII). Die Orientierungsquantenzahift von—I| bis +I, es gibt also zu jederhgenau(2l + 1)
Funktionen, die alle Zuahde gleicher Energie beschreiben, d.h. die @ mit Drehimpulsquanten-
zahll sind (2l + 1)-fach entartet.

Zusammenfassendknen wir zum Drehimpuls von Quantenobjekten folgendes festhalten:

e Die Drehimpulskomponenten Ly, Ly und L, von Quantenobjekten sind unterein-
ander nicht vertrgliche Observablen. Damit ist der Drehimpuls L nicht scharf
messbar.

e Jede der Drehimpulskomponenten und der Betrag des Drehimpulses sind mit-
einander vertragliche Observablen und damit prinzipiell gleichzeitig mit beliebiger
Genauigkeit messbar. Es gilt

L, [%] =0 i=1,23.
e In kugelsymmetrischen Potenzialen sind jede Drehimpulskomponente und die

Gesamtenergie des Quantenobjekts miteinander vertragliche Observable und da-
mit gleichzeitig mit beliebiger Genauigkeit messbar. Es gilt:

[H,L]=0 und H,[?=0.

e Der Betrag |L| des Bahndrehimpulses eines Hillenelektrons uns seine z
Komponente sind gequantelt:

IL|=+I(I+1)R 1=0,1,2,3,...

L,=mh m=—I,—(1-1),...,+(=1),+.

Drehimpuls und magnetisches Moment

Besitzt ein Quantenteilchen Zztglich zum Drehimpuld. eine Ladungg, so wird einmagnetisches
Dipolmomen{(siehe hierzu auch Abschriitt 4.61)

1"Nach den Gesetzen der klassischen Elektrodynamik ruft ein Kreisstdas magnetische Moment

w=Ir?zo
oder, mitl = g/t undw = 2x/T = 2znv, das magnetische Moment

2
=i =300
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w o= ——L (3.3.60)

erzeugt, wobein die Teilchenmasse istiiF ein Elektron mitg = —e undm = m erhalten wir

e
= ———L 3.3.61
M me ( )

Bei Ubergang von der klassischen zur Quantenphysik bleiben die klassischen Gesetze in Operator-
schreibweise erhalten. Dem magnetischen Bahnmopaeittes Elektrons ist demzufolge der Operator

L (3.3.62)

zuzuordnen. Br die Eigenwerte vo? und fi ; erhalten wir

2 2
2y _ <—e> [2y _ <—e> L DR W = @12 1(1+1) W 3.3.63
i e e (I+1) o - ug-l(1+1) ( )

—e —e

wobeiug = eh/2me dasBohrsche Magnetoandg, = 1 derg-Faktor odeiLandé-Faktordes Bahndreh-
impulses isEWir sehen, dasgy ;| ein ganzzahliges Vielfaches des Bohrschen Magnetons ist. Der Wert
von | 2| wird von m bestimmt, womit auch diedufig fur m verwendete Benennung aisagnetische
Quantenzahklar wird.

Da u streng mitL verkoppelt ist, Bnnen tir Quantenteilchen keine Aussaggéher diex- und y-
Komponente des magnetischen Momegimtgemacht werden. Wirdnnen uns hier ein wiederum an-
schauliches Bildiir die Unbestimmtheit der- undy-Komponente machen. Nehmen wir an, dass durch
die z-Achse durch ein MagnetfelB = (0,0, B,) festgelegt sei. Klassisch geseheézadiert dann das
Momenty um diez-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit

hervor. Der Drehimpulé = r x p des Teilchens ergibt sich mit= mv, v=w xr undr = rT L v und unter Benutzung der
Beziehungax (b xc)=(a-c)b—(a-b)czu

2

T x (0xr)=mr?

L=rxmv=mr 0w,

woraus mity = %2'2& der Zusammenhang
q
=_—L
K m
folgt.
18Da der Lan@-Faktor des Bahndrehimpulses eins igtikte man ihn eigentlich weglassen. Wir benutzen trotzdem in den

Gleichungery;, um die Analogie zum Spin aufzuzeigen, g~ 2 ist.
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o = g'“—ﬁBBZ (3.3.65)

um die z-Achse, wodurch di- und y-Komponente des Moments nicht stamrsind. Die Frequenz
@ ist die Larmor-Frequenz Wichtig ist, dassw_ in Richtung vonB; zeigt und unabiingig von der
Orientierung vorl, damnicht in (3.3.65) enthalten ist.

Das eben verwendete klassische Bild ist zwigtzlich fur die Anschauung, allerdings nicht ganz richtig,
weshalb Vorsicht bei seiner Verwendung geboten ist. Die Unbestimmtheit liegirdoigiL und gilt auch

im GrenzfallB — 0 und ebensolir g = 0 vor. Es handelt sich um einen Quanteneffekt ohne klassisches
Analogon.

Eine ahnliche Betrachtung widlf den Bahndrehimpuls kann auch fir den SpinS eines Teilchens
gemacht werden. Da wir bisher aber den Spin noch nicht dihgetiaben, werden wir diese Diskussion
in Abschnitf3.4 nachholen.

3.3.5 Die Radialablangigkeit

Wir haben in den letzten Abschnitten gesehen, dass die Kagetfhfunktionen der abseparierte
Azimutal- und Polaranteil derdsungsfunktionen der Sdbatinger-Gleichung sind, digif beliebige ku-
gelsymmetrische Potenziale die Winkelant§jfeder Wellenfunktiort(r, ¢, ¢) = R(r) -Y,"(¥, ¢) ange-

ben. Der RadialanteR(r) hangt von der speziellerAbhangigkeit des kugelsymmetrischen Potenzials
ab. Wir werden diesen jetziif das Coulomb-Potenzial ableiten und die Energieeigenwerte bestimmen.

Mit dem Ansatz¥(r, ¢, ¢) = R(r) - Y,\"(9, ) lasst sich der Radialanteil nach dem kéwen Schema
abseparieren. Durch Einsetzen des Ansatzes in dié8iciger-Gleichund (3.3.15) erhalten wir

[ h2 10 <r2<9>+|(|+1)ﬁ2 z&

“2ur2or \' or 2ur2 _47t£0l’] Ry = ERD). (33.66)

Diese Gleichung schreiben wir um in die Form

>R 2dR [2u z& | 1(1+1)
dr2+rm+<ﬁz{e+4mor]- : )R o, (33.67)

wobei wir die partiellen Ableitungen durch totale Ableitungen ersetzt haben, da die radiale FuRktion
nur noch vorr abhangt. Die ganze Zalilgibt den Drehimpuls des Teilchens in Bezug auf den Nullpunkt
r = 0 des Relativkoordinatensystems an, der im Atomkern liegt.

Um die Gleichung zudsen, betrachten wir zuerst den asymptotischen Grenzfall sehr groRandést
d.h.r — . Um Uberhaupt normierbar zu sein, muss die Radialfunktiarket als ¥r abfallerﬁ Wir
machen deshalb den Ansatz

19Normierbar heildt, dass das IntegfgR(r)|?r2dr existiert. Da der Phasenraum mftansteigt, mus&(r) starker als ¥r
abfallen.
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R = O (3.3.68)

Einsetzen in[(3.3.67) ergibt

d2f+<2u [EJF z¢e ]_I(I+l)>f - 0. (3.3.69)

dr2 "\ 2 Aeor r2
Fir r — oo durfen wir alle Terme in der runden Klammer, die negative Potenzerr emthalten, ge-

gerilber dem konstanten Glied vernaz$sigen und erhalten somit

?2f (2
dr2+<ﬁ‘2’fE>f ~- 0. (3.3.70)

Die Losungen dieser Gleichung schreiben sich als

f(r —o) = Apexpikr)+A_exp(—ikr) . (3.3.71)

mit

k = /5. (3.3.72)

Falls > 0, istk eine reelle Zahl, und wir erhaltedfR(r) = f(r)/r wie in der Optik auslaufende und
einlaufende harmonische Kugelwellen. Die auslaufenden Wellen entsprechen Elektronen, die am Kern
gestreut werden (siehe Ab. 3/12).

Wir interessieren uns hier allerdings niir gebundene Zuande, d.h.iir Zustitnde mite < 0. In die-
sem Fall istk komplex und wir haben es im asymptotischen Bereich mit exponentiell abfallenden bzw.
ansteigenden Wellenfunktionen zu tun:

f(r - ) = Bjyexp(+xr)+B_exp(—«r) . (3.3.73)

mit
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@ Elektronenwelle (D)
___..-.$...,_..f = A+ eikl' + A e—ikr A
F S Kerr, O
<> (@ <>

E>0 $ E<O
Abbildung 3.12:(a) Ein- und auslaufende Kugelwellen eines Elektrons im kugelsymmetrischen Poten-

zial mit positiver Gesamtenergie E > 0. (b) Exponentiell abklingende Amplitude der Wellenfunktion des
Elektrons bei E < 0.

A

2UE . )
- ,/f% — ik far E<O. (3.3.74)

Dabei muss wegen der Forderung nach NormierbaBkeit= 0 sein. Die gesuchtendsungen sind also
von der Form

R(r) = c(r) exp(—xr) , (3.3.75)

wobei der Exponentialterm das Verhaltém §rof3er dominiert.

Durch Einsetzen in Gleichunp (3.3]6 )it uns dieser Ansatz auf die Differentialgleichung

d’c 1 dc [2a—2k I(1+1)

wobei die AbKirzung

uZe

3.3.77
Amegh? ( )

verwendet wurdg9

20F{ir Z = 1 entspricht wegep ~ me die GioRe Ya dem Bohrschen Radius.
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Gleichung|[(3.3.766) kann mit einem Potenzreihenansatz der Form

cr) = Sbj-r (3.3.78)
]

gelost werden. Setzt man diesen AnsatZ in (3]3.76) ein, saltertan durch Koeffizientenvergleich die
Rekursionsformel

K-j—a
bi = 2bi_q-— .
) T ()

(3.3.79)

Soll R(r) fir alle Werte vorr, das hei3t auchif r — o, endlich sein, so darf die Potenzreife (3.8.78)
nur endlich viele Glieder haben, weil daR(r) = c(r) exp(—«r) furr — c gegen Null strebt und damit
R(r) normierbar bleibE]

Fur die ganze Zahi seib,_; der letzte von Null verschiedene Koeffizient[in (3.3.78). Wir erhalten damit
die Bedingung

j < n. (3.3.80)

Dann folgt aus[(3.3.79)f b, = 0 die Beziehung

a = nx. (3.3.81)

Wegenk = |/— 24 = a/n ergibt dies @r die mbglichen Energiewerte:

. a?h? uz2et
T 2um (4mep)22mn2
2
— _Eq % (3.3.82)

mit der Rydberg-Energie des Wasserstoffatoms

uet
En=hRy = —— . 3.
H = heRy (4reg)22R? (3.3.89)

21Es gilt limy_, x"e* — 0 fiir endliches.
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| n | 1 | Bezeichnung| Schale] Rni (1)
1 0 1s K 2N e ™
2 0 2s L 2Ne ™ (1—x)
2 —X
1 2p \@Ne X i
3 0 3s M 2Ne*x(1—2x+%)
1 3p 2V2Ne X x(2 X)
4
2 3d 3\R)Ne X2 3
4 0 4s N 2Ne ™ (1-3x+2°— %)
1 4p 2,/INe*x(1—x+%)
2 4d 2\/>Ne x*(1-%)
2 3
3 4f 3¢§5Ne X

Tabelle 3.4:Die normierten radialen Eigenfunktionen R,(r) (Laguerre-Polynome) fiir ein Elektron im
Coulomb-Potenzial. Abkiirzungen: N = (Z/nag)®/?, x = Zr/nag, ag = 4meoh?/ ue?.

Verwendet man statt der reduzierten Magsdie Elektronenmassa, so lautet der Ausdruckif die
Rydberg-Energie (vergleiche hierZu (3]2.9))

mee? R?
= h = = I 4
E. = hcR, (dneg)22 ~ 2meid (3.3.84)

wobei wir den Bohrschen Radiag = 47woﬁz/mee2 verwendet haben.

Aufgrund der Mitbewegung des Kerns weichign undE,, in der vierten Stelle voneinander ab. Abge-
sehen von dieser kleinen Abweichung erhalten wir also das folgende wichtige Ergebnis:

Die quantenmechanische Berechnung des Einelektronensystems mit Hilfe der sta-
tiondren Schrodinger-Gleichung ergibt die gleichen Energiewerte wie das Bohrsche
Atommodell.

Wir werden sgter allerdings sehen, dass bei sehr guter spektraledguufy die Energieziitde des
Wasserstoffs (als Prototyp des Einelektronensystems) eine Unterstifiadinst(uktu) besitzen.

Aus der oberen Grenze< n fur den Summationsindejxin (3.3.78) folgt auch eine Begrenzurigy die
Bahndrehimpulsquantenzdhidie aufgrund unserer bisherigen Diskussion beliebige ganzzahlige Werte
| =0,1,2,... annehmen &nnte. Fr die erlaubten Wert¢ < n wiirde jedoch der Nenner if (3.3] 79 f

j =1 Null werden und damit der Koeffiziettj = c. Daraus folgt, dass i (3.3]79) alle Gliedgrmit

j <1 Null sein nmilssen, damit die Funktiaz(r) endlich bleibt.

Der Koeffizientb;— kann genaf [3.3.7P) endlich bleiben, wei|_; = 0. Wir erhalten somit insgesamt
die Bedingung

n-1>j>1. (3.3.85)

Demzufolge ist
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Abbildung 3.13Darstellung der Radialfunktionen Ry (r) fur die Hauptquantenzahlen n=1,2,3.

Rr) — nilbjri exp(— k) (3.3.86)
=

und fur die Bahndrehimpulsquantenzahl gilt

| < n-1 n=123.... (3.3.87)

Mit Hilfe der Rekursionsforme[(3.3.79) lassen sich die Funktioc(@und damit auch die Radialfunk-
tionenR(r) = c(r) exp(—«kr) sukzessive berechnen. In Tabglle|3.4 sind die Radialfunktioiredié

tiefsten Werte vom und| zusammengestellt. Eine graphische Darstellung der Radialwellenfunktionen
istin Abb.[3.13 gegeben.

Die FunktionerR, (r) hangen wegen < nund der Rekursionsformel (3.3]79) von den ganzen Zahlen
nundl ab. Die Zahin wird Hauptquantenzahind die Zahl Bahndrehimpulsquantenzapénannt. Aus

(3:3.87) folgt, dassiir n= 1 nurl = 0 zulassig ist. Das Einelektronensystem besitzt also im Grundzustand
keinen Bahndrehimpuls. Dies ist klassisch nicht \@rdtich. Es istiiblich, den Wert der Bahndreh-
impulsquantenzahl=1,2,3,4,5, ... mit Buchstabensymbolesp,d, f,q, ... zu charakterisieren (siehe

Tabelld34).

Da die Elektronenenergie im Einelektronensystem, zumindest in der hier gemagdteruhg, dass al-
lein die Coulomb-Wechselwirkung mit dem Kern existiert, nur von der Hauptquantenzattiangt,
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Tabelle 3.5:Die normierten Eigenfunktionen eines Elektrons im Coulombpotenzial V (r)
ag ist der Bohrsche Radius.

n | m Wellenfunktionen Wy m(r, ¥, 9)
3/2
1 0 0 = (%) o Zr/as
32
1 (z _Zry o-2r/2ag
2 | o | o e <a‘3)3/2(2 ) 71/
1 Z Zr o—2r/2
2 1 0 4\/5(&3/) £l e721/2% cosy
3/2 .
2 1 +1 ﬁ £) LeZ/Bwsing et
32
1 Z Z Z%r2\ —7r/3
3 | 0| 0 | (2) /(27— 182 +22¢") e 21/
3/2
3 1 0 81/\% £) (6—Z)& e /3B cosy
32 .
3| 1 | #1 | e (2)(6-E)E e Zimsing e
3/2 ;5
3 | 2| o e (% 24 e 2% (3c08 9 - 1)
3/2 .
3 2 +1 81?/% %) %e*zr/%‘ﬂsinﬁcosz&1 etio
32", .
1 Z Z —Zr/3: H 2
3 | 2 | +2 wi (2) A e ¥/usify e

—2€& [4reor,

besetzen alle Elektronenzaatle mit identischem dasselbe Energieniveau. Man fasst diese Elektro-
nenzusinde zu eineSchal zusammen und spricht dann (in alphabetischer Reihenfolge) vol,der

L, M, ... Schale entsprechend der Hauptquantenzahll, 2,3, ... (siehe Tabellg 3]4).

3.3.6 Quantenzahlen

Die in den vorangegangenen Abschnitten abgeleiteten Wellenfunktionen

W(r, 9, 0)

werden auclOrbitale genannt. Sie sind in Tabe[le B.5 zusammengestellt. Man sieht, dasgZakénde

Rn,l (r) 'Yl,m(ﬁv(p)

mit | = 0 eine kugelsymmetrische Wellenfunktion und deshalb eine kugelsymmetrische Wahrscheinlich-

keitsverteilung haben.

Die Wellenfunktionen werden durch die drei Zahleh, m eindeutig bestimmt. Diese Zahlen werden als
Quantenzahlemezeichnet, da sie die quantenmechanische Zustandsfunktion eindeutig festlegen. Wir

haben also folgende drei Quantenzahlen zur Charakterisierung der Wellenfunktionen:

e Hauptquantenzahl,n

e Bahndrehimpulsquantenzahthd

¢ Orientierungsquantenzablddermagnetische Quantenzahl m

225ind alle nglichen Zusinde fir eine Hauptquantenzahl besetzt, so ergibt die Summation der Aufenthaltswahrscheinlich-
keiten eine Kugelverteilung, weshalb man von einer Elektronenschale sprechen kann.
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=0 I1=1 1=2 1=3 1|=4 n Energie
(eV)
— 5 -0.54
4s~ “4p —ad a9 4 -08
3s 3p 3d 3 -1.51
2s T2p 2 -3.39
—_
>
L
Q -IV(r) =-e2] 4dmgr
=y
s 8f
c
0] L
10 H
12 H
14 0 7S 1 -13.59

Abbildung 3.14: Termschema des Wasserstoffatoms mit den Energieeigenwerten entsprechend

(3.3.82).

Da|¥(r, 9, ¢)|? die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons angibt, ist also auckdieliche Ver-
teilung der Elektronenaufenthatswahrscheinlichkeit eindeutig durch die drei Quantenzahlen bestimmt.

In Abb. ist|W(r, 9, @)|? fur einige Quantenzahlen gezeigt. Zur Bezeichnung der Quantenzustands
des Elektrons verwendet man statt der Zahlgufig auch Buchstaben, wobei

| =0,1,234,... & s p,d,fo,...
Im = 0,1,2,3,4,... & c,m,0,0,7,...

Entsprechend dieser Konvention bezeichnet man z.B. einen Zustamd=ait, | = 1 undm =0 als
2po-Zustand.

Da nach|(3.3.82) die Energie eines Elektronenzustands nur von der Hauptquanteaiziirigt, nicht
aber von den Quantenzahleandm, gibt es zu jeder Quantenzaihwegen—| < m< +| genau(2l + 1)
energetisch entartete Zastde. Die Gesamtzahl derglichen Zusinde fir eine gegebene Hauptquan-
tenzahin ist gegeben durch

n-1
h = 20 +1) = n? . 3.3.89
I;( +1) =n ( )

Es gibt also zu jedem Energiewdf}, genauh = n® Eigenzusinde, die zueinander orthogonal sind.
Die EnergieE, ist alson®-fach entartet. Wir werden &ger noch sehen, dass sich diese Entartung bei
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- (1,00 :

(3,0,0)

(3,1,0) - 3,20

Abbildung 3.15:Schnitt durch die raumliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons in einem Ein-
elektronenatom fir verschiedene Quantenzahlen n,l, m).

Beruiucksichtigung des Elektronenspins auf das DoppeltéherAuRere Sorungen (z.B. Magnetfeld)
fuhren zu einer mehr oder minder starken Aufhebung dieser Entartung. Dies wird das Thema der folgen-
den Kapitel sein.

In Abb.[3.14 ist das Termschema des Wasserstoffs entsprechend der Energieeiggnwerte (3.3.82) und den
Quantenzahlem und | dargestellt. Wegen der Bedinguhg< n kann der energetisch tiefste Zustand

des Elektrons mih = 1 nur einen (= 0,m = 0)-Zustand haben, &hrend die Zuginde mit fbheremn
verschiedene Drehimpulszéasde habendnnen.

Die in Abb.[3.T% gezeigten Absolutquadrate der Wellenfunktionen und die in Tabglle 3.5 zusammenge-
stellten Funktionen zeigen, dass die Radialfunk{ion | — 1) Nullstellen aufweist, was sich im—1 — 1)
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Knoten vonR, (r) niederschgt. Wie beim eindimensionalen Kastenpotential (siehe Physik I11) finden
wir also auch hier einen Zusammenhang zwischen der Hauptquantenaadhlder Topologie der Wel-
lenfunktion. In den RadialfunktioneR, (r) tritt ferner die normierte Variable/ag auf. Der Bohrsche
Radiusag stellt also eine intrinsischedngenskala des Systems dar.

3.3.7 Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

Wir haben bereits gesehen, dass die Wahrscheinlichkeit, das Elektron ana@zufinden, durch das
Betragsquadrat der Wellenfunktio#, m|? gegeben ist. Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron des Ein-
elektronenatoms im Volumenelemet\t = dxdydzan der Stelléx,y,z) zu finden ist

dP(x,y,2) = |Whiml2dV = [Ry? M m/’dV . (3.3.90)

Wir erkennen aus Tabelle 3.5, dasis flen k-Zustand, das hei3t den Grundzustand des Einelektronen-
atoms, eine kugelsymmetrische Aufenthaltswahrscheinlichkeit vorliegt, die am Karro) ein Maxi-

mum hat. Im Gegensatz zum Bohrschen Atommodell ist also keine bestimmte Bahnebene ausgezeichnet.
Ferner besitzt dieser Zustand weden 0 keinen Drehimpuls. Dies steht klar im Gegensatz zum Bohr-
schen Atommodell, bei dem das Elektron im Grundzustand einen endlichen Drehiinpti$ hatte

und ferner auf einer Kreisbahn mit Radius: ag um den Kern lief.

Im Abschnit 3.3.B hatten wir uns schon mit dem Winkelanteil der Wellenfunktion auseinandergesetzt.
Die entsprechenden Kugéiihenfunktionel (%, ¢) waren so normiert, dass die Integratigver den

vollen Raumwinkel eins ergab. Si@hknen daher bei der Betrachtung der radialen gkigjigkeit der
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten ignoriert werden. Wollen wir wissen, wie grof3 die Wahrscheinlichkeit
dafur ist, das Elektron in einem bestimmten Abstand zwisahendr 4+ dr vom Kern aufzufinden, so
mussen wir die Gilze

T 27w
//]‘Pm m(r, ¥, 9)|? r’dr sinddd do = r?RG, (r)dr (3.3.91)
00

Die WahrscheinlichkeiV(r) = r?RZ,(r) nennen wirradiale AufenthaltswahrscheinlichkeBie unter-
scheidet sich, wie in Abb. 3.16 zu sehen ist, wesentlich von der WellenfuriRidn) 7 So ist tir den
1s-Zustand die WellenfunktioR, (r) am Ursprung zwar endlich unélft von dort mit zunehmendem
r exponentiell ab, die radiale Aufenthaltswahrscheinlichi&®, | (r) steigt hingegen von Null auf einen
maximalen Wert beimax an, um dann von dortif r — oo auf Null abzufallen.

Es lasst sich einfach zeigen, dass flen k-Zustand die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit ein Ma-
ximum beirmax = ag/Z hat. Rir das WasserstoffatonZ (= 1) ertélt man also die maximale radiale
Aufenthaltswahrscheinlichkeit bei dem Bohrschen RadiiAllerdings besteht wegelh | = 0 ein we-
sentlicher Unterschied zum Bohrschen Modell: Wenn man ein klassisches Modell der Bewegung des
Elektrons im &Zustand verwenden will, iisste man statt der Kreisbahn im Bohrschen Modell eine

23Der Grund daifrr ist die Venderung des Phasenraums mitinter Phasenraum verstehen wir das Volumen der zwischen
r undr +dr liegenden Kugelschale. Das Volumen galntrf — 0 gegen Null.
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Abbildung 3.16:Radialer Verlauf der radialen Aufenthaltswahrscheinlichkeiten des Elektrons fir einige

Zustande des Wasserstoffatoms (man beachte die unterschiedlichen Skalen).

lineare Schwingung durch den Kern annehmen. Die Richtung dieser Schwingung ist allerdings aufgrund

der Kugelsymmetrie nicht festgelegt, sondern statistisch gleéi@igrverteilt.

Der Erwartungswertr) = [5° rRﬁ’I(r)err fur den mittleren Abstand des Elektrons vom Kern ist die

guantenmechanische @e, die dem Bohrschen Radius entspricht. Er ergibt sicdén Grundzustand
des Wasserstoffatoms mit des-WVellenfunktion aus Tabelle 3.5 zu

ry = /n;%mtrz e 2By = gaB : (3.3.92)

r=0

Der guantenmechanische Erwartungswert stimmt also nicht ganz mit dem BohrscheniRadairs.
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In Abb.[3.16 sind die Funktionerfag|Ry (r)|? gegerr /ag fiir einige Zusinde aufgetragen. Die Funk-
tionen sind so normiert, dass digdEhe unter den Kurven jeweils 1 ergibt. Wir sehen, dass sich die Elek-
tronen fir einen bestimmten Zustamgl jeweils vorzugsweise in einem bestimmten radialen Bereich
aufhalten. Das Bild der Bohrschen Bahnen ist deshalb sicherlich nicht ganz falsch, aber die typische
Ortsunschrfe von Quantenteilchen macht sich ebenfalls deutlich bemerkbar.

Es ist interessant, die Wahrscheinlichkeit@in (r < ag), das Elektron innerhalb des Bohrschen Radius
zu finden, @r verschiedene Zushde zu berechneniiFden 5-Zustand erhlt manW o(r < ag) = 0.32,
fur den Z-Zustand\s o(r < ag) = 0.034 und fir den 2-Zustand nui\s 1 (r < ag) = 0.0037.
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3.4 Der Elektronenspin

Die Schibdinger-Gleichung beschreibt, wie schon mehrfacha@mt wurde, nicht das Spinverhalten
des Elektrons. Deshalbimmsen wir die EigenfunktioneW, m, die wir durch Losen der Sclidinger-
Gleichung erhalten haben,tlkstlich” um eine Spinkomponente erweitern, um zu einer vollen Beschrei-
bung der Elektronenziugtde zu gelangen.

3.4.1 Experimentelle Fakten

Otto Stern?jund Walter Gerlach fiihrten 1921 das nach ihnen benan@tern-Gerlach-Experiment
durch (vergleiche Physik Ill). Dieses Experiment zeigte klar, dass Elektronen aul3er ihrer L-adung
und ihrer Ruhemass®y noch eine weitere Eigenschaft besitzeirasen, die wir Elektronenspin nennen.
Samuel A. Goudsmit(1902-1978) undseorge E. Uhlenbeck(1900-?7?) stellten 1925 die Hypothese
auf, dass freie Elektronen einen Eigendrehimpuls besitzen, déitekironenspirs nannten. Im Stern-
Gerlach Experiment wurden nur zweiogliche Einstellungen dexKomponente des Spins gefunden.
Wir kdnnen den Spin freier Elektronen also mit der Spinquanterzahl /2 beschreiben. Etwas lax
sagt man meist, dass Elektronen den Spi2 Besitzen.

Es ist nun naheliegendjf den BetradS| des Spins und seine Kompone@enaloge Beziehungen wie
fur L undL; anzunehmen (vergleiche (3.3/57) upd (3.B.59)):

S| = S(s+1)h = +\/3/4R (3.4.1)
S = mi=+0. (3.4.2)

Die Zahlens undmg sind dabei als neue Quantenzahlen aufzufassen. Die Spineigenschaft des Elektrons
bleibt bei dessen Bindung an den Atomkern erhalten.

In Abschnitf3.3.4 haben wir das zum Bahndrehimputgetbrende magnetische Bahnmomgintus ei-
nem klassischen Analogon abgeleitet. Alle Versuche, durchlantiches Vorgehen eine entsprechende
Beziehung zwischef und us zu erhalten, schlagen allerdings fehl. Der Spin #émifich eine drehim-
pulsartige, rein mikroskopische &te, die kein klassisches Analogon besitzt.

In Analogie zu der Beziehung zwischénund i ordnen wir dem Spin des Elektrons ein magnetisches
Moment, dasSpinmomenfss zu (vergleiche Physik 111)

Hs = GQslUB (3.4.3)

=) | N0)]

wobei

us = 9.2740089937) x 10 24 J/T . (3.4.4)

240tto Stern (1888-1969), Nobelpriesif Physik 1943.
25Walter Gerlach (1889-1979).
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Abbildung 3.17:Zur Quantisierung des Elektronenspins. Der Spin kann alle Richtungen auf einem Ke-
gelmantel einnehmen, so dass der Wert in z-Richtung quantisiert ist.

dasBohrsche Magnetoand die Proportionalitskonstantgs dergyromagnetische Faktor des Elektrons
oder derSpin-g-Faktorist. Aus dem Experiment folgls = 2. Wegen der Wechselwirkung zwischen dem
Strahlungsfeld und dem Elektron bedarf dieser Wert noch einer gagiugin Korrektur, so dass der
genaue Wert A9

g — 2(1+%) — 20022908 (3.4.5)

erhalten wird, wobeex die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante ist.

Der Sping-Faktor gibt das Verdiltnis des magnetischen Moments in Einheiten pgrzum Drehimpuls

in Einheiten vorh an und wird deshalb auch ajgromagnetisches Véitinis bezeichnet. Das Veditnis

von magnetischem Moment zu mechanischem Drehimpuls ist beim Elektronenspin doppelt so hoch wie
beim Bahndrehimpuls (vergleiche hierzu (3.3.63) Und (4]6.13)). Klassisch geséissterauclys = 1

sein, wenn wirS als Eigendrehimpuls interpretiereriivden. Die Tatsache, dags~ 2 zeigt deutlich,

dass der Spin eine Quanteneigenschaft ist. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von einer Spin-
Anomalie. Wir kdnnen zusammenfassend festhalten, dasg-H@mponente des Spins und des damit
verbundenen magnetischen Moments nur zwei diskrete Werte einnehmen kann (siehe Abb. 3.17). Die
wichtigsten Experimente zum Nachweis des Elektronenspins und des damit verbundenen magnetischen
Moments (z.B. das Stern-Gerlach Experiment oder der Einstein-de-Haas Effekt) wurden bereits in Phy-
sik 11l diskutiert.

26Der Wertgs = 2 kann aus der Dirac-Gleichung (1928) abgeleitet werden, welche den Spin organisiih (sigthe Sei-
te[130). Dieliber den Faktor 2 hinausgehende Korrektur des gyromagnetischeiitiesses kommt durch die Wechselwirkung
mit dem Strahlungsfeld zustande. Eine Brking daiir liefert die vonFeynman, Schwinger, undTomonagaentwickelte Quan-
tenelektrodynamik (QED) (siehe z.B. R. P. Feynm@nantenelektrodynamiloldenbourg Verlag (1997)). Die QED beschreibt
die Quantiserung des Elektrons zusammen mit dem von ihm erzeugten Strahlungsfeld. Dabei treten Nullpunktsschwankungen
des elektromagnetischen Feldes auf, die statistisch an das Elektron koppeln und dadufsideimeg seiner potentiellen
Energie verursachen. Siehe hierzu auch Abschnift 4.4.
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Um die vollstindigen Eigenfunktionen zu erhalteniissen wir die Funktioned’,| , die wir durch
Losen der Sclidinger-Gleichung erhalten habenifistlich” um die Spinkomponente erweitern. Da-
zu berdtigen wir im Prinzip zwei weitere Quantenzahlen. D& fas Elektron aber immey=1/2
gilt, gerniigt es, dieSpinorientierungsquantenzahkm +1/2 zu verwenden. Wir werden also im Fol-
genden zwischeBahndrehimpulsorientierungs- umd Spinorientierungsquantenzah} omterscheiden.
Wir kdnnen insgesamt festhalten:

Fur die vollstandige Charakterisierung der Eigenfunktionen von Einelektronenatomen
bendtigen wir insgesamt 4 Quantenzahlen:

n,l,m mg (3.4.6)

Der Spin des Elektrons hat auf die Coulomb-Wechselwirkung zwischen Kern und Elektron keinen Ein-
fluss. Solange wir also die Coulomb-Wechselwirkung als die einzige relevante Wechselwirkung im Ein-
elektronenatom betrachten, wird der Zustand nach wie vor durch die Funktignenbeschrieben und

alle bisher gemachten Aussagen bleiben richtig. Dies gilt insbesontedéef Aufenthaltswahrschein-
lichkeiten. Aufgrund des Spinfreiheitsgradefisaen wir jetzt aber bécksichtigen, dass jeder Zustand
W, 1.m zweimal vorkommt, Aamlich mitms = —1/2 undms = +1/2. Es liegt also zweifacBpinentartung

vor. Wir miissen also die Aussage (3.3.89) zur Gesamtzahl dglichen Zusiande fir eine Hauptquan-
tenzahin modifizieren:

Zu jeder Hauptquantenzahl n existieren genau 2n? mogliche Elektronenzustande.

3.4.2 \Vertiefungsthema:
Theoretische Beschreibung des Spins

Wie oben bereits eraahnt wurde, postulierteBamuel Abraham GouldsmitundGeorge Eugen Uhlen-

beck 1925, dass Elektronen einen Eigendrehimpuls, den so genannten Spin, besitzen. Der Spin sollte die
Folge einer Eigenrotaton des Elektrons sein. Eine derartige Rotation setzt voraus, dass wir es mit einem
raumlich strukturierten Teilchen zu tun halfgim Unterschied zum Protonijf das in Streuexperimen-

ten eine echte Substruktur nachgewiesen werden kann (Quarks), isidies fElektron (zumindest bis
heute) nicht der Fall ist. Das heif3t, witissen von einem punktfmigen Teilchen ausgehen. Theoretiker

wie Wolfgang Paulfanden diese Vorstellung nicht akzeptabel. Grof3e Probleme bereitete ihnen vor
allem dergs-Faktor von etwa 2. Das Problem wurde d@gl alsWerner Heisenber@ seine Matrizen-
mechanik entwickelte. Da diese Darstellung der Quantenmechanik im Gegensatz fdirggschen
Wellenmechanik auf ein explizites Koordinatensystem verzichten kann, ist es legitim von a&imem
strakten Raum der Spinzésidezu sprechen. Dieser Raum ist eine zwingende Folge der relativistischen
Dirac-Gleichung. Von der anschaulichen Eigenrotation des Elektrdissen wir Abstand nehm.

Der Spin, genauso wie die Existenz der Antiteilchen, folgt irirliether Weise aus der Dirac-Gleichung,
welche die relativistische Verallgemeinerung der 8dimmger-Gleichung darstellt. Die Dirac-Gleichung
besitzt keine skalarendsungeri¥(r,t). Ihr Losungsraum ist vielmehr vier-dimensional, d.h. jeder Zu-
stand besitzt zwei Spin- sowie eine Materie- und eine Anitmateriekomponente. Wir wollen hier nicht im

27Es macht keinen Sinn, von der Rotation eines Massenpunkts zu sprechen. Eigenrotationen treten in der klassischen Me-
chanik erst beim starrendfper auf.

28\\olfgang Pauli (1900 — 1958), Nobelpreigif Physik 1945.

29\erner Heisenberg(1901 — 1976), Nobelpreisif Physik 1932.

30Wwir wollen hier auf die Analogie zum Photon hinzuweisen. Dieses besitzt, wie wir in Physik Ill gelernt haben, einen
Drehimpuls von+h und damit einen Spin vos = 1. Im Falle des Photons kann man sich den Spinfreiheitsgrad dadurch
erklaren, dass das entsprechenden QuanteAfelckidimensional ist. In anderen Worten, um das elektromagnetische Feld zu
charakterisieren, bétigen wir im Prinzip drei unakingige Felder. Von den 3dglichen Spineinstellungen ©h sind aber
nur zwei realisiert, weil das Photon die Ruhemasse Null besitzt. Im Falle des Elektrangybarwir, wie weiter unten noch
explizit ausgefihrt werden wird, zwei unal@imgige Felder, die den zwei Spinkomponenten entsprechen.
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128 R. GROSS Kapitel 3: Das Einelektronenatom

Detail auf die relativistische Quantenmechanik eingehen, daisidié¢ folgenden Augthrungen keine
notwendige Voraussetzung darstellt. Es ist aber beruhigend zu wissen, dass der Spinfreiheitsgrad, der in
der nichtrelativistischen Theorie quasi vom Himnltf eine tiefere Ursache besitzt.

Spin-Operatoren, Spinoren, Spin-Matrizen

Der Spin kann nicht aus einem klassischen Analog abgeleitet werden. Degimaiénkwir den Spin-
Operator nicht durch Anwendung der Vorschiift (1.3.31) gewinnen. Da es keine dem Spin entsprechende
klassische Gil3e gibt, kann auch keine Gleichung angegeben werden, die den Spin mit den klassischen
Ortskoordinaten verkipft. Die Zustandsfunktionifr den Spin muss deshalb auf3er von den drei Orts-
koordinaten(x,y, z) noch von eineSpin-Koordinates ablrangig sein, um sowohl die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit in den verschiedenen Raumpunkten als auch die Wahrscheinlicheitiés ioglichen
Spinorientierungen festlegen zarnen:

Y = Yxyzo,t) . (3.4.7)

Das Experiment zeigt, das die Eigenwerteth/2 und demzufolge die Spin-Koordinate nur zwei
mogliche Werte besitzt. Diese legen wir ais= +1 fur +h/2 undo = —1 fur —h/2 fest. Wir wer-
den auRerdem die Alikzungen

Y(xyzo=+1t) = Wi(xyzt)
W(xy,zo=-1t) = W (xyzt) (3.4.8)

verwenden. Wir sehen, dass und¥, nur noch Funktionen von Ort und Zeit sind. Wibrknen sie zu
einer einspaltigen Matrix zusammenfassen:

& — <$I> (3.4.9)

® bezeichnet man aBpinor, W; undW¥, als seine Komponenten.

Es erweist sich ferner als zweckfig, den Spino® durch Einfihrung der speziellen Spinoren

7 = Tw=<é> l>=n=<c1)> (3.4.10)

in die Form
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®(r,ot) = <%T>+<£l)=%<cl)>+wl<(l)>

= Wi(r,t) 7(0)+W(r,t) 7(0) (3.4.11)

uberzufihren. Der gesamte Zustandsraum des Elektrons ist also der direkte Produktraum aus Spin- und
Ortsfunktion (vergleiche hierzu auch Abschhitt]1.6).

Wir wollen uns jetzt die Bedingungeiberlegen, denen der Spin-Operagageriigen muss. Wir wissen,
dass die Eigenwertgleichurg§® = S,® die beiden Eigenwert¢-h/2 besitzt. Beachten wir ferner, dass
wir W; den Eigenwert-h/2 und¥, den Eigenwert-h/2 zugeordnet haben, so gilt

S® = Sz< 31 ) = ﬁ< _Wqﬁl ) . (3.4.12)

Die Anwendung vors, auf den Spino® bedeutet also die Multiplikation seiner ersten Zeile i
und seiner zweiten Zeile mith/2.

Zu einer vollséindigen Beschreibung des physikalischen Spins in dem dérclind W; aufgespann-
ten Raum beditigen wir den Spin-Operator in dieser Darstellung. Bei dessen Aufindung hilft uns die
Tatsache, dass die Vertauschungsrelatiofiefehimpulsoperatoren (vergleictie (3.3.52)

SxS = iRS (3.4.13)
erflllt sein nilssen. Eine idgliche Losung des Problems lautet

R/1 o <« h/0 1 « h/0 i
:2(0—1> S‘:Z(l o) s/::z<i o)’ (3.4.19)

wie leicht explizit durch Matrizenmultiplikation verifiziert werden kann. Obige Matrizen werden als
Pauli-Matrizendes Spins bezeichnet. Wegen

o))

g = §+8+8 = Zﬁz ( é 2) (3.4.15)

sind sowohl¥; als auchW¥| Eigenfunktionen vors? mit dem Eigenwert}ﬁz. Sie sind jedoch keine

Eigenfunktionen vorg, und §y was unmittelbar in dem nicht diagonalen Charakter der entsprechenden
Pauli-Matrizen zum Ausdruck kommt.
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Die Dirac-Gleichung

Wir wollen in diesem Unterabschnitt kurz den Zusammenhang zur Dirac-Gleichung herstellen. Die
Schiddinger-Gleichung behandelt, wie bereits ahat wurde, Ort und Zeit unterschiedlich. Dies liegt
daran, dass ihr die nichtrelativistische Energie-lImpulsbeziehung

E - P (3.4.16)

zu Grunde liegt. Eine relativistische Wellengleichung muss auf einem Lorenz-invarianten Ausdruck auf-
bauen, wie er durch die Ruhemasse

E2—p?’c? = méc* (3.4.17)

gegeben ist. Die entsprechende Wellengleichung isKtia-Gordon-Gleichungdie sich mitE = i%
undp = —ihV als

32
- ﬁzﬁw = (-RPPO?+nich) W (3.4.18)

schreibendsst. Aus[(3.4.17) ergibt sich

E = +,/p?c?+mic*. (3.4.19)

Die negativen Energiewerte wurden zuerst von Dirac als Irigidie Existenz von Antiteilchen gedeutet.
In obiger Form werden die Ortsp) und ZeitkomponenterE(/c) des VierervektorgE /c,p) weiterhin
nicht gleichberechtigt behandelt.

Paul A. M. Dirac (1902-1984) untersuchte dieddlichkeit, den Ausdruck irf (3.4.119) zu linearisief&n:

E = +y/p2c2+mc* = c(a-p)+Bmoc? . (3.4.20)

Die entsprechende Wellengleichung lautet

31zitat von Dirac: “A great deal of my work is just playing with equations and seeing what they give. | don’t suppose that
applies so much to other physicists; | think its a peculiarity of myself that | like to play about with equations, just looking for
beautiful mathematical relations which maybe don’t have any physical meaning at all. Sometimes they do.”
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Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984), Nobelpreisir Physik 1933:

Paul Adrien Maurice Dirac wurde am 8. August 1902 in Bristol, England,
geboren. Er besuchte die Merchant Venturer's Secondary School in Brig
und studierte anschlieBend an der Bristol University. Dort erhielt er 19
seinen Bachelor of Science in Electrical Engineering. Er studierte dan
fir 2 Jahre Mathematik an der Bristol University, von wo er als Forschun
student &ir Mathematik an das St.John’s College, Cambridge, wechselte
erhielt dort seinen Doktortitel im Jahr 1926. Im darauffolgenden Jahr wu
er Fellow des St.John’s College und im Jahr 1932, Lucasian Profdgso
Mathematik in Cambridge.

Dirac’s Forschungsarbeiten begftigten sich mit mathematischen ung
theoretischen Aspekten der Quantenmechanik. Er begann sich mit der n
Quantenmechanik zu begidtigen, nachdem diese 1928 durch Heisenbe
eingefihrt wurde. Er veiffentlichte eine Serie von Arbeiten haugthlich
in den Proceedings of the Royal Society, die zu der von ihm entwickel
relativistischen Theorie des Elektrons (1928) und der Theorie damhérn
(1930) fihrten. Letztere erforderte die Existenz eines positiv geladenen
chens mit gleicher Masse und Ladung wie das bekannte (negativ gelad
Elektron. Dieses “Positron” wurde erstapr (1932) von C. D. Anderson
entdeckt.

Die Bedeutung von Dirac's Arbeit liegt in seiner klmten Wellengleichung, die die spezielle Relaéivih die
Schiddinger-Gleichung einbrachte. Dirac’s #fientlichungen schlieen dietBher “Quantum Theory of the
Electron” (1928) und “The Principles of Quantum Mechanics” (1930) ein. Er wurde 1930 zum Fellow |of the
Royal Society ernannt und mit der Society’s Royal Medal und der Copley Medal ausgezeichnet.

Dirac reiste viel und studierte an verschiedenenanditchen Universiten u.a. in Kopenhagenp@ingen, Ley-
den, Wisconsin, Michigan, und Princeton. Im Jahr 1929, nachdem er 5 Monate in den USA verbracht hatte, mach-
te er eine Weltreise, wobei er zusammen mit Heisenberg Japan besuchte uiithelaSibirien zuickkehrte.

Dirac starb am 20. Oktober 1984 in Tallahassee, Florida.

0 h 0
oW = (igakaxk—kﬁm(,z)lP. (3.4.21)

Indem wir [3.4.2D) quadrieren, erhalten wir

p°c+mpc? = cZZa P+ ;(aipi)(ajpj)

+moc? Z(B(a.m (04 pi)B) +mgep? . (3.4.22)

Diese Identi&t kann nur danniir allgemeine Impulsp erfullt sein, falls

oiaj+ajog = 0 i£j, 1,j=12,3 (3.4.23)
Boi+ap = 0 i=1,23 (3.4.24)
= 1. (3.4.25)
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Man sieht aufgrund der so genannten Antivertauschungsrelatipnen [3.4.23) sofort, dass es sich bei den
o, B nicht um einfache Zahlen handeln kann. Der kleiriggfithe Matrizenraum, in dem es einédung

des Problems gibt, hat 4 Dimensionen (den Dimensionen der Raum-Zeit entsprechend)o@iokem
Darstellung der Operatoren sind die so genanBlieac-Matrizen

0001 0 0 0 —i
,_|0010 |00 i o0
1"lo100 210 —-i 0 O
1000 i 0 0 0
0 0 1 0 1000
0 0 0 -1 0100
“=11 0 0 o F=1001 0 (3.4.26)
0 -1 0 O 0001

In den Dirac-Matrizen findet man die Pauli-Matrizen wieder. Damit erhalten wir insgegamha$ freie
Dirac-Teilchen den Hamilton Operator

~ 3 3 0
H = SYapi+Bmc® = —ihcY a=— + fmoc? , 3.4.27
iZl ibi+ B i; % B ( )

was uns auf die nun in allen Variablen lineare und somit Lorenz-invariante Dirac-Gleichung

oW(r,t) 2 9 5
ih o = [—lﬁci;a.a)(iJrﬁrrbc

W(r,t) , (3.4.28)

fuhrt. Da es sich bei dem um (4x 4)-Matrizen handelt, bezeichnet die Wellenfunktion

(3.4.29)

ein 4-dimensionales Vektorfeld. Die Gleichung besitzt vier ualgige Losungen: Zwei zum Eigenwert
E > 0 und zwei weitereiir E < 0. Die vier Dimensionen entsprechen also den jeweils 2 Spinfreiheits-
graden @r Teilchen und Antiteilchen.
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Zusammenfassung

¢ Die dreidimensionale Schrodinger-Gleichung lasst sich fur ein kugelsymmetrisches Po-
tenzial in drei eindimensionale Gleichungen zerlegen. Die Wellenfunktion Wy m(r, 9%, @)
kann als Produkt Wy m = R (r)Y™(3, @) dreier Funktionen einer Variablen geschrieben
werden.

e Der winkelabhangige Anteil der Wellenfunktion ist fir alle kugelsymmetrischen Potenziale
gleich und wird durch die Kugelflachenfunktionen Y™(, ¢) beschrieben. Der Radialanteil
R(r) hangt von der radialen Variation der potentiellen Energie ab.

¢ Die Randbedingungen fur die Wellenfunktionen (Normierbarkeit, Eindeutigkeit) fiilhren zu
Quantenbedingungen fur gebundene Zustande (E < 0), die durch drei Quantenzahlen
n, |, mausgedriickt werden kbnnen.

e Der Schrodinger-Formalismus muss erweitert werden, um den Spin des Elektrons zu
bericksichtigen. Die Gesamtwellenfunktion kann als Produkt aus Orts- und Spinfunk-
tion geschrieben werden: ®(r,ms) = Wy m(r) - osm. Durch den Spin erhéalt man zwei
zusatzliche Quantenzahlen s und ms, wobei fur Einelektronenatome immer s=1/2 gilt
und deshalb s auch weggelassen werden kann.

e Berilcksichtigt man zuséatzlich den Elektronenspin, so wird jede Wellenfunktion eines Ein-
elektronenatoms eindeutig durch

— die Hauptquantenzahl n = 1,2,3,...,
— die Bahndrehimpulsquantenzahl | = 0,1,2,...,n—1,

— die Orientierungsquantenzahl oder magnetische Quantenzahl m
0,+£1,+2,...,+l und

— die Spin-Orientierungsquantenzahl mg = +1/2

bestimmt. Die Spinquantenzahl ist fur Einelektronenatome immer s = 1/2 und muss
deshalb nicht zur Charakterisierung des Zusatndes herangezogen werden.

e Die Gesamtzahl der mdglichen Zustande fur eine gegebene Hauptquantenzahl n ist

n-1
n = 25%@+1=2n".
=0

e Die Energieeigenwerte E, ergeben sich aus der Schrddinger-Gleichung mit den entspre-
chenden Wellenfunktionen W, . Sie hangen von dem genauen radialen Verlauf der po-
tentiellen Energie ab. Fir das Coulomb-Potenzial erhalt man

uet 72

E __Ke £
" (4rep)22R% N2

e Fir E < 0 (gebundene Zustande) ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit |V, m|? des Elek-
trons auf ein endliches Raumgebiet beschrankt und die Energiewerte sind gequantelt.
Die Energiewwerte E, hangen nur von der Hauptquantenzahl n ab.

e Fur E > O (freie Zustande) kann sich das Elektron im ganzen Raum aufhalten und die
erlaubten Energiewerte sind kontinuierlich.
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Der Drehimpuls

¢ In kugelsymmetrischen Potenzialen ist der Operator des Drehimpulsquadrats L2 propor-
tional zum Winkelanteil des Hamilton-Operators. Die Kugelflachenfunktionen Y,™(,¢)

sind deshalb Eigenfunktionen von L2,

¢ Jede Drehimpulskomponente und die Gesamtenergie des Quantenobjekts sind miteinan-
der vertragliche Observable und damit gleichzeitig mit beliebiger Genauigkeit messbar.
Es qilt:

H,L] = 0 und H,(?=0.

¢ Die Drehimpulskomponenten Ly, Ly und L, von Quantenobjekten sind untereinander nicht
vertragliche Observablen. Damit ist der Drehimpuls L nicht scharf messbar. Es gilt

[Ex, I/_\y] == | ﬁi:z [Ey, Ez] = | ﬁT_\X [I/—\Z7 Ex] = | ﬁ/l:y .

Jede der Drehimpulskomponenten und der Betrag des Drehimpulses sind miteinander
vertragliche Observablen und damit prinzipiell gleichzeitig mit beliebiger Genauigkeit
messbar. Es gilt

L, = o0 i=123.

e Die Erwartungswerte des Betrags und der zzKomponente des Drehimpulsoperators sind

(LN=\10+1) R | = 0,1,2,3,...

(Ly) =mh —l<m <+ .
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