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Kapitel 4

Volistandige Beschreibung des
Wasserstoffatoms

Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dass die quantenmechanische Behandlung des Einelektronen-
atoms zu Energiewerte, fuhrt, die nur von der Hauptquantenzahbhangen. Solange wir also die
Wechselwirkung des Kerns mit dem Elektron nur durch das kugelsymmetrische Coulomb-Potenzial be-
schreiben, hat die Bahndrehimpulsquantent&ieinen Einfluss auf die Energie des Elektrons. Sowohl

das Bohrsche Atommodell (vergleicHe (3]1.6)) als auch die quantenmechanische Behandlung mit der

Schidinger-Gleichung (vergleichg (3.2/16) ufd (3.8.82)) liefern démmlie optischerUbergange des
Wasserstoffatoms vom Zustanthit EnergieE; in den Zustandk mit EnergieEy die Beziehung

_ 1 1 1
Vik = — = S5 T 5
ik lik RH (nﬁ nlz)

Ry = Ro B8 — 1096 77585<107m L . (4.0.1)

Me

Die sich daraus ergebenden Spektralserien hatten wir infAb. 3.3 dargestellt. In dieser Figur wurde auch
bereits die typische Seriengrenze gezeigt, die dadurch entsteht, dass died&lmtischen benachbarten
Energiezusinden wegen der (b2 — 1/n?) Abhangigkeit fir wachsendes, immer kleiner werden.

Durch hochaufisende optische Spektroskopie wurde nun allerdings beréhsféistgestellt, dass die
Spektrallinien des Wasserstoffs eine Unterstruktur besitzen. Diese Unterstruktur ist in dem einfachen,
durch [4.0.11) beschriebenen Termschema des Wasserstoffs nicht enthalten. Diese Differenz zwischen
Experiment und Modellvorhersage resultiert daraus, dass wir in unserer bisherigen Betraéintung f
die potentielle Energie den Ansatz einer reinen Coulomb-Wechselwirkung gemacht hatten. In einem
verfeinerten Modell rassen wir noch weitere, allerdings wesentlich sablere Wechselwirkungen
beriicksichtigen. Dies ist ziithst dieSpin-Bahn-Kopplungndrelativistische Korrektureydie zurFein-
strukturfuhrt, einquantenelektrodynamischer Effeler zurLamb-Verschiebungihrt, und schlielich

die magnetische Kopplung zwischen Elektronen und KaienzurHyperfeinstrukturfiihrt.

Am Ende des Kapitels werden wir diskutieren, wie sich die beobachteten Felder unter dem Einfluss
aulRerer elektrischer und magnetischer Feiaeern.
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4.1 Experimentelle Befunde

Da Wasserstoff als MoléK vorliegt, muss manifr die Spektroskopie an atomarem Wasserstoff erst
die H,-Molekile dissoziieren. Dies kann man entweder durch hohe Temperaturen (150@2000
durch geeignete Katalysatoren oder durch Elektronenstol3 in einer Gasentladung errdichdie. F
hochaufdbsende Spektroskopie verwendet nigaticherweise Gitterspektrometer (siehe Physik 111) oder
hochstaufbsende Laserspektroskopie. Hierbei ist zu beachten, dads<t 200 nm Luft zu absorbieren
beginnt und man deshalb das Spektrometer evakuieren muss.

Die hochaufbsende Spektrometrie an Wasserstoff zeigt, dass die Emissionslinien des Wasserstoffatoms

sich zwar in Serien entsprechefd (4,0.1) anordnen lassen, dass es aber signifikante Abweichungen von
den Vorhersagen des bisher verwendeten Modells gibt. Insbesondere werden folgende Beobachtungen
gemacht:

e Bei Anlegen eines Magnetfeldes spalten die Linien in mehrere Linien auf.

¢ Die Wellenzahlervy, der verschiedenedbergange fingen auer von den Hauptquantenzahlen
auch von der Bahndrehimpulsquantenzahb. Die absoluten Zahlenwert var weichen beim
Wasserstoffatom um bis zu 0.2 ctvon der theoretischen Vorhersage ab.

e Alle Spektrallinien, die von dea-Niveaus [ = 0) ausgehen, bestehen aus zwei eng benachbarten
Komponenten, die man aBublettsbezeichnet (siehe Abp. 4.1: Dublette 4/5, 6/7). Die Spektralli-
nien fur| > 0 bestehen sogar aus mehreren Komponenten.

e Der Grundzustandh(= 1, | = 0) zeigt eine sehr feine Aufspaltung, die mantdigerfeinstruktur
bezeichnet. Man stellt fest, dass diese HyperfeinstruknLﬁHI unde (Deuterium) unterschied-
lich ist, also vom Kern aldngt.

3Dy, (c)

3D3/2
3P3/2

3S1/2
3P1/2

A\
A\
AN}
A\
A\
A\
AN}
A\
AN}
A\
AN}

-~
p”

1 2| 3 4] 5( 6| 7
2|:)3/2 T

Feinstruktur

281/2 l ¢

2|:)1/2

A\
A\

TLamb-Shift

Av (GHz)

Abbildung 4.1:Feinstruktur der Balmer-Linie H,, gemessen mit (a) hochauflosender Spektroskopie und
(b) mit héchstauflosender Laser-Spektroskopie. (c) Verfeinertes Termschema des Wasserstoffs. Die er-
laubten Ubergdnge werden durch die Auswahlregeln bestimmt, die wir erst spater diskutieren werden.
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4.2 Relativistische Korrektur der Energieniveaus

Es wird experimentell gefunden, dass die Wellenzafgnler verschiedenedbergange von den theo-
retische erwarteten Werten abweichen und auf3er von den Hauptquantenzaligm von der Bahn-
drehimpulsquantenzalhlabhangen. Diese Abweichungen lassen sich durch digi&esichtigung der
relativistischen Massenzunahme des Elektrons bei seiner Bewegung um den Kamererkl

Um relativistische Effekte bécksichtigen zu &nnen, niissen wir statt des nichtrelativistischen Ener-
giesatze€ = p?/2m+ Epot den relativistischen Energiesatz

E = /p?c®+mgc*— moc®+ Epor

= myC 1+@—moc2+Epot (4.2.1)

p? 1 pP 1p
1+ —— = 14=—— - 4
T e T2 m2 B mid
1 », P p*
= —— — = 4.2.2
moc? (rfbc +2mo 8mgc2+ (4.2.2)
kann [4.2.1) in
2 4
_ (P __P
E = (2%+Ep°t) 8mec? |
= Enr - AEre| (423)

umgeformt werden. # Eyin, < moc?, d.h. fur p2/2m§c2 < 1, kann man die dheren Glieder der Reihen-
entwicklung vernactilssigen. Dann stellt der Tet,e = —%;2 in (4.2.3) die relativistische Korrektur
des Hamilton-Operators dar.

Wir betrachten jetzt den Erwartungswert dieser Energiekorrektur, den wir-mit-ihz wie folgt schrei-
ben lonnen:

. R .
AEre = (AHre)) = W/wn,l,mm4wn,l,m dav . (4.2.4)

Setzen wir hier die Eigenfunktione#l,| ,, des Wasserstoffatoms ein, so erhalten \iirden Zustand
(n,1) den relativistischen Korrekturterm (vergleiche hierzu Seite 92)
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Z2a?

AEreI = En[ n

(- rr172) o)

3 1 (4.2.5)

wobeiZ = 1 fur das Wasserstoffatom. Diese Energieverschiebung wird 2aokin-Termgenannt.

Die Konstante

e

4rreg hc

= 7.297353x 10°° ~ (4.2.6)

137

ist die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstanmtelche die klassische Elektronengeschwindigkeauf
der ersten Bohrschen Bahn in Einheiten der Lichtgeschwindigkaitgibt. DieSommerfeldsche Fein-

strukturkonstante: ist das MaRifir die Stirke der elektromagnetischen Wechselwirkung und daher in der
Quantenelektrodynamik als Entwicklungskoeffizient von grof3er Bedeutung. Wir weisen darauf hin, dass
nur die Tatsache, dass die Elektronen im Wasserstoffatom noch keine relativistischen Geschwindigkeiten
aufweisenjiberhaupt eine Beschreibung im Rahmen der nichtrelativistischen Quantenmechanik mit Hil-

fe der Schddinger-Gleichung eriglicht. Die relativistische Korrektur ist nur von der@&enordnung
a? =5x107°. Dies erfordert eine hohe A@#ung zur Detektion dieser Effekte. Da weiterhin der Fak-
tor Z* eingeht, ist die Feinstruktur bei Atomerlrerer Kernladungszal@ wie z.B. He" leichter zu

beobachten.

Die Gesamtenergie des Zustandesl) konnen wir mit der relativistische Korrektur wie folgt aus-

dricken:

3 1

e (4n - |+1/2> +O(oc3)] : (4.2.7)
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4.3 Die Spin-Bahn-Kopplung: Feinstruktur

Wir hatten schon bei der Diskussion relativistischer Korrekturen in Absghnjtt 4.2 gezeigt, dass es eine
Feinstruktur der Spektren jenseits der Vorhersagen der spinloseid8uayer-Gleichung gibt. Als Grund

fur diese Feinstruktur wurde die relativistischen Korrektur ausgemacht, welche die Entartung zwischen
Zustinden mit gleicher Hauptquantenzatdber ungleicher Bahndrehimpulsquantenzadufhob. Ne-

ben dieser relativistischen Korrektur gibt es nun auch noch eine Korrektur gleich@e@rdnung, die

auf den Spin ziirckzufihren ist. Da diese Aufspaltung ebenfalls sehr klein ist, hat sie den NB&@iren
strukturerhalten. Wir wollen die Ursachéif diese Feinstruktur in diesem Abschnitt diskutieren.

Bei den bisher diskutierten Korrekturen haben wir den Spin des Elektrons niclgkisahtigt. Da das
Elektron aber einen Spin mit zugitigem magnetischen Moment aufweist, muss es im klassischen Bild
zur Wechselwirkung dieses Moments mit dem durch die Bahnbewegung erzeugten Magnetfeld kommen.
Dies wird durch die quantenmechanische BerechnungtigistDabei folgt der Wechselwirkungsterm

aus der nicht-relativistischendferung der Dirac-Gleichung. Experimentell erweisen sich alle Ener-
gieniveaus des Wasserstoffatoms it 0 als Dubletts, falls man sie mit gégend hoher spektraler
Auflésung untersucht. Das Gleiche giltrfdie Alkali-Atome, die dem Wasserstoff sedtlich sind, da

sie nur ein Valenzelektron besitzen. Die Feinstruktur der Spektren kann ihre Ursache nur im Spin des
Elektrons haben, da die exakteddungen der Scbdinger-GIeichur@ohne Spin keine Aufspaltung der
durch die Hauptquantenzamdefinierten Energieniveaus Iiefe{fh.

Ein weiteres typisches Beispidlif die Feinstruktur von Atomspektren ist die gelbe Doppellinie des
Natriums. Die beiden Frequenzen der D-Linie entsprechenltergingen des Leuchtelektrons von
3p-Niveaus in den 8Grundzustand. Die Aufhebung der Entartung zwischprud 3 ist dabei auf

die Abschirmung des Kerns durch die inneren Elektroneiickaufihren. Die weitere Aufspaltung in

A1 = 5890 nm undA, = 5896 nm, was einer Energiedifferenz vt = 2 meV oderAv = 17 cnmt
entspricht, ist den relativistischen Korrekturen und der Spin-Bahn-Kopplung zuzuschreiben. Die relative
Aufspaltung betagt also ziemlich genau 0.1%.

4.3.1 Der Spin-Bahn-Kopplungsterm

Da die Behandlung der Spin-Bahn-Kopplung durch die nichtrelativistischbeNing der Dirac-
Gleichung relativ auf@ndig ist, wollen wir hier ein halbklassisches Modell zur Ableitung der Spin-
Bahn-Kopplung verwenden. Wir tun dies deshalb, weil zum grataishen Versindnis klassische Plau-
sibilitatsargumente ausreichend sind. Man bezeichnet die halbklassische Methéel¢@ismodelbder
Vektorgetistmodell

Die Bewegung des Elektrons um den Kern ergibt im Ruhesystem des Elektrons eine Bewegung des Kerns
um das Elektron (siehe Abp. 4.2). Diese Kernbewegung entspricht einem Elementarstrom, dessen Mag-
netfeld mit Hilfe des Gesetzes von Biot-Savart (4.6.1) errechnet werden kaneirfe Kreisbewegung

ergibt sich

_ Hole S 4
Bi = 47”3(v><( ) = 4mr3

1Die exakten Bsungen existieren nuiif das Wasserstoffatom. Im Falle der Alkaliatome kommt es auf Grund der Abschir-
mung des Kernpotenzials durch die Rumpfelektronen zur AufhebuntyEetartung. Wir werden sper genauer auf dieses
Phanomen zuickkommen. Es unterscheidet sich aber gratelieh von der hier diskutierten Feinstruktur.

2Auch das Proton besitzt wie das Elektron einen Spin. Deshalb ist als Urdactie fAufspaltung der Spin des Protons
nicht auszuschlieRen. Wie wir &er sehen werden, beeinflusst der Protonenspiadaish die Elektronenniveaus. Didghirt
zur so genannten Hyperfeinaufspaltung.

(Vxr) (4.3.1)
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wobei —r den Vektor des umlaufenden Kerns im Bezugssystem des Elektrons bezejghisttdie
Induktionskonstante des Vakuums. Da= mer x v, ist der Klammerausdruck nichts anderes-als/me.
Somit folgt

HoZe
B = L. 4.3.2
' 47r3meg ( )

Bei der Ricktransformation wird dieser Ausdruck mit dem so genaniiieomas-Faktorl/2 multi-
pliziert, der nur durch die exakte relativistische Rechnung ibedgt werden karﬁ.lm MagnetfeldB,
erfahrt der Spin eine Zusatzenergie

ME,s = —ps B = 95#5 (S-By) (4.3.3)

wobei us = —gsugS/h verwendet wurde. Mit| (4.3|2) erhalten wir dann die Spin-Bahn-Korrektur zum
Hamilton-Operator zu

n poZe & = UoZ€ ~ ~
AH s = aa—=(S'L) ~ L 4.3.4
LS 95“88nr3meﬁ<s ) 871_”%'.3 (S ) ( 3 )
und damit fir den Erwartungswert
G HoZ€
AE s = (AHis) ~ Bamar? (S-L) . (4.3.5)

Hierbei wurde der Thomas-Faktor ugg~ 2 beificksichtigt. Setzt man einen Bahnradius vénan, so
ertalt man fir Z = 1 (Wasserstoffatom) MagnetfeldBr ~ 1 Tesla, was zu Aufspaltungen der Niveaus
im Bereich von einigen 100 me\ihrt. Dies ist im Einklang mit den experimentellen Befunden.

Durch die Spin-Bahn-Kopplung spalten somit die Energiewgstelie ohne Bdiicksichtigung des Spins
erhalten wurden, in die Werte

LoZ€

En,l,s = En+AELS = En+87[7n'%r3 <SL> (436)

auf.

3Siehe z.B. J. D. Jacksol|assische Elektrodynamikle Gruyter Berlin (1988).
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(@) 0

N

Hs

+Ze L

Abbildung 4.2:Halbklassisches Modell der Spin-Bahn-Kopplung: (a) Im Ruhesystem des Kerns kreist
das Elektron um den Kern. (b) Im Ruhesystem des Elektrons kreist der Kern um das Elektron.

4.3.2 Der Gesamtdrehimpuls

Wir haben in Kapite[ B gelernt, dass die Eigenzumste der Elektronen in Einelektronenatomen, also
auch im Wasserstoffatom, ohne Spin-Bahn-Kopplung durch die Quantenrahlenms charakterisiert
werden k')nnerﬂ Wir bringen dies dadurch zum Ausdruck, dass wir die Eigetdngst algn, |, m, ms)
schreiben. Da Spin und Bahndrehimpuls in verschiedersami@n wirken, handelt es sich bei den Ei-
genzusinden um ein direktes Produkt von Bahn- und Spinfunktiofgn; ms) = Wy m(r) - 7(ms) (ver-
gleiche Abschnitt 34).

Mit dem oben abgeleiteten Spin-Bahn-Kopplungsterm schreibt sich der Hamilton-Operator des Einelek-
tronenatoms in der Form

A= L omerm D (437
mit
_ HoZ€
o = (4.3.8)

Es gilt nun die Eigenfunktionen vohl zu finden. Mit dem Kopplungsterm sind die Funktionen
In,I, m,ms) sicherlich keine Eigenfunktionen vadt, da

[EZal'A'] = () “/—\27(§E)]
= F(r)[fz,(fx-§+fy-§,+fz-3)
= AT (N{Ly-S—L-§} # 0 (4.3.9)
und ebenso

“Die Quantenzats haben wir dabei immer nicht explizit aufggfrt, da dieseifr einzelne Elektronen immer= 1/2 ist.
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S H] = T(N[S.(SD]#0. (4.3.10)

Damit sindm und ms keine guten Quantenzahlen mehr, d.h. es ist némgér nadglich, die Eigenfunk-
tionen des Systems nach den Eigenwerten lvphzw. S, zu klassifizieren. Dies wird unmittelbar im
klassischen Vektormodell vegstdlich (siehe Ably. 4]3b). Durch den Spin-Bahn-Kopplungsterm koppelt
der Spin an den Bahndrehimpuls, d.h. wimkien uns beide um den Gesamtdrehimpuls

J = L+S (4.3.11)

prazedierend vorstellen, wobgirfJ wie fur jeden Drehimpuls gilt:

g = Vi(i+1)h
J = mh mit mj=—j,—(j—1),...,+(—1),+] . (4.3.12)

Aus (4.3.11) entnehmen wir, dass wir die Drehimpulse wie Vektoren behandeirek, wobei wir al-
lerdings noch die Quantisierungsbedingung@nDrehimpulse[(4.3.12) bécksichtigen riissen. Man
bezeichnet aus diesem Grund die halbklassische Methode als Vektormodell.

Durch die Kopplung vorL. und S zu J sind aber die Projektionen vdn und S auf die z-Achse nicht
mehr fest und somit, undS, keine Erhaltungs@fien mehr. Im freien Atom verlieren alSaundL ihre
Bedeutung, da sie uthprazedieren und somit nicht mehr statiosind. Das Drehimpulsverhalten wird
durchJ mit seinen Quantenzahlgrundm; bestimmt.

Die Wertel unds behalten dagegen ihrel@igkeit als gute Quantenzahlen bei, da

H = [$H = 0. (4.3.13)

Nebenl2 und S vertauscht auci?, wegen

[32,AH] = [L2H]+2[(L-S),A]+[SH =0 (4.3.14)

mit dem Hamilton-Operator. Auch diese Tatsache wird vom Vektormodell richtig wiedergegeben (siehe
Abb.[4.3b). Daiiberhinaus ist, wie man leicht zeigen kann,

A = 0. (4.3.15)
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Abbildung 4.3:Vektormodell der Kopplung des Bahndrehimpulses L und des Spins S zum Gesamt-
drehimpuls J. In (a) ist der Zustand charakterisiert durch die Quantenzahlen (m,l,s,ms) und ist damit
Eigenzustand zu den Operatoren [2, §2, EZ und §Z Im Vektormodell kommt dies dadurch zum Aus-
druck, dass sowohl L als auch S um die z-Achse préazedieren. J? ist damit nicht definiert, wohl aber J,,
d.h. der Gesamtdrehimpuls besitzt eine feste Projektion auf die z-Achse. In (b) prazedieren sowohl L als
auch S um die Richtung des Gesamtdrehimpulses J. Damit ist weder die Projektion von L noch von S
auf die z-Achse fest, d.h. m und ms sind keine guten Quantenzahlen mehr. Hingegen ist die Projektion
von J auf die z-Achse fest. Der Zustand kann also durch die Quantenzahlen (j,m;,l,s) charakterisiert
werden.

Damit ergibt sich ein neuer Satz von Quantenzahlen

n,j,m;,sl (Quantenzahlen bei Spin-Bahn-Kopplung) (4.3.16)

die anstelle der vorher verwendenten Quantenzahlem, ms (vergleiche[(3.4)6)) zur Charakterisierung

der Eigenzusinde des Elektrons im Wasserstoffatom mit Spin-Bahn-Kopplung herangezogen werden
konnen. Die beiden Kglichkeiten, d.h. Quantenzahlen entweder nach (3.4.6) pder (4.3.16), sind im
Prinzip Wllig gleichberechtigt. Beide ergeben, dass g% 2ustinde zu jedem vorgeihlten Wertn =
1,2,3,... gibt. In dem Schema von (4.3]16) kennzeichnen wir die Elektronenkonfiguration durch die
Gesamrt%rehimpulsquantenzahl als nachgestelltem Index. Tabélle 4.1 gibbgliehan Zusinde bis
n=4a

4.3.3 Energieniveaus des Wasserstoffatoms bei Spin-Bahn-Kopplung

Im Falle des Wasserstoffs mit nur einem Elektron in délélist die Situation einfach. Den komplizier-
teren Fall der Vielelektronenatome besprechen wir efdtespDa fir das eine Elektron immesr=1/2

5Anmerkung: Die Kopplung von Drehimpulsen stellt im Prinzip nicht anderes als einen Basiswechsel dar. Wenn wir z.B. be-
haupten, dass der Spin stark an den Bahndrehimpuls koppelt, so bringen wir damit zum Ausdruck, dass der Hamilton-Operator
einen Term entélt, der mitJ aber nicht mitL; oderS; vertauscht. Die geeignete Basis zur Entwicklung der Eigenfunktionen
ist daher j, mj,1,s). Die mbglichen Werteffr j ergeben sich adsunds tiber die Clebsch-Gordon Koeffizienten. Dies bedeutet,
dass nur eine einges@mkte Zahl von Kopplungen aglich ist.
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n |
0 \ 1 \ 2 \ 3
1 181/2
2 2517 2p12 2Pz
3 3s1/2 3p12 3p32 | 3d32  3ps)2
4 4s1 /> Apyo APz | 4dzp Aps, | Afsn Afgn

Tabelle 4.1Elektronenzustande im Wasserstoffatom unter Berticksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung.

gilt, ist nurmg = +1/2 moglich. Die daraus resultierende vektorielle Kopplung der Drehimpulse ist in
Abb.[4.3 veranschaulicht. Es folgt, dass die Gesamtdrehimpulsquantgmaatdie Werte

j = 1+Z und j=1-= (4.3.17)

annehmen kann.
Durch Quadrieren vorj (4.3.]11) erhalten wir die Relation

(SL) = (P12

= SRLG+D10+D) -s(s+1) - (4.3.18)

Damit lasst sich Gleichung (4.3.6) schreiben als

Enij = En+/12LS[J'(J'+1)—|(|+1)—S(s+1)] (4.3.19)

mit der Spin-Bahn-Kopplungskonstante

ZeR?
Ms — ‘;‘;rmgrg. (4.3.20)

Die Energiewert&, spalten damit je nach Spinstellung in die beiden Komponenteflt+1/2 und
j =1—1/2 auf. Zum Beispiel ergibiifr | = 1 die eckige Klammer irf (4.3.190if j = 3/2 den Wert 1, ir
j = 1/2 dagegen den Wert -2. Depg,-Zustand ist dadurch urh s/2 nach oben, derg ,-Zustand
um —A_s hach unten verschoben.

Fur die Energiedifferenz der beiden Zastle mitj =1+ 1/2 undj =1 —1/2 erkalt man allgemein
3 1\  poZeh? 1

wobei hier der klassische Bahnradius eingeht.

© Walther-Meil3ner-Institut



Abschnitt 4.3 RyYsik IV 145

4.3.4 Die Feinstruktur beim Wasserstoffatom

Wir wollen nun eine Abschitzung fir die durch[(4.3.1]9) angegebenen Energiewerte geben. Dazu muss
eine quantenmechanische Beschreibung herangezogen werden, bei der der AthstalBktrons vom

Kern nicht fest ist. Es gibt vielmehr eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die durch das Quadrat der Wel-
lenfunktion angegeben wird.

Der Mittelwert der Spin-Bahn-Kopplungskonstardsst sich mit Hilfe des Erwartungswertes vofr®L
bestimmen:

7R 1
(As) = ﬁm@ /WhmﬁWMmmﬁ (4.3.22)

Verwendet man den Radialanteil der Wasserstoffwellenfunktion, so ergibt die Rechnung

Z2%a?

A S T Sy

, (4.3.23)

wobei o die Sommerfeldsche Feinstruktur-Konstante ist.

Der Abstand zwischen den beiden Zaurstlen mitj =1+1/2 undj =1 —1/2 lasst sich mi 9) und
(4.3.23) schreiben als

_ 1 ZZaZ
AE = l+=) = -En—
LS /1Ls<+2> T

ZZ

~53x10°Ey ———— .
. "0+ 1)

12

(4.3.24)

Die Aufspaltung ist also sehr klein gegérer den Energiel, der Terme(n,l), was die Bezeichnung
Feinstrukturrechtfertigt. Die relative Gifte der Feinstrukturaufspaltuf s/En ~ a® ~ 1074, wird
groRenordnungsafig durch die Feinstruktur-Konstantebestimmt. Wir sehen ferner, dass die Fein-
strukturaufspaltung mit wachsendemnd| abnimmt, aber proportional zum ProdiZ? ansteigt. Da
En 0 22/r?, gilff]

74

8Fur den Wasserstofff2Zustand giltZ = 1, n =2, | = 1 undE, = —3.4 eV. Damit erkilt manAE, s = 4.6 x 10-5eV oder
0.37cm ™.
Man erlilt dieselbeZ-Abhéangigkeit, wenn maniir r im Wechselwirkungsternj (4.3.8) einfach den Bohrschen Ragius
4meoh?n? /Z€me verwendet. Es ergibt sich dann, dés,, [ Z*/n. Die Abhangigkeit von der Hauptquantenzahbird also
vollig falsch wiedergegeben, falls man nicht mit den quantenmechanischen Erwartungswerten rechnet.
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A S p d

0.108 cm* 0.036 cm*

LE.=-0.56:10% eV 2Py,

2s 3'#
1/2

AE. = -1.13:105 eV

2Py,

A\
\\

AE. = -1.810% eV

1sy),

Abbildung 4.4: Termschema des Wasserstoffatoms bei Berlicksichtigung der Spin-Bahn-
Wechselwirkung und der relativistischen Massenzunahme. Die gestrichelten Linien geben die
Lage der Energieniveaus E, ohne die Korrekturterme an.

Berucksichtigen wird sowohl die relativistische Korrektur (4}2.7) als auch die Spin-Bahn-Kopplung, so
erhalten wir durch die Addition vof (4.2.5) urjd (4.3.18) die Energie eines Zustandesl, j)

Z0? 1 3

Das entsprechende Termschema ist in Abl. 4.4 gezeigt. Es ist ersichtlich, deksedgangn = 2 nach
n =1 (Lyman-Serie) aus zwei Komponenten bestekt. dte Balmer-Seriern(= 3 nachn = 2) ergeben
sich 7 Komponenten. Wegen der Entartungy fallen jedoch zweimal je zwei Komponenten zusammen.

Wir kdnnen insgesamt folgenden wichtigen Sachverhalt festhalten:

Im Coulmbfeld hangt die Energie eines Elektronenzustandes nicht von der Bahndre-
himpulsquantenzahl | ab. Alle Terme mit gleichen Quantenzahlen n und j haben die
gleiche Energie.

Diese Aussage trifft aber nuiif Einelektronenatome im kugelsymmetrischen Coulomb-Potenzial zu,
da hier der 1r-Verlauf des Coulomb-Potenzials sowohl in die relativistische Korrektur als auch in die
Spin-Bahn-Kopplungskonstante eingeht. Bei Atomen mit mehr als einem Elektron gilt dies nicht mehr.
Dort haben Zugtnde mit verschiedenen Wertdir f aber gleichenj unterschiedliche Energien.

Spektroskopische Notation

Wir mochten an dieser Stelle die spektroskopische NotationAtome mit Spin-Bahn-Kopplung
einfuhren. Es seli die Quantenzahl zum Drehimpulsoperator @wehtsprechend die Quantenzahl zum
Spin-Operator. Dann bezeichnen wir den elektronischen Zustand des Atoms mit
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S (4.3.27)

wobei j fur die Quantenzahl des Gesamtdrehimpulses stehtt omicHilfe der spektroskopischen Sym-
boles p,d, f,... angegeben wird. Die als linker oberer Index angegeldduiéiplizitat 2s+ 1 gibt die
Zahl der fir | # 0 auftretenden Feinstrukturkomponenten an.

Fur Systeme mit nur einem Elektron, wie z.B. Wasserstoff, gilt imneer 2 = 2. Deshalb &sst man
die Multiplizitat hier oft weg. lar ein gegebendskann j nur die Wertd 4+ 1/2 annehmen. Wir erhalten
damit die im Termschema von Aljb. 4.4 gezeigte Notation.
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4.4 Die Lamb-Shift

Durch hichstaufbsende Spektroskopie am Wasserstoffatom stellte es sich heraus, dass durch die
Beriicksichtigung relativistischer Korrekturen und der Spin-Bahn-Kopplung das Spektrum des Wasser-
stoffatoms immer noch nicht volétdig beschrieben werden kann. Diese Uamglichkeit in der theo-
retischen Beschreibung ist der Vernaddigung der Wechselwirkung des Elektrons mit dem quantisier-
ten elektromagnetischen Feld zuzuschreiben, die nur im Rahmen der Quantenelektrodynamik (QED)
richtig beschrieben werden kann. Um ein Atom, das elektromagnetische Strahlung absorbieren und
emittieren kann, richtig zu beschreiben, muss man die Wechselwirkung des Atoms mit dem Strah-
lungsfeld beiicksichtigen, die zu der so genannteamb-Shiffiihrt. Diese Wechselwirkungihrt dazu,

dass Zusinde mit gleicher Drehimpulsquantenzamicht notwendigerweise entartet sind, wie dies in
Abb.[4.4 dargestellt ist. Aufgrund der Lamb-Verschiebung gilt also:

Energieniveaus mit gleichem nund j aber unterschiedlichem | fallen nicht exakt zusam-
men. Es treten Energieverschiebungen in der GréRenordnung von 10-¢eV auf.

Wir wollen nun kurz die physikalische Ursache der Lamb-Shifawern. Die Wechselwirkung eines
Atoms mit dem Strahlungsfeld tritt nicht nur bei Absorption oder Emission eines Photons auf, sondern
auch bei so genannterirtuellen Wechselwirkungsprozess@&ei diesen Prozessen kann das Elektron

im Coulomb-Feld des Kerns auf einer ZeitskAla< h/AE = 1/ ein Photon der Energiew absor-

bieren bzw. wieder emittieren, ohne dass dabei der Energiesatz venleth#t .viDiese Wechselwirkung

fuhrt zu einer kleinen Verschiebung der Energieterme, deréfé&wvon deraumlichen Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit des Elektrons im Coulomb-Feld des Kerns und damit von den Quantemzahten

| abhangt. Einige der zur Renormalisierung der Dirac-Niveaus beitragenden Prozesse sind[in JAbb. 4.5
dargestellt. Sie sind auchrfdie schon er&hnte Abweichung des Elektrongr-aktors vom Dirac-Wert

virtuelles
e e Photon e e e e e e
Teilchen-
Antiteilchen
Schleife
Ze Ze Ze Ze
Coulomb- anomales  Vakuum-Polarisation = Renormalisierung der
Gesetz magnetisches Ladungsre- Elektronenmasse:
Moment: normalisierung: Av=+1017 MHz
Av = +68 MHz Av=-27 MHz

Abbildung 4.5:Feynman-Diagramme, die zur Streuung eines Elektrons an einer statischen Ladung bei-
tragen. Das linke Diagramm entspricht dem uns vertrauten Coulomb-Gesetz. Die weiteren Diagramme
sind von der Ordnung a? und ziehen eine Renormalisierung des magnetischen Moments, der Ladung
und der Masse nach sich. Die Frequenzangaben zu den Diagrammen beziehen sich auf den jeweiligen
Beitrag zur Verschiebung des 2s, - gegentiber dem 2p; »,-Niveau. Die Lamb-Verschiebung kann experi-
mentell auf 0.1 MHz genau vermessen werden. Dies erlaubt es, die Beitrage der einzelnen Diagramme
getrennt zu verifizieren. Dabei werden Diagramme hoherer als der gezeigten Ordnung (2-Schleifen-
Beitrage) von Bedeutung. Die eigentliche Grenze bei der theoretischen Vorhersage des Termschemas
stellt der nicht exakt behandelbare Einfluss der Protonenstruktur auf die Elektronenfrequenzen dar.
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Willis Eugene Lamb (geb. 1913), Nobelpreisifr Physik 1955:

Willis Eugene Lamb wurde am 12. Juli 1913 in Los Angeles geboren.

Er begann 1930 sein Studium an der University of California at Berkeley undwmm
erhielt dort 1934 den Bachelor of Science in Chemie. Im Jahr 1938 erhielt eran
der gleichen Universiit seinen Doktortitel. Seine Doktorarbéiver die Ana-

lyse der elektromagnetischen Eigenschaften von Kernsystemen wurde von J.R
Oppenheimer betreut.

Nach seiner Doktorarbeit ging er an die Columbia University und wurde dort
1945 Assistant Professor, 1947 Associate Professor und 1948 schlieflich Full
Professor. Von 1943 bis 1951 war er auch mit dem Columbia Radiation La- %=
boratory assoziiert, wo er seine mit dem Nobelpreis ausgezeichneten Arbeiten
machte. 1951 ging er an die Stanford University als Profegsdpliiysik. Von '
1953-1954 war er Morris Loeb Lecturer an der Harvard University. Von 1956

bis 1962 war er Fellow of New College and Wykeham Professor of Physics an
der University of Oxford, England. 1962 wurde er Henry Ford Il Professor of
Physics an der Yale University, New Haven, Conn.

Im Jahr 1953 erhielt er den Rumford Premium der American Academy of Arts
and Sciences. Die University of Pennsylvania verlieh ihm einen Ehrendoktorim
Jahr 1954. Er erhielt ferner 1955 den Research Corporation Award. Er ist Mit-
glied in einer Zahl von National Academy of Sciences und Fellow der American
Physical Society.

N,

g = 2 verantwortlich. Da die Lamb-Verschiebung sehr genau vermessen werden kann, stellte sie einen
hervorragenden Test der QED dar.

Wir wollen nun die physikalische Ursache der Lamb-Verschiebung qualitativ anhand eines anschaulichen
Modells klarmachen. Durch die virtuelle Absorption und Emission von Photonen macht das Elektron auf-
grund der PhotoneiickstlRe eine Zitterbewegung im Coulomb-Potenzial des Kerns (siehg Abb. 4.6a).
Seine mittlere potentielle Energie kann dann aufgrund der Schwankdmgirs Bahnradius durch

_Ze2< 1
Ameg 'r + Or

(Epot) ) (4.4.1)

ausgedickt werden. Bei einer statistischen Verteilung ist zw&m) = 0, aber((r + 8r)~%) # (1/r), so

dass eine Verschiebung der Energieniveaus stattfindet. Die genaue Berechnung dieser Energieverschie-
bung erfordert die Benutzung der Quantenelektrodynamik, die eine volle Beschreibung deiif¢omh

und ihrer Wechselwirkung mit einem Strahlungsfeld liefert.

Die Effekte dieser Wechselwirkung sind im Allgemeinen sehr klein und ihre experimentelle Beobachtung
erfordert hochgenaue spektroskopische Methoden. Mit den heutigen Methoden der Laserspektroskopie
lassen sich allerdings bereits Verschiebungen im Bereich von 0.1 MHz odé&telObeobachten Das
genaue Termschema des= 2 Zustandes des Wasserstoffatoms ist in Abb 4.6b gezeigt. Die Lamb-
Verschiebung ist am gfRten fir dens-Zustand, weil der Einfluss vodr auf Eyo fir kleiner am gioiiten

ist. Die Messung der Lamb-Shift ins2,-Zustand gelang als erstewillis Lamb undRobert Rether-

ford im Jahr 1947.

Wir wollen im Folgenden kurz das Experiment von Lamb und Retherford vorstellen. Lamb und Re-
therford benutzten die Methode deesonanzspektroskopi#a eine Trennung der Linien mit Hilfe der
normalen optischen Spektroskopie an der Dopplerverbreiterung scheitern musste. Bei der Resonanz-
spektroskopie wird ein elektronischbergang direkt durch Einstrahlen von Licht der entsprechenden
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Abbildung 4.6:(a) Zur Veranschaulichung der Zitterbewegung eines Elektrons aufgrund der Emission
und Absorption von virtuellen Photonen. (b) Feinstruktur und Lamb-Verschiebung beim Wasserstoffni-
veau mit n=2.

Wellenlange induzierﬂ Im Falle der Lamb-Verschiebung handelt es sich um elektromagnetische Strah-
lung im Bereich der Mikrowellen. Der Versuchsaufbau ist in 4.7 gePpitplekularer Wasserstoff

wird in einem Ofen bei 250 dissoziiert. Bei dieser Temperatur liegt etwa 60% des Wasserstoffs in
atomarer Form vor. Das sich im Grundzustarsg,d befindende Atom wird durch Elektroned8e in

das 2, ,-Niveau angeregt. Dieses Niveau ist metastabil, d.h. es hat eine sehr lange Lebensdauer, da
der direkteUbergang in den Grundzustand verboten ist. Die Metastabilitn atomaren Niveaus ist

ein im Detail komplexes Thema. So weist das,2Niveau in Abwesenhe#ul3erer elektrischer Felder
tatsachlich eine Lebensdauer im Sekundenbereich auf. Falls jedoch ein noch so kleines externes Feld
prasent ist, wird, wie wir siter bei der Diskussion des Stark-Effekts noch lernen werden, dgpt 2
Zustand eine @, ,-Komponente beigemischt. Da dep;2,-Zustand schnell in dassi/»>-Niveau zeréllt

(t ~ 10 %sec), ist das & >-Niveau je nach 3irke der Beimischung mehr oder minder metastaliif. F
Teilchen, wie die von Lamb untersuchten H-Atome, die sich mit Geschwindigkeiten von etwa 8 km/s be-
wegen, beitigt man Lebensdauern, die 10s iiberschreiten, falls man siger Strecken von mehreren

cm transportieren will. Dies iwrde sehr kleine Felder von wenigen V/cm verlangen, die in ddreNles
Detektors nur schwer zu verwirklichen sind i@klicherweise wird die Lebensdauer durch die Nichtent-
artung der &, >- und 2p; >-Niveaus auf Grund der Lamb-Verschiebung uber zwei Gé3enordnungen

erhbht. In anderen Worten: Die Lamb-Verschiebung erleichtert ihre eigene Detektion.

Die so paparierten, metastabilers,2,-Atome durchqueren einen Mikrowellenhohlraumresonator. Dem
Mikrowellenfeld ist ein durchstimmbares Magnetfélderlagert. Durch Einstrahlen der Mikrowellen
kann manUbergange zwischen den Zeeman-Niveaus der 2, 2ps - und %, ,-Zustéinde induzieren
(die Erklarung des Zeeman-Effekts erfolgt in Abschpitij 4.6 4.7). Dpehaveaus nicht metastabil
sind, erfolgt ein strahlenddibergang in den Grundzustand. Die metastabilgm2Atome lassen sich
Uber ihre Wechselwirkung mit einer Wolframobéardhe detektieren. Bei diesem Prozess wird die durch
denUbergang des Wasserstoffsatoms va)2Zustand in dend; ,-Grundzustand frei werdende Ener-

"Voraussetzung ist natlich, dass detJbergang erlaubt ist. Es war schon sefithfibekannt (Grotrian 1928), dass die
Hauptquantenzah keinen Einfluss auf die Auswahlregeln hat. Direktbergange von 2, nach 2y, sind also a priori
erlaubt.

8W.E. Lamb, Jr. and R.C. Retherforiine Structure of the Hydrogen Atom. Parfthys. Rev79, 549 (1950).
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Abbildung 4.7:(a) Lamb-Retherford-Experiment. (b) Zeeman-Aufspaltung der 2s, ,-, 2py >~ und 2pg)»-
Niveaus und ihre Ausnutzung zur Messung der Lamb-Shift. (c) Originaldaten von Lamb und Rether-
ford (Phys. Rev. 79, 549 (1950)) zur Bestimmung der Niveauverschiebung als Funktion des Magnet-
felds im 2s/2p-System des Wasserstoffs. Die Punkte stellen die Messdaten dar, durchgezogene Linien
entsprechen theoretischen Vorhersagen der Dirac-Theorie, wobei die Lamb-Verschiebung zusatzlich
berticksichtigt wird. Man stellt fest, dass sich die Linien schon bei relativ schwachen Magnetfeldern
kreuzen. Eine klare Trennung von Spin-Bahn-Kopplung und Zeeman-Effekt (siehe Abschnitt und
ist nicht mehr maglich.

gie von 10.2 eV dazu benutzt, um aus dem Metall ein Elektron absenl Der Strom der freigesetzten
Elektronen &sst sich experimentell leicht messen. Bestimmt man nun die ig&ihbrim gemessenen
Elektronenstrom als Funktion des angelegten Magnetfeldasfschiedene, feste Mikrowellenfrequen-
zenv, so lassen sich die Zeeman-Niveaus dessgstems experimentell vermessen. Man stellt auf diese
Weise fest, dass das,2,-Niveau gegeiber dem P, ,-Niveau um etwa 1 GHz oder 0.035 change-
hoben ist. Dabei kann détbergang von &, nach 2, , direkt angeregt werden oder aber man schlief3t
aus der Magnetfeldalingigkeit der &, <—— 2p3/, Uberdgange auf die Existenz der Verschiebung.

Im Experiment wird bei fest eingestellter Hochfrequenz die MagnetfalkistB so variiert, dass
Ubergange zwischen den Zeeman-Komponenten in Resonanz mit der Hochfrequenz kommen. Dies wird
fur verschiedene fest eingestellte Frequenzen wiederholt. Durch lineare Extrapolation der so bestimmten
v(B)-Kurve aufB — 0 erhélt man dann die gesuchte Verschiebung (siehe Abb. 4.7c). Der von Lamb
und Retherford bestimmte Wew(2s, , «— 2p;/») = 1.05 GHz stimmt sehr gut mit dem theoretischen
Ergebnisiberein.

Die Lamb-Verschiebung des-Grundzustandes kann inzwischen durch Vergleich der Frequenzen zweier
elektronischetJberginge mit grof3er Genauigkeit vermessen werden (siehb. 4.8). Man benutzt dazu

2003



152 R. GROSS Kapitel 4: Das Wasserstoffatom

(a) Detektor
H, H-Atomstrahl
= 'H'
T 1s — 2s T 2s —4p
Wasserstoff- A A
ofen Frequenz- v,
verdoppler
Laser Strahlteiler Spiegel
(b) v 4pyp
L2
V.0
2
i " z Av, (2s)
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A V,0
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Abbildung 4.8:Schematischer Versuchsaufbau und Termschema zur Messung der Lamb-Verschiebung
des 1s-Zustandes.

e den Zwei-Photonefibergang %> nach 3,5, der nur dann raglich ist, wenn zwei Photonen
gleichzeitig absorbiert werden (eine Eikling folgt spter bei der Diskussion der Auswahlregeln).

e denUbergang 8/ nach 4, ,, der ein erlaubter Ein-Photondibergang ist.
Nach der Sclirdinger- bzw. Dirac-Theorie soll gelten

VE(IS12 —  2Si/5) =4v3(2S12 — 4pyj2) -

Bei Beiticksichtigung der Lamb-Verschiebungen, die den 4, ,-Zustand vernachksigbar klein ist,
gilt:

vi = VY—AE amp(18) + AE amn(29)
Vo = VI—AE amn(29) .

Im Experiment wird die Differenz
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gemessen. Da\E; ;mp(2s) aus dem Lamb-Retherford-Experiment bekannt ist, kann die Lamb-
Verschiebung des Grundzustandes aus der Messunfywbestimmt werden.

DerUbergang $— 2swird durch Zwei-Photonenabsorption des Licht eines Lasers der Fregugtter
frequenzverdoppelt wird, angeregt, so dass- 4v|_F_’] Der gemessene Wert der Frequenzverschiebung
betiagt

Av(lsy,) = 8.17287629) GHz .

Aus der sehr gazise bestimmten Frequemz lasst sich ferner ein sehr genauer Wértdie Rydberg-
Konstante ableiten. Der zur Zeit genaueste Wetist

Ry = 1097373156863991)m 1t .

9T. W. HanschHigh Resolution Spectroscopy of Hydrogen‘The Hydrogen Atom”, G. F. Bassani, M. Inguscio, and T.W.
Hansch eds., Springer, Berin (1989);
siehe ferner T. Udem et al., Phys. Rev. L&8, 2646 (1997).

10H. G. Dosch (ed.)Teilchen, Felder, SymmetrieBpektrum, Heidelberg (1995).
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4.5 Die Hyperfeinstruktur

Bisher haben wir den Kern nur als purikiinigen Massenpunkt mit LadungZe betrachtet, dessen
Wechselwirkung mit dem Elektron durch das Coulomb-Potenzial beschrieben werden kann. Unter die-
sen Annahmen haben wir durcldéen der Sclidinger-Gleichung die Energieniveaus des Wasserstoff-
atoms abgeleitet und deren Feinstruktur @rklUntersucht man die Feinstruktur des Wasserstoffatoms
allerdings mit sehr hoher Aufsung, so stellt man fest, dass die Feinstrukturkomponenten ihrerseits eine
Substruktur besitzen. Diese sehr kleine Aufspaltung, die man nur mit dopplerfreien spektroskopischen
Methoden aufisen kann, nennt man dityperfeinstrukturder Spektrallinien.

Die Hyperfeinstruktur Bngt mit dem Drehimpuls des Atomkerns zusammen. Atomkerne besitzen aul3er
ihrer Ladung+Ze einen Drehimpulg, derKernspingenannt wird. Ganz allgemein gilif einen Kern
mit Drehimpulsl gemalR den QuantenregelarfDrehimpulse

N = ii+1)h (4.5.1)
l, = mhA mit i —(i—1),..., A —1),+i . (4.5.2)

Im Falle des Wasserstoffatoms wird der Kern durch ein Protonnit/2 gebildet, so dag$| = \/3/4h
undm = +1/2.

Aufgrund der Kernladung-Zeist mit dem Kernspin ein magnetisches Moment
Bio= Ol und Hiz = Gtk M (4.5.3)

verkniipft. Hierbei istg; der Kern-g-Faktorund ux dasKernmagnetondas in Analogie zum Bohrschen
Magneton als

UK = —b = up ¥ = 5050783 1720) x 10-27J/T (4.5.4
2mp mp

definiert ist, wobeimp die Protonenmasse ist. Das Kernmagneton ist also um den Faltop ~ 1/1836
kleiner als das Bohrsche Magnetoriirlleng-Faktor des Protons @

gp = 5.585 694 772126).
Wir missen jetzt die Wechselwirkung des Gesamtdrehimpuldes Hillenelektrons mit dem Kernspin

| betrachten. Diese Wechselwirkung besteht aus zweid&gstr, die zur Aufspaltung und Verschiebung
der Energieniveaus der Elektronditik fuhrt:

e Die Wechselwirkung des magnetischen Kernmoments mit dem durch das Elektron am Kernort
erzeugten Magnetfeld (Zeeman-Effekt des Kernmomentes im atomaren Magnetfeld).

e Die Wechselwirkung des elektronischen magnetischen Moments mit dem vom Kernmoment er-
zeugten Magnetfeld.

11Das Proton ist kein Fundamentalteilchen wie das Elektron. Folggiskt Isich sig-Faktor auch nicht aus dem Dirac-
Formalismus ableiten. Das Proton ist aus drei Quarks aufgebaut. Quarks sind Fermionen mi2Spier Protonenspin ist
somit bereits ein resultierender Spin, der durch die Kopplung der Spins der drei Quarks entsteht.
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Abbildung 4.9:Zur Wechselwirkung zwischen dem magnetischen Kernmoment g und dem Magnetfeld
Byrs, das (a) durch die Bahnbewegung des Elektrons und (b) durch das magnetische Spinmoment pis
des Elektrons am Kernort erzeugt wird. (¢) Kopplung des Gesamtdrehimpulses J des Elektrons und des
Kernspins | zum raumfesten Gesamtdrehimpuls des Atoms F=J+S.

Kernmoment im Magnetfeld des Elektrons

Das Kernmomenj; hat in dem vom Elektron mit Gesamtdrehimpdls- L + S am Kernort erzeugten
HyperfeinfeldBnrs (siehe Abb[ 4.9) die Zusatzenergie

AEdrs =  —pi-Brrs = —|uil|Brrs| cog<(J,1)) . (4.5.5)

Man fuhrt nun, wie bei der Kopplung von und S zu J, den Gesamtdrehimpuls von Kern und Elektro-
nenhulle als Vektorsumme

F = J+I (4.5.6)

ein (Vektorgetistmodell). Hierbei muss wieder gelten

Fl = Vvi(f+1h (4.5.7)

F, = mih (4.5.8)
mit

f = j&i (4.5.9)

m = —f,—(f—1),...(f—1),f (4.5.10)

Wegend -1 = 1/2(F? — J? — 12) ergibt sich (siehe Abb. 4.9¢)
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J-1
cog<(J,1 =
_ }f(f—i—]..).—J(J-i-]..).—l(l-i-l) . (4.5.11)
2 Vi(i+1) Vili+1)
Mit |ui| = giux+/i(i + 1) betiagt die Hyperfeinenergie des Wasserstoffatoms dann
A L s
AEjrs = > (f(f+1)—j(j+1)—i(i+1)] , (4.5.12)
wobei die Hyperfeinstrukturkonstante
_ 9ikkBurs (4.5.13)
jj+1)

vom Hyperfeinfeld und damit vom Gesamtdrehimpuls des ElektronaragihDie Energieniveaus, j
spalten somit durch die Hyperfeinstrukturwechselwirkung in die Hyperfeinstrukturkomponenten

Ehrs = En,l,j+%[f(f+1)—j(j+1)—i(i+1)] (4.5.14)

auf.

Fur das Wasserstoffatom im Grundzustand ist1/2 und j = 1/2 und damitf = O oderf = 1. Damit
erhalt man die Hyperfeinaufspaltung (siehe Abb. 4.10)

3A
Enrs(f=0) = Eip1/2— 7
A
Brurs(f=1) = B2ty (4.5.15)

Das Hyperfeinfeldyrs am Ortr = 0 des Kerns &ngt aulR3er vom Drehimpulsdes Elektrons von seiner
raumlichen Aufenthaltswahrscheinlichkeit ab. Diese wird durch das Absolutquadrat der Wellenfunktion
|Wn |2 bestimmt. fr s-Zustinde erklt man

2
A= ZHoQi e i |Pn(r = 0)%.

Der Grundzustands}, des Wasserstoffatoms spaltet in die Terine O undf = 1 auf. In einem klei-
nen Magnetfeld (das Magnetfeld muss so klein sein, dass die Kopplunywaehl zu F erhalten bleibt:
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Abbildung 4.10Hyperfeinstrukturaufspaltung des Grundzustandes im Wasserstoffatom.

anomaler Zeeman-Effekt, siehe Absch 4.6) bleibt fler 0 Zustand ungeétt, da nurm; = 0 er-

laubt ist, vahrend derf = 1 Zustand eine Zeeman-Aufspaltung in drei Terme zeigt£ 0,+1). Man

spricht daher vonsingulett-(f = 0) oderParawasserstoffund Triplett- (f = 1) oder Orthowasser-

stoff Wie in Abb.[4.1] gezeigt ist, stehen beim Singulett-Wasserstoff der Spin des Elektrons und des
Kerns antiparallel, whrend beim Triplett-Wasserstoff eine parallele Einstellung vo@m. starken
aulReren Magnetfeldermg B > AEyrs) wird die Kopplung vond undl zu F aufgehoben und man it

den Paschen-Back-Effekt (siehe AbscHnitt 4.7.2). Im Gegensatz zur Feinstruktur tritt der Paschen-Back-
Effekt bei der Hyperfeinstruktur bereits bei kleinen Magnetfeldern auf\Eja-s kleiner ist und damit

die Bedingungug B > AEgg bereits bei kleinen Feldern éift werden kann.

Beim Ubergang zwischen dem Triplett- und dem Singulett-Zustand wird Strahlung der Freguenz

1.42 GHz bzw. der WelledingeAy = 21.1 cm ausgesandt, die im Mikrowellenbereich liegt. Beim Aus-
senden der Strahlung muss der Spin des Elektron gekippt werden, man spricht deshalb von einem Spin-
Flip-Ubergang. GeR? den allgemeinen Auswahlregelir Dipolstrahlung, auf die wir sier noch zu
sprechen kommen, sind Spin-Fliberginge verboten. Das heif3t, didvergangswahrscheinlichkeit bei
Strahlungsemission ist nurber fdhere Momente fglich und daher sehr klein. Im Labor kann man
deshalb diesetybergang kaum beobachten, da die Abregung eher durch StoR stattfindet. Da aber im
Weltraum im interstellaren Gas grof3e Mengen an atomarem Wasserstoff vorliegen, wird trotzdem die
21 cm Linie in gefigender Intensiit ausgesendet, um sie auf der Erde mit empfindlichen Antennen be-
obachten zu d’mnerﬁ] Die Untersuchung der 21 cm Linie spielt in deadioastronomieine wichtige

Rolle, weil ihre Untersuchung Auskurifiber die Dichteverteilung, Geschwindigkeiten und Temperatur
von Wasserstoffatomen im Universum gibt.

Dipol-Dipol-Wechselwirkung

Der zweite Beitrg zur Hyperfeinstruktuasst sich als Dipol-Dipol-Wechselwirkung zwischen dem mag-
netischen Dipolmoment des Kerns und dem der Elektroménlauffassen. Dieser Beitrag ist Nulirf
die kugelsymmetrischen Ladungsverteilungen der Elektronen is-deistanden, da hier der Mittelwert
des elektronischen Moments verschwindet. Er spielt deshallindiuséinde mitl > 1 eine Rolle. Bei
diesen Zusinden ist der oben diskutierte Beitrag klein, da die Elektronendichte am Kernort Null ist.

12Beim s-zustand ist wegeh= 0 immerJ = S.
13Eine solche Antenne ist z.B. das Radioteleskop in Effelsberg bei Bonn.
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Hyperfeinstruktur durch Isotopieeffekte

Nach3.2.1P ist die Rydberg-Konstante der Einelektronensysteme durch

gegeben, wobeiix = memy /me + my und my die Kernamsse eines Kerisist. Wir sehen also, dass
unterschiedliche Isotope mit unterschiedlichen Kernmassen verschiedene Rydberg-Konstanten und da-
mit unterschiedliche Spektren besitzen. Die zu einzelnen Isotopérayeten Linien sind geringgig
gegeneinander verschoben. Diese Tatsaithed zur Entdeckung des Deuteriums dudsby.

© Walther-Meil3ner-Institut



Abschnitt 4.6 RyYsik IV 159

4.6 Das Wasserstoffatom im Magnetfeld: Normaler Zeeman-Effekt

Wir wollen in den folgenden Abschnitt das Verhalten des Wasserstoffatorsg3aren magnetischen

und elektrischen Feldern diskutieren. Wir werden sehen, dass das Spektrum des Wasserstoffs durch diese
Felder modifiziert wird. Die dabei auftretenden Effekte sind mmmale und anomlae Zeeman-Effekt
derPaschen-Back-Effekind derStark-Effekt

Wir wollen mit der Diskussion des Wasserstoffatoms in eidefderen Magnetfeld beginnen. Man stellt
experimentell fest, dass sich das Spektrum von Wasserstoff durch Anlegen eines Magnetfeldes beeinflus-
sen Bsst. Die Linien des Wasserstoffatoms spalten im Magnetfe@ver wollen in diesem Abschnitt
deshalb das Verhalten des H-Atoms in eir@m3eren Magnetfeld analysieren. Dabei werden wir anfangs

ein halbklassisches Modellerwenden, bei dem die Bewegung des Elektrons als klassische Kreisbahn
beschrieben wird ifr dessen Drehimpuls allerdings die Quantenbedingupg +/I (I + 1)h gelten soll.

Den Spin werden wir zuichst vernackissigen. Wir werden $per in Abschnitf 4]7 sehen, dass die
Berucksichtigung des Spins zu einem komplexeren Verhalten (anomaler Zeeman-Effekt) f

4.6.1 Klassisches Teilchen im Magnetfeld
Magnetisches Moment der Bahnbewegung

Ein sich bewegendes, geladenes Teilchen stellt nach der klassischen Elektrodynamik einen=Strom
—evdar, der mit einem magnetischen F&derknipft ist. Ist die Bahn geschlossen, so ergibt sich das
Feld am OrtP Uiber das Biot-Savartsche Gesetz der Elektrodynamik zu

| rdsxr
_ %f . P (4.6.1)
P

wobeirp den Abstand des stromleitenden Elemesgsrom AufpunktP angibt (siehe Abld. 4.11)u0

ist die Induktionskonstante des Vakuums. Ist die Dimension der Leiterschleife klein gegen den Abstand
r, bei dem das Magnetfeld gemessen wird, so haben wir es mit einem magnetischen Dipolfeld zu tun,
welches sich im Fernfeld der Form nach nicht von einem elektrischen Dipolfeld unterscheidet. Es kann
unablangig von der genauen Form der Leiterschleife aus der Kenntnis des magnetischeruPlymls
rechnet werden, welcher durch

w = (1-A)f (4.6.2)

gegeben ist. Hierbei bezeichnitdie Flache, die von der Leiterschleife umschlossen wird, ardie
Richtung der Fichennormalen.

Fur ein “klassisches Elektron” auf einem Orbit mit einer Umlauffrequerzw /27 = 1/T erhalten wir
die Stromshrke

1Beim Wasserstoffatom ist diese Aufspaltung, wie wiatsp sehen werden, klein. Sie ist daher aufgrund der Doppler-
Verbreiterung, welche ihre Ursache in der thermischen Bewegung der Atome hat, nicht leicht zu beobachten.
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L A « P

A ds \'P
A .

Ky

Abbildung 4.11:Klassisches Modell fir Drehimpuls L und magnetisches Moment p, eines auf einer
Kreisbahn umlaufenden Elektrons.

| = =2 = —— = —— (4.6.3)

wobei wir implizit die Kreisfrequenzo definiert haben, und die letzte Ideatinur fur eine Kreisbahn
mit Radiusr und klassischer Bahngeschwindigkedilt. Diese Bewegungufhrt zu einem magnetischen
Moment

w = (I-Ah = ———rr°n | (4.6.4)

Das magnetische Moment kann auf einfache Weise mit dem Drehimpuls in Verbindung gebracht werden.
Mit

L = rxp=rmvn (4.6.5)
erhalten wir
S (4.6.6)
moo= =0 e .0.

Hierbei istg, = 1 derLande-Faktordes Bahndrehimpuls.

15Da der Lan@-Faktor des Bahndrehimpulses eins igtyikte man ihn eigentlich weglassen. Wir benutzen trotzdem in den
Gleichungery;, um die Analogie zum Spin aufzuzeigen, g~ 2 ist.
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Pieter Zeeman (1865 - 1943), Nobelpreisif Physik 1902:

Pieter Zeemanwurde am 25. Mai 1865 in Zonnemaire geboren.
Er war seit 1900 Professor in Amsterdam. Auf Anregung von Lorentz entdeck-
te er 1896 den magnetooptischen Effekt der Aufspaltung von Spektrallinien (bei
Natrium, und spter bei Zink und Cadmium) in mehrere eng benachbarte Lini-
en, welche Michael Faraday vergeblich gesucht hatte. Mit einem Spektralapparat
groBer Aufbsung entdeckte er, dass diedBe des Linienabstandes proportio-
nal der magnetischen Feldske ist. Dieser sfter nach ihm benannte Zeeman-
Effekt wurde zur Erforschung der Feinstruktur der Atome herangezogen. Hendrik
Lorentz fand eine klassische Eakling dieses Effektes, nach der jede Spektralli-
nie eines Atoms in drei Komponenten aufspalten sollte. Dieses Lorentz-Triplett
bezeichnete man als normalen Zeeman Effekt. Das Aufspalten von Atomen j
kompliziertere Strukturen wurde aus historischeiiiiglen als anomaler Zeeman
Effekt bezeichnet. 1902 erhielten Lorentz und Zeemamrhre Entdeckung den
Nobelpreis @ir Physik.

Pieter Zeeman verstarb am 9. Oktober 1943 in Amsterdam.

Niveauaufspaltung im Magnetfeld: der normale Zeemann-Effekt

Wir betrachten nun den Effekt désiReren Magnetfeldes auf die Energieniveaus des Wasserstoffatoms.
In einemaul3eren MagnetfelB ist die potentielle Energie eines magnetischen Dipols mit dem magneti-
schen Momenjy, durch

gegeben. Mit Hilfe des Drehimpulsesist sich die potentielle Energie als

e
Epot = G5 LB (4.6.8)

ausdiicken. Wir wissen, dass der Drehimpuls in der Richtung des angelegten Magnetfeldes (wir nehmen
hier wieder 0.B.d.A dig-Richtung) nur die Wertenh annehmen kann, so dass wir mit= 1

eh
Epot = ﬁmB (4.6.9)

erhalten. Hierbei istn die Orientierungsquantenzahl oder aushgnetische Quantenzaldie nur die
ganzahligen Werte-l < m< 4l annehmen kann.

Den konstanten Vorfaktor (vergleiche hierzu (3/4.4) in Abschniit 3.4, )

eh
Mg = o = 9274008 9937) x 1024 J/T = 5.788 381 74843) x 10 °eV/T . (4.6.10)
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m = +1
=1 m=0 iAE:uBB |=2
moa |

Abbildung 4.12:Zeeman-Aufspaltung der Energiezustande mit | = 1 und | = 2 in einem auReren Ma-
gnetfeld (normaler Zeeman-Effekt).

nennt man daBohrsche Magneton

Damit kdbnnen wir die durch da&ul3ere Magnetfeld verursachte Zusatzenergie als

AEpe = mugB (4.6.11)

schreiben und wir erhalten die Energiewerte des Wasserstoffatoms im Magnetfeld zu

Enim = Ecoulom(N, 1) +mugB , (4.6.12)

wobei Ecoulomy(n, 1) die Elektronenenergien im Coulomb-Feld des Kerns ohne angelegtes Magnetfeld
sind. Die ohneaulReres Magnetfeld entartetgh + 1) m-Zustinde bei vorgegebenen Werten voond

| spalten also im Magnetfeld auf in di@l + 1) Zeeman-Komponentésiehe Abb| 4.12), deren Abstand
ugB betiagt.

Mit Hilfe des Bohrschen Magneton®knen wir [4.6.5) wie folgt schreiben:

—

i
s glﬁ-

(4.6.13)

Das heil3t, das Ved#itnis des magnetischen Moments in Einheiten ygrzum Bahndrehimpuls in Ein-
heiten vonh ist g, = 1. Das bedeutet, dass der Bajpraktor oder dagyromagnetische Vedftnis der
Bahnbewegung des Elektrons eins ist, wogegen der &piaktor des Elektrongs ~ 2 ist (vergleiche

Abschnit3.4).

Wir kbnnen zusammenfassen:

Die zu einer Quantenzahl | gehdrenden (2l 4+ 1) entarteten Energieniveaus spalten in
einem auReren Magnetfeld aufgrund des mit dem Bahndrehimpuls |L| = /I (I + 1)h ver-
knipften magnetischen Moments auf. Dieser Effekt heif3t normaler Zeemann-Effekt.

Wir wollen darauf hinweisen, dass wir den Spin bishélig vernachéssigt haben und deshalb die
gezogenen Schisse nur iir Singulett-Niveaus§ = 0) gilt. Bei Berlicksichtigung des Spins wird das
Verhalten komplexer (siehe Abschiitt 4.7).
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Abbildung 4.13Zur Veranschaulichung des Zeeman-Effekts: Klassische Prazession von Drehimpuls L
und magnetischem Moment g um die Feldrichtung. Im Gegensatz zu einem klassischen Drehimpuls
darf die zzKomponente des guantenmechanischen Drehimpulses allerdings nur diskrete Werte L, = mh
annehmen.

Prazessionsbewegung

Da durch dasiul3ere Magnetfeld die Kugelsymmetrie des Coulomb-Potenzials gebrochen wird, bleibt
der Drehimpuls nicht mehr zeitlich konstant. Wie auf den elektrischen Dipol im homogenen elektrischen
Feld so wirkt auf den magnetische Dipol im homogenen magnetischen Feld ein Drehmoment

D — uxB. (4.6.14)

das senkrecht sowohl apf als auch auB = (0,0, B, = B) steht. Das Drehmomeriitfirt in vollséndiger
Analogie zur mechanischen Kreiselbewegung z@zEssion der Dipolachge um die Feldrichtunds,
d.h. um diez-Achse (siehe Abb. 4.13). Bei derdzessionsbewegung bleibt dieKomponente des Dreh-
impulses erhalten, der Vektdr prazediert um die-Achse auf einem Kegel mit defdffnungswinkel
cost = L/|L]|.

Fur die Pazessionsfrequenz erhalten wir

D Bsi B
DI _ |ml[Blsind e o #eB (4.6.15)

> IL|sing  |L|sin® = 2me h

Die Prazessionsfrequenz wird aldarmorfrequenz des Elektrons bezeichnet und [3ejr
87.94 GHz/Tesla. Wie aug (4.6]15) abzulesen isingt die Larmorfrequenz nicht von der relati-
ven Einstellung des magnetischen Momepiszum MagnetfeldB, d.h. nicht vom Winkels ab.
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Abbildung 4.14:Normaler Zeeman-Effekt: (a) Aufspaltungsbild und Polarisation einer Spektrallinie mit
der Mittenfrequenz vo bei transversaler und longitudinaler Beobachtungsrichtung. (b) Termschema far
Zeeman-Ubergange mit Am= +1 in Absorption und Emission.

Dieses Verhalten liegt in der Antiparallglitvon p und L begiindet. Diese Anitparalleﬁn@ ist bei
Dipolfeldern, die durch die Bewegung von negativen Ladungen auf geschlossenen Bahnen erzeugt wird,
zwingend.

Polarisation der Spektrallinien

Wir haben in Physik 1l gelernt, dass Photonen einen Drehimpulsavoriiir rechts- 61) und links-
zirkular (o) polarisiertes Licht besitzen.aliit ein zirkular polarisiertes Photon inRichtung auf ein
Atom im MagnetfeldB = (0,0,B;)), so haben bet*-Polarisation alle Photonen den Drehimpulf

und bewirken deshalb bei ihrer Absorption ekederung des atomaren Drehimpulseslum= +h. Das
bedeutet, dass zwischen den atomaren&hastn nutJbergange mitAm= my—m = +1 auftreten. Bei

o~ -Polarisation werden entsprechend bilvergainge mitAm= —1 induziert. Die gleiche Argumentation
konnen wir auf die Emission anwenden. Beobachtet man die Emission in Richtung des Magnetfeldes,
so treten die beidea™- und o~ -zirkular polarisierten Komponenten auf. Beobachtet man die Emissi-
on senkrecht zur Feldrichtung, so treten drei linear polarisierte Komponeriealérisation) auf: Eine
unverschobene mit deils-Vektor parallel zuB und zwei verschobene mi L B (siehe Abb[ 4.14a).
Eine genauere Eréitung folgt in Abschnit2 bei der Eédung der Auswahlregelrif Ubergange
zwischen verschiedenen Energieniveaus.

Die Zeeman-Aufspaltung ist nach (4.6.11) unaibdig von den Quantenzahlerl, das heil3t, alle ato-
maren Zusinde sollten die gleiche Aufspaltudde = ugB und damit den gleichen Abstand zwischen
den Zeeman-Komponenten zeigen. Daraus folgt, dass jede Spektrallini&/bemgang voring, Ix) nach
(n;,1;) immer in drei Zeeman-Komponenten roit -, 6~ - und z-Polarisation aufspalten sollte. Der Fre-
quenzabstand der drei Linien ist jewels = AE /h = ugB/h (siehe Abb| 4.14b).

16Bei positiven Ladungen finden wir eine parallele Kopplung.
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4.6.2 Vertiefungsthema:
Quantenmechanische Beschreibung

Wir wollen in diesem Abschnitt kurz diskutieren, wie wir das oben diskutierte Problem Wasserstoffatom
in einemaulleren Magnetfeld quantenmechanisch beschreitenek. fir eine quantenmechanische
Beschreibung liassen wir zuachst den Hamilton-Operator aufstellen. Aus der klassischen Physik wissen
wir, dass wir die Energie eines Teilchen mit der Laduregpei Anwesenheit eines Feldes aus derjenigen
ohne Feld erhalten, indem wir den Impwplslurchp + eA ersetzen:

P — p+eA . (4.6.16)

Hierbei istA das Vektorpotenzial der elektromagnetischen Felder bezei€hrets A lasst sich das
magnetische Feld als

B = VxA (4.6.17)

ableiten. Nach unserddbersetzungsregel ist deshalb der quantenmechanische Hamilton-Opérator f
ein Teilchen ohne Spin durch

S ST
H = o (P+eA?+V(n) (4.6.18)

gegeben. Hierbei isA(r,t) eine gevdhnliche Funktion von Ort und Zeit. Operatoreigenschaften kom-
men dem Vektorpotenzial nur insofern zu, als der Ortsvektor, von dem ésgthlein Operator ist, der
allerdings in der Ortsdarstellung diagonal ist.Dand p nicht vertauschen, kommutiert auBicht mit

p und man muss bei der Augirung des Quadrats auf die Reihenfolge achten.

Fuhrt man das Quadrat explizit aus, indem man die Vertauschungsrelationgn=venhV undf be-
achtet, so er@t man

. R2 eh .~ 9 & .
H = ——V?+—— |2A-V+V-Al+_——A21V(r)
2Me 1 2Me 2Me
Fur A wahlen wit8

17Das elektromagnetische Feld ist hier noch nicht quantisiert, d.h. diese Theorie erlaubt es nicht, die Emission und Absorbtion
von Lichtquanten im Detail zu beschreiben. Deshalldistuch kein Operator, der auf das elektromagnetische Feld wirkt (im
Sinne der Photonenerzeugung und Vernichtung).

18\ir haben es hier mit einem Eichproblem zu tun, d.h. mit der TatsacheAdais$it eindeutig definiert ist.
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A = —ZrxB, (4.6.20)

so dass die Bedingungen

B = OxA (4.6.21)
OA = 0 (4.6.22)

beide er@illt sind. Setzen wir das Vektorpotenzial in (4.6.19) ein, so erhalten wir diet8iiger-

Gleichung
Mo fae ERunle = ev (4.6.23)
o Vo — . 6.

Fur den speziellen FaB = (0,0, B, = B) haben wir das Vektorpotenzial

Xy . (4.6.24)

Setzen wir dieses Vektorfeld in (4.6]19) ein, so folgt die 8dimger-Gleichung

—izvz+ist +ﬁ(x2+y2)+\7(r) Y = EY (4.6.25)
2Me 2me © ' 8me - ’ e
wobei wir die Identiét
- h/ o 0
L, = i<X8y_y8x> , (4.6.26)

verwendet haben. Bei gégend kleinen Magnetfeldern kann man dermBiguadratischen Term ge-
geriiber dem Glied mit, vernach&ssigerﬁﬂ Qamit bleiben aber die Wellenfunktion&, m weiterhin
Losungen der Schdinger-Gleichung (déL,,H] = 0)

19pies gilt natirlich nur dann, wenn dieses Glied nicht Null ist, d. fih £ O.
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R, - eB ~ eB
L —L,¥Y = EW+_—mhV¥. 4.6.27
[ > O +V(r)]‘P+2 L, n +2 ml ( )

Die Entartung des-Raums wird allerdings aufgehoben, d.h.

eh
E = En7|7m = En7| + ﬁB m = Eny_| +‘LLBB m 5 (4628)

wobeiE,) die Energie des ungésten Systems bezeichnet. Wir haben also das semiklassische Ergebnis
des normalen Zeeman-Effekts reproduziert.

Wir wollen hier noch einmal auf die Bedeutung verals den bestimmenden Faktor der komplexen Pha-
se & der Wellenfunktionen hinweisen. Dies éjuivalent zur Bedeutung vdnim Zusammenhang mit
dem komplexen Phasenfaktdf eder Wellenfunktionen freier Teilchen. &tirendik dem Erwartungs-
wert des linearen Impulsoperatgrentspricht, gibtmh den Erwartungswert des Drehimpulsoperafqrs
an. Ein direktes intuitives Verdhdnis der Aufspaltung ist dadurch erschwert.
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4.7 Anomaler Zeeman- und Paschen-Back-Effekt

In Abschnitt{4.6 haben wir den normalen Zeeman-Effekt diskutiert. Als zentrales Ergebnis hatten wir
erhalten, dass die Spektrallinien in einaof3eren Feld in die verschiedenen Zeeman-Komponenten auf-
spalten, wobei die Aufspaltung unabigig von den Quantenzahlenund| war. Diesenormale Auf-
spaltunggilt aber nur tir Zustinde, deren Gesamtsfin= Y 5 = 0 ist (z.B bei Atomen mit zwei Elek-
tronen, deren Spins antiparallel koppeln, da wir bei der Diskussion in Abschnitt 4.6 den Spin gar nicht
bericksichtigt haben). Wir wollen nun eine genauere Diskussitmein, wobei wir insbesondere den
Spin explizit mit beticksichtigen. Alle Niveaus mit nicht verschwindendem Spin zeigen im Magnetfeld
eine wesentlich kompliziertere Linienaufspaltung, die die historisch entstandene Bezeiahoumagjer
Zeeman-Effekragt.

Ohne Magnetfeld bleibt der Gesamtdrehimplits L + Sin einem kugelsymmetrischen Potenzial zeit-
lich konstant. Wir haben gesehen, dass danmd S um die Richtung vord prazedieren riissen (siehe
Abb.[4.3b). Wird nun ein kleineduRReres Magnetfeld = (0,0, B, = B) eingeschaltet, so prediert das
magnetische Moment; und damit aucld um diez-Achse (siehe Abl. 4.15a).

4.7.1 Der anomale Zeeman-Effekt

Wir missen nun die @fRe des externen Magnetfeldes mit debr des durch die Bahnbewegung
des Elektrons erzeugten Magnetfeldes vergleichen. Wir betrachten zuerst den Fall, dass letzteres viel
groRRer ist als das externe Feld, d.h. die Zeeman-Aufspaltung soll viel kleiner sein als die Feinstruktur-
Aufspaltung aufgrund der Spin-Bahn-Kopplung. In diesem Fall bleibt die Kopplund-vand S zu J
erhalten, das heif3t, der Gesamtdrehimpuls

J = L+S
mit

Bl = Vvii+1Dh

bleibt im auReren Magnetfeld dem Betrag nach erhalten. Seine Richtung ist aber nicht mehr fest, weil
das mitJ verkniipfte magnetische Momeptj; = 1 + pus im Magnetfeld ein Drehmoment

D = pjxB (4.7.1)

erfahrt. Wegen

mo= —gl%-L und ps = —Gse2 S (4.7.2)

folgt
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Abbildung 4.15:(a) Prazession von J um die z-Achse in einem auBeren Magnetfeld. (b) Vektorielle Zu-
sammensetzung des Drehimpulses und des von ihm erzeugten magnetischen Moments. (c) Prazession
aller magnetischen Momente und Drehimpulse um die Magnetfeldrichtung.

Us

ni = —% (QL+0S) (4.7.3)
oder

| s Os |S|

s = 4.7.4

|| a L] ( )

Dags # g1, stellen wir fest (siehe Abp. 4.]L5b):

Obwonhl p stets antiparallel zu L und us stets antiparallel zu S steht, kann g nicht
antiparallel zu J gerichtet sein.

OhneaulReres Magnetfeld i§thach Betrag und Richtung zeitlich konstant. @ dem durch die Bahn-

bewegung des Elektrons erzeugten Magnetfedg@diert, musg; um die Richtung vod prazedieren.
Sein zeitlicher Mittelwert ist durch die Projektion v aufJ gegeben (siehe Abp. 4]15b):
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Bi-J
rj) =
_ M (LI S
DaJ=L +§S, folgt
L-J = }[J2+|_2—52}
2
15, .
= 552 [(j+2)+1(1+1) —s(s+1)] (4.7.6)
und
1.5, .
S = SP(+D-10+)+s(s+1)] . (4.7.7)

Damit kdnnen wir (4.7.p) unter Benutzung vgn= 1 undgs ~ 2 als

3j(j+1)—1(1+1)+s(s+1)

<Hj> = —UB 2 /iG+ 1)
= gjus v i(j+1)
|
= Qjlus 9 (4.7.8)

schreiben. Dabei ist dérande-FaktoPd definiert durch

- i+ —=1(1+1)+s(s+1)
g = 1 250170 : (4.7.9)

Wir sehen, dass willir s= 0 und damit] = L, d.h. fur einen reinen Bahnmagnetismgs~= 1 erhalten.
Andererseits erhalten witlf fur | = 0 und damit) = S, d.h. fir einen reinen Spinmagnetismgs,= 2.
Tragen sowohl Bahndrehimpuls und Spin zum magnetischen Moment bei, sgj legischen 1 und 2.

Wir betrachten nun die Situation mit externem Magnetfeld. Der Gesamtdrehimpuls kann nur die Projek-
tionen

J, = mjh mit —j<m <+

20per Faktorgj wurde von Lané empirisch aus der Aufspaltung der Spektren im Magnetfeld gefunden. Dies gab den Anlass
zum Bild der Vektoraddition der Drehimpulseund S germ& den hier diskutierten Regeln des Vektoigémodells.
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B=0 B>0 mo n
b
2Py, A A i 3/2
g, =4/3 % -1/2
A -3/2
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Abbildung 4.16Zeeman-Aufspaltung fir die Zusténde 1s, ,, 2p;/, und 2ps/, des Wasserstoffs.

annehmen. Deshalb ist dieKomponente des mittleren magnetischen Moménts gegeben durch

(nj)z = —mj-gj-us (4.7.10)

und die Zusatzenergie im Magnetfeld

AEm, = —{(uj),B = mgjusB . (4.7.11)

Damit erhalten wir die Aufspaltung zwischen zwei benachbarten Zeeman-Komponenten zu

AEmj,mjil - g] HUB B . (4712)

Aus (4.7.12) knnen wir folgendes schlieRRen:

Da der Landé-Faktor g; vom Zustand (j,l) abhéangt, ist die Aufspaltung fiir Niveaus
mit unterschiedlichen Quantenzahlen (j,l) im Gegensatz zum normalen Zeeman-Effekt
verschieden. Das Aufspaltungsbild ist somit beim anomalen Zeeman-Effekt komplizier-
ter.

Im Allgemeinen gibt es im Gegensatz zum normalen Zeeman-Effekt mehr als drei Linien. Als Beispiel
ist in Abb.@ die Zeeman-Aufspaltungrfdie Is; ,-, 2p; - und 2p3/-Zustinde des Wasserstoffs
gezeigt. Man eralt fur denUbergangs; ;> — py /2 vier und fir denUbergangs; , — p3/» sechs Zeeman-
Komponenteff]]

21Eine genaue Erldrung der Auswahlregeln erfolgt ersiser in KapiteBS.
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Friedrich Louis Carl Heinrich Paschen (1865 - 1947):

Friedrich Paschenwurde am 22. Januar 1865 in Schwerin geboren.

Von 1884 bis 1888 studierte er erst an der UnivatsBerlin und dann in
Strassburg, wo er 1888 promovierte. AnschlieRend war er als Assistent an der
Akademie in Minster besdiftigt. 1901 wechselte er an die Technische Hoch-
schule Hannover und wurde dort 1895 Privatdozent. Diese Stelle hielt er inne bis
er 1901 einen Ruf als ordentlicher Professor naahifigen erhielt. Er konstru-

ierte hochempfindliche Galvanometer und Quadrantenelektrometer. Er befasste
sich hauptachlich mit spektroskopischen Untersuchungen und dehnte 1908 die
Balmersche Formel auf die von ihm entdeckte infrarote Spektralserie des Wasser-
stoffspektrums aus (Paschen-Serie).ilnrfe Wellenhngenmessungen der Spek-
trallinien des Wasserstoffs und Heliums durch und entdeckte 1912 zusamm
mit Ernst Back (1881 - 1959) den nach ihnen benannten, in starken mag
schen Feldern auftretenden Paschen-Back-Effekt. 1916 bestimmte er exper
tell die Rydberg-Konstante. Von 1924 bis 1933 war éxsdRitent der Physikalisch-

Technischen Reichsanstalt in Berlin Charlottenburg und von 1925 - 1947 Honorarprofessor an der dlrBetiit

Friedrich Paschen verstarb am 25. Februar 1947 in Potsdam.

4.7.2 Der Paschen-Back-Effekt

Wir haben bisher den Fall betrachtet, dass digZardes durch die Bahnbewegung des Elektrons erzeug-
ten Magnetfeldes viel gif3er ist als das externe Feld. In diesem Fall bleibt die Kopplund-vand S zu

J erhalten. Zum Beispiel betgt im Falle des Natriumatoms die Spin-Bahn-Aufspaltung gei¥eaus

17 cnmt, wahrend die Zeeman-Aufspaltung mit etwa 0.3¢mro Tesla zu Buche scigt. Man bebtigt

also sehr starke Felder, um in den Bereich der Spin-Bahn-Aufspaltung vorzudringen. Das externe Feld
kann deshalb meist als schwach betrachtet werden und die Eigéndestes Natriumatoms sind daher
haupt&chlich durch die Spin-Bahn-Kopplung bestimmt, was die Beschreibung der Zeeman-Aufspaltung
durch einen Langscherg;-Faktor erndglicht.

Da die Spin-Bahn-Aufspaltung der Kernladung zur vierten Potenz proportional ist (siehe|(4.3.25)), wird
die verwendete Bherung umso schlechter, je leichter die Kerne sind. Im Falle des Wasserstoffatoms
betiagt die Spin-Bahn-Aufspaltung nur einige 0.1chmwas einer Zeeman-Aufspaltung in Feldern von
weniger als einem Tesla entspricht. In einemiggend starke@ufReren Magnetfeld stellt sich nun die
Situation anders dar. Die Spin-Bahn-Wechselwirkung ist jetzt &cher als die Wechselwirkung der bei-

den Momentgy und us mit B. Wir wollen in der folgenden Betrachtung die Spin-Bahn-Wechselwirkung
als eine vernachksigbar kleine Korrektur betrachten. In diesem Fall orientiererLsisid S unablangig
voneinander gegéier derz-Achse geral3 den Quantisierungsregélpn= mh undS; = mgh. Die Spin-
Bahn-Kopplung ist durch die Wirkung des starkar3eren Feldes aufgebrochen, der Gesamtdrehimpuls
J ist somit nicht mehr definiert. Wir haben es dann mit einem System zu tun, dass durch

. R2 ~
H = ——V2+V(r). 4.7.1
ZNV +V(r) (4.7.13)

und die magnetische Zusatzenergie

DEpg = —"Z gL B+0sS B (4.7.14)
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Abbildung 4.17:Zur Veranschaulichung des Paschen-Back-Effekts: Im starken Magnetfeld bricht die
Spin-Bahn-Kopplung auf. L und S liegen jeweils auf einem Kegelmantel um die z-Achse und sind nicht
mehr zu einem Gesamtdrehimpuls J gekoppelt. Gezeigt ist die Situation m =1und mg=—1/2.

bestimmt wird. Der Zustand des Elektrons wird dann durch die Quantenzatland deren Orientie-
rungsquantenzahlem und ms beschrieben. Die Quantenzahlgrund m; sind dagegen keine guten
Quantenzahlen mehr. Das heif3t, die Quantenzafiidnm, ms) sind, wie im Falle ohne Spin-Bahn-
Wechselwirkung, gute Quantenzahlen. Im klassischen Vektormodekegdreren sowoHl als auchS
um die Feldrichtung (siehe Abpb. 4]17). Man spricht vBaschen-Back-Effekt

Die Energieeigenwertg, von H sind auf Grund der Wechselwirkung im starken Magnetfeld um die
Zusatzenergie

AEpg = (gim+gsms) ug B (4.7.15)

verschoben. Man kann schnell nachvollziehen, dass sich im Vergleich zum schwachen Magnetfeld nichts
an der Gesamtzahl der magnetischen Teandert. Allerdings ist nun die Aufspaltung nicht mehr
aquidistant.

Wir wollen uns die Physik des Paschen-Back-Effekts am Beispiel des Natriumatoms verdeutlichen (siehe
Abb.[418:

e Dadiej-Quantenzahl nicht mehr definiert ist, sind die ungegen Bohrschen Zughde 3und 3
Ausgangspunkt der Betrachtungen.

e Der 3-Zustand spaltet wegen= 0 undms = +1/2 in zwei Niveaus auf. Die Energiedifferenz ist

e Im 3p Zustand gibt es sechs verschiedene Kombinationennven0,+1 undms = +1/2. Die
Energiedifferenzen zwischen diesen Zusten sind entwed@kEnyagn = g|uBB oder AEmagn =
2gs,uBB bzw. eine Kombination von beiden Ausdiken. Da abeg usB ~ nguBB usB, erhal-
ten wir, wie beim Zeeman-Effekiquidistante Niveaus. Digquidistanz ist aber eine mehr oder
minder zuéllige Folge der Tatsache, dags~ 2.
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(a) schwaches Feld . (b) starkes Feld m, m
i
\ + 3/2 A 1/2 1
3P3p A + 15 i X A 0
- Y
A A 2 Yo -1
X -3/2 y Y% 1
50
3Py +1% .
—=l a : _J/Z _l
N A - e
‘ I Y I VA 0
3s1 W hY + Y2 3s
Yy YYVY iy .
R / Y
OMTMG G M O 2 0
c T c

Abbildung 4.18:Paschen-Back-Effekt beim Natriumatom: (a) Situation bei schwachem Magnetfeld: An-
omaler Zeeman-Effekt. (b) Niveauaufspaltung im starken Magnetfeld: Paschen-Back-Effekt. Zum Ver-
gleich ist die Feinstrukturaufspaltung (vergrof3ert) gezeigt.

e Ein optischeiUbergang kann in ersterdferung den Spin nicht umkehren (kein Spin-Flip). Des-
halb musg\ms = 0 gelten. Diesiihrt zusammen midm= 0, +1 zu seché&Jbergingen, von denen
jeweils zwei energetisch zusammenfan.

Die Situation im Ubergangsbereich, in dem die Spin-Bahn-Aufspaltung etwa gleich groR wie die
Zeeman-Aufspaltung ist, ist nicht einfach zu behandeln und soll hier nicht diskutiert werden. Die Ei-
genfunktionen lassen sich hier nur numerisch berechnen.

22Ejne genaue Diskussion der Auswahlregeln erfolgt in KaElteI 6.
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4.8 Vertiefungsthema:
Das Wasserstoffatom im elektrischen Feld: Der Stark Effekt

Wenn Atome ein permanentes elektrische Dipolmonmnbesitzen, so spalten die Niveaus mit dem
Gesamtdrehimpuld ahnlich zum Zeeman-Effekt im Magnetfeld in einémi3eren elektrischen Feld in
2(J+ 1) Komponenten auf.

Ohneaul3eres elektrisches Feld ist der Gesamtdrehindazedtlich konstant, so dagg umJ prazediert
und die gemittelte Gif3e

(Pel) = |Pell COSB = |pell \/\ﬁ

hat, wobeigh die Projektion vonl auf die Richtung vomg, ist. Im elektrischen Feld pzediert nurpe
und damit aucld um die Feldrichtung. Die Projektion vam, in Feldrichtung ist dabgph.

(4.8.1)

Die Energieverschiebung der Terme ergibt sich mit der Energig - E eines elektrischen Dipols im
elektrischen Feld zu

q-p

WAIRESY)

Wir sehen, dass die Energieverschiebung proportional zur elektrischendfieddst, wir sprechen vom
linearen Stark-Effekt

AEg = —(pe))-E = —|pell E| . (4.8.2)

Auch ohne permanentes Dipolmoment wird durch ein elektrisches Feld die Elektitlesxihes Atoms
polarisiert und es entsteht ein induziertes Dipolmoment

pa’ = aE, (4.8.3)

wobeio die Polarisierbarkeit ist. Wie wir in Physik Il gesehen habengigih Allgemeinen ein Tensor.
Das induzierte Diplomoment zeigt deshalb nicht notwendigerweise in die gleiche Richtukg saa-
dern schlie3t miE einen Winkely ein. Die Energieverschiebung im elektrischen Feld erhalten wir damit
zu

AEq = —|pgd'|'E = (a-E)-E = —|pg*-E?-cosy . (4.8.4)

Wir sehen, dass die Verschiebung proportional zum Quadrat der elektrischeraf@dst, wir spre-

chen vomquadratischen Stark-Effekfuf eine quantenmechanische Berechnung des linearen und qua-
dratischen Stark-Effekts wollen wir hier nicht eingehen. Sie liefert prinzipiell das klassische Ergebnis.
Insgesamt spielt der Stark-Effekt gediber den magnetischen Aufspaltungen eine untergeordnete Rolle.

Fur das Wasserstoffatom (und wasserstoffiche Atome wie He, Li** etc.) sind die Terme mit glei-
cher Hauptquantenzahlaber unterschiedlicher Bahndrehimpulsquantenizahérgetisch entartet. Dies
fuhrt dazu, dasdif diese Atome ein linearer Stark-Effekt beobachtet wird. Die Wellenfunktionen der
entarteten Zuginde mischen so, dass ein permanentes elektrisches Dipolmoment entsteht.
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4.9 \Volistandiges Termschema des Wasserstoffatoms

Wir haben in den vorangegangenen Abschnitten gesehen, dass das Termschema des Wasserstoffatoms
doch wesentlich komplizierter ist, als wir urgimglich aufgrund des Bohrschen Atommodells angenom-

men hatten. Wir wollen in diesem Abschnitt die in den vorangegangenen Abschnitten diskutierten Effekte
zusammenfassen und das va@rsiige Termschema des Wasserstoff zusammenstellen.

Ausgangspunkt war die dsung der Sclidiger-Gleichung iir das kugelsymmetrische Coulomb-
Potenzial. Ohne Bércksichtigung des Spins haben wiir fjede Hauptquantenzahl rinsgesamin?
verschiedene Wellenfunktionen erhalten, dig feden EnergieeigenweH, genaun® verschiedene
raumliche Aufenthaltswahrscheinlichkeitdir £in Elektron ergaben. Jede dieser Wellenfunktionen

llJn,I,m(rv 9, (P) = R(r)YIm(ﬁﬂ q))

wird eindeutig durch di¢lauptquantenzahl,rdie Bahndrehimpulsquantenzahlihd dieOrientierungs-
quantenzahl ncharakterisiert.

Durch Einfihren des Spins haben wir die Gesamtwellenfunktion

®(r,ms) = Wnim(r) Tm (4.9.1)

erhalten, die als weitere Quantenzahl die Spinorientierungsquantanzahtrélt. Diese kannir ein
einzelnes Elektron genau die zwei Wettd /2 annehmen. Wir haben die Zastde auch mit 1) und

| |) charakterisiert. Die Zahl der Zustde fir eine Hauptquantenzahhat sich dadurch aufré erhoht.

Wir haben insgesamt geseheass zu jedem Elektronenzustand, der eindeutig durch die Quantenzahlen
n,l, m ms charakterisiert ist, genau eine Wellenfunktipn (41.9.1)daeh

Durch Kopplung des Bahndrehimpuldesind des Spin§ des Elektrons zum Gesamtdrehimpiides

Elektrons sind die Quantenzahlenund mg keine guten Quantenzahlen mehr undssen durch und

m; ersetzt werden. Die Zahl der Zaside pro Hauptquantenzahl bleibt dadurch uiweert. Durch die
Kopplung des Gesamtdrehimpulskdes Elektrons mit dem Kernspireu dem Gesamtdrehimpuisdes

Atoms haben sind wiederum die Quantenzaljlemd m; keine guten Quantenzahlen mehr unidssen
durchf undms ersetzt werden.

Wir haben gesehen, dass ohneiBxgsichtigung des Kernspins und der Lamb-Verschiebung beim Was-
serstofatom alle Niveaus mit gleichen Quantenzalep) entartet sind, da sich die Termverschiebungen

fur gleichej aber unterschiedlichkeinfolge der relativistischen Massenzunahme und der Spin-Bahn-
Kopplung gerade kompensieren. Diese Entartung wird durch die Hyperfeinwechselwirkung aufgehoben,
weil die Hyperfeinwechselwirkungskonstarievon der aumlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Elektronen und damit von der Bahndrehimpulsquantenzabhangt.

In einemauReren Feld spaltet jeder Atomzustdnd, j, m;) ohne Beiicksichtigung des Kernspins in
2j +1 Zeeman-Komponenten auf, deren Abstand vom EafRaktorg; abrangt und deshalb im allge-
meinen fir die verschiedenen Zistde(n, |, j,m;) unterschiedlich ist.

Berucksichtigt man den Kernspin, so muss die Kopplung des Gesamtdrehmahueg<€lektrons mit
dem Kernspin zum Gesamtdrehmomehtdes Atoms bdicksichtigt werden. Man muss dann zur Be-
schreibung der Zuahde die neuen Quantenzahlenl, f,m¢) benutzen. In eineraul3eren Feld eéit
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Abbildung 4.19Vollstandiges Termschema des Wasserstoffatoms mit allen bisher bekannten Wechsel-
wirkungen. Die Fein- und Hyperfeinstruktur, sowie die Lamb-Shift sind aus Griinden der Ubersichtlichkeit
nicht maf3stabsgerecht gezeichnet.

man wiederum eine Aufspaltung der Zastle. Ist diese Zeeman-Aufspaltung klein geédpar der Hy-
perfeinaufspaltundEges (kleine Felder), so bleibt die Kopplung vdrundl zu F auch im Magnetfeld
bestehen. Der Gesamtdrehimpklbat damit insgesamtf2+ 1 Einstellnbglichkeiten relativ zum ange-
legten Magnetfeld. Jedes Hyperfeinstrukturniveau spaltet deshalb-#l2ZZeeman-Komponenten auf.
Fur grofRe Magnetfelder wird die Kopplung zwisch&and| aufgebrochen und es existiert kein wohl-
definierter Gesamtdrehimpuismehr. Die Verschiebung der Zeeman-Niveaus richtet sich jetzt nach der
Energieu;B. Bei noch gblieren Feldern wird auch die Kopplung vorund S zu J aufgebrochen, wo-
durchL undS getrennt im Magnetfeld pzedieren (Paschen-Back-Effekt).

Das vollséindige Termschema des Wasserstoffatoms im Nullfeld ist in[Abb] 4.19 gezeigt.
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4.10 Vertiefungsthemen

4.10.1 Das Modell des Elektrons

Wir wisseniiber das Elektron bisher folgendes:

Ladung: e=—-1.60219x 1071°C
Masse: me = 9.10956x 1031 kg
- /3
Spin: |S| = 2 h
magnetisches Moment:|ps| = gs- us% = 9.284 763 6237) x 10724 J/T . (4.10.1)

Hierbei lasst sich der Spin des Elektrons mathematisch wie ein Drehimpuls behandeln. Wir wissen bisher
aber noch nichtéiber die Gél3e des Elektrons und die Massenverteilung im Elektron.

In einem klassischen Modell nimmt man an, dass das Elektron eine Kugel mit Radinsl einer
gleichformige Massenverteilung ist. Die Ladung soll wegen der CoulombabstoR3ung gteidpfiber

die Oberfache der Kugel verteilt sein. Wirdkinen mit diesem Modell einige Absitzungen vorneh-
men. Als erstes betrachten wir die Arbeit, die wir beim Aufladen der Kugel verrichtmsen. Mit der
KapazititC = 4regre einer geladenen Kugedithe erhalten wir

w= - ¢
2C 8meore

(4.10.2)

Setzen wir diese Energie der Massenenengie® des Elektrons gleich, so erhalten wirrfden klassi-
schen Elektronenradius

e 1
= —— = 14x10"m. 4.10.
le r— x 107 m (4.10.3)

Wirde man annehmen, dass die Ladung gléichfg tber das Volumen verteilt &ve, so viirde man
durch eine analog€berlegung den doppelten Wert erhalten.

Wir betrachten jetzt das magnetische Moment des Elektrons. In unserem klassischen Mm$é# m
man sich das magnetische Moment durch einen Kreisstrom erzeugt denken, der durch die rotierende
Oberfachladung des Elektrons zustande kommt. Unter dieser Annahme erhalten wir

1
Us = éewrg, (4.10.4)

wobei o die Winkelgeschwindigkeit der rotierenden Ob#&efienladung ist. Setzt man den obigen Wert
vonre und g ein, so ergibt sichifr die Winkelgeschwindigeit
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3ps _
er?

1.7 x 10 1/s . (4.10.5)

Mit re = 1.4 x 10~®m ergibt sich damit eine Umlaufgeschwindigkeit &muator von

V = rew = 2.3x10"m/s . (4.10.6)

Diese Geschwindigkeit liegt weit oberhalb der Lichtgeschwindigkeit und ist offensichtlich ein Ergebnis,
das wenig Sinn macht.

Wir kénnen auch versuchen, den Spin als mechanischen Eigendrehimpuls einer Kugel mit isotroper
Massenverteilung zu verstehen. Mit denadheitsmomerit = %merg der Kugel erhalten wir

2
S = l-o = gmergw . (4.10.7)

Setzen wird den Wert des Spins ein, so erhalten ividfe Winkelgeschwindigkeit

5./3/4h (4.108)
2mer2 -

und damit die Geschwindigkeit aAguator zu

vV = rew —

\/3/4R
52 3{ = 9%x10%mi/s, (4.10.9)
e

das heil3t, ein Ergebnis, das offensichtlich auch nicht sinnvoll ist.

Aus Elektron-Elektron-Streuexperimenten weif3 man heute, dass das Coulomb-Gesetz bigimdekbst

r < 10-®m gilt. Das heift, die Ladung des Elektrongisate sich auf ein Kugelvolumen mit Radius

r < 107*®m konzentrieren. Dadurchiwden die oben abgesatzten Geschwindigkeiten nocltter.
Offensichtlich fihrt das mechanische Modell des Elektrons und die damit verbundene Interpretation des
Elektronenspins zu keinem sinnvollen Ergebnis.

Alle bisherigen experimentellen Ergebnisse deuten darauf hin, dass es sich beim Elektron um ein
punktformiges Teilchen handelt, dessen Masse als Feldenergie seines elektrischen Feldes aufgefasst wer-
den kann. Sein Spin stellt ein weiteres Charakteristikum dar, das aber nur formal den Rechenregeln eines
Drehimpulses gehorc Bei unserer Betrachtung sind wir auf ein grundlegendes Problem gestol3en.

23D, HestenesQuantum Mechanics from Self-Interactjdfoundations of Physiosol. 15, 63 (1985).
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Wir missen uns fragen, ob es im Bereich der Mikrophysik noch eine sinnvolle Unterscheidung zwischen
Masse und Feldenergie gibt. Weiterhin stellt sich die Frage, bis zu welchen Raumdimensionen im Be-
reich der Elementarteilchen unser geometrisches Raumkonzeptigiltliése Fragen gibt es zur Zeit
noch keine klaren Antwortef]

Die vollstandigste theoretische Beschreibung aller bisher beobachtedeiofine ist diQuantenelek-
trodynamik deren Behandlung allerdings den hier gesetzten Rahmeriibeisteigen virde?S

4.10.2 Vertiefungsthema:
Das Korrespondenzprinzip

Das Korrespondenzprinzipvurde von Bohr formuliert und gibt den Zusammenhang zwischen klassi-
schen und guantenmechanisched®m an. Es besagt:

Die Aussagen der Quantentheorie missen im Grenzfall groRer Quantenzahlen mit dem
klassischen Ergebnis Ubereinstimmen.

Auswahlregeln gelten fur den gesamten Bereich der Quantenzahlen. Daraus folgt, dass
eine aus der klassischen Theorie erhaltene Auswahlregel auch in der Quantentheorie
fir den Bereich kleiner Quantenzahlen ihre Gultigkeit behalten muss.

Wir wollen hierzu einige Beispiele betrachten:

e Nach der klassischen Elektrodynamik strahlt ein um einen Atomkern umlaufendes Elektron eine
Lichtwelle mit der Frequengy ab, die der Umlauffrequenz des Elektrons auf der Bohrschen Bahn
entspricht:

wo— v meZ2e*
N7 2mrg T agndnd’

Nach der Quantentheorie gilt allerdings

8¢e2h3

meZ2e* 1 1\ meZ2e* 1 (i + i) (i — )
i n?)  4eghd 2 nZn?

Fur groBe Quantenzahlerund kleine QuantenspngeAn gilt (n; + nk) (ni — nk) ~ 2nAn und wir
erhalten

meZ2e*
% ———_An.
an 4e2nih3

Das heif3t, man et fir An = 1 das klassische Ergebnis urigt &An = 2, 3,. .. die entsprechenden
Oberwellen.

244, G. DoschTeilchen, Felder, SymmetrieBpektrum, Heidelberg (1995).
D. Z. Albert, QuantentheorigSpektrum der Wissenschaft, Juli 1994.
25C. Cohen-Tannoudiji, J. Dupont-Roc, G. Grynbe®gptons and Atoms: Introduction to Quantum Eelctrodynayiosn
Wiley, New York (1989),
E. G. Harris Quantenfeldtheorie: Eine elementare Einfung Oldenbourg, Minchen (1975),
R. P. FeynmanQED: Die seltsame Theorie des Lichts und der Matdpiper, Minchen (1997).
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e Genial der klassischen Bohrschen Theorie war der Bahndrehimpuls

IL| = nh mit n=123,...

Quantenmechanisch erhielten wir

Ll = VIl+D)R mit 1 =012...

Wir sehen, dassuf groBe Quantenzahlen beide Modelle den Grenzwgt(l +1)h <
v/ (n—21)n ~ nergeben, da<n-—1.

e Ein weiteres Beispiel ist das Plancksche Strahlungsgesetz, das im Grenzfall kleiner Frequenzen in
das klassische Rayleigh-Jeans-Gegsbirgeht (siehe hierzu Physik 111).

Das Korrespondenzprinzip ist setiftalich bei der Ableitung der Auswahlregelarfatomare und mole-
kulareUbergange, die wir austhrlich in Kapite@ behandeln werden.
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182 R. GROSS Kapitel 4: Das Wasserstoffatom

Zusammenfassung

e Es gibt verschiedene Effekte, die zu Korrekturen der Energieeigenwerte E,| m des Was-
serstoffatoms fuhren, die man durch Lésen der Schrodinger-Gleichung fir das Coulomb-
Potenzial erhalt:

1. Die Kopplung des Bahndrehimpulses L des Elektrons und des Elektronenspins S
fuhrt zum Gesamtdrehimpuls J: Spin-Bahn-Kopplung. Die Energieterme E, spalten
in mehrere Terme E,,) ; auf (Feinstrukturaufspaltung), die auf3er von n jetzt auch von
| und j abhangen. Die Aufspaltung kann als Zeeman-Effekt gedeutet werden, der
durch die Wechselwirkung des Spinmoments us des Elektrons mit dem durch die
Bahnbewegung des Elektrons erzeugten Magnetfeld verursacht wird.

2. Die relativistische Massenanderung des Elektrons fiihrt zu einer Verschiebung der
Energieniveaus, die von nund | abhéngt. Zusammen mit der Verschiebung aufgrund
der Spin-Bahn-Kopplung fuhrt dieser Effekt zur Feinstruktur. Flir das Wasserstoffa-
tom hangen die Energieniveaus aufgrund der Feinstruktur nur von nund j, nicht aber
von | ab. Das heifl3t, alle Zustdnde mit gleichem n und j haben die gleiche Energie.

Es qilt:
Z%a? 1 3
w8 25 (0 )]

3. Die Kopplung des Gesamtdrehimpulses J des Elektrons mit dem Kernspin | fiihrt
zum Gesamtdrehimpulses F des Wasserstoffatoms. Die Energieterme spalten in
mehrere Terme E; j + auf: Hyperfeinstruktur. Die Aufspaltung kann als Zeeman-Effekt
gedeutet werden, der durch die Wechselwirkung des Spinmoments px des Kerns mit
dem durch die Bahnbewegung des Elektrons erzeugten Magnetfeld verursacht wird.
Die Hyperfeinwechselwirkung hebt die Entartung der Zustande E,; (Feinstruktur)
auf. Es gilt

Eres = Enj + 5 [F(f+1)— j(j+1) —i(i+1).
Hierbei ist A die Hyperfeinstruktur-Konstante.

4. Die Beriicksichtigung des Strahlungsfeldes (Emission und Absorption virtueller Pho-
tonen) fihrt zu einer geringfligigen Verschiebung der Energieniveaus (Lamb-Shift).
Diese Verschiebung ist flr das 1s-Niveau am grof3ten und nimmt mit zunehmendem
nund | stark ab.

e Bringt man ein Einelektronenatom in ein auReres Magnetfeld, so spalten die Energieter-
me aufgrund der Wechselwirkung mit dem gesamten magnetischen Moment des Atoms
auf.

— Fir sehr schwache Felder beobachtet man zunéchst eine Aufspaltung der Hyper-
feinniveaus. Jeder Term E,j  spaltet in (2f + 1) Zeeman-Komponenten auf. Bereits
mittlere Felder brechen aber die Kopplung von J und | zu F auf.

— In mittleren Feldern ist die Kopplung von L und S zu J noch erhalten und man
beobachtet eine Aufspaltung der Terme E,; der Feinstruktur in (2j +1) Zeeman-
Komponenten (anomaler Zeeman-Effekt). Es gilt:

AEmj,mjil =0gj us B
mit dem Landé-Faktor

j(j+1) —1(14+1)+s(s+1)
2j(j+1) '

gj =1+
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— Bei sehr grof3en Feldern wird die Kopplung von L und S zu J aufgebrochen und man
beobachtet den Paschen-Back-Effekt. Die Energiewerte E, sind um die Zusatzener-

gie
AEmagn= (gim +gsms) g B

verschoben.

e Bringt man ein Einelektronenatom in ein elektrisches Feld, so spalten die Energieterme
aufgrund der Wechselwirkung eines permananten (linearer Stark-Effekt bzw. eines indu-
Zierten elektrischen Dipolmoments (quadratischer Stark-Effekt) mit dem elektrischen Feld
auf. Analog zum anomalen Zeeman-Effekt beobachtet man eine Aufspaltung in (2f + 1)
Komponenten.
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