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Vorwort

Das vorliegende Manuskript ist als Begleitmaterial zur Veranstaltung ,, Grundlagen und Phénomene der
Quantenmechanik“ gedacht. Das Ziel dieser Veranstaltung ist nicht so sehr, die Grundlagen der Quanten-
mechanik in puristisch strenger Form darzulegen, sondern vielmehr, ein Versténdnis fiir die Phénomene
der Quantenmechanik zu wecken und die Scheu vor der fremdartigen und angeblich schwierigen Quan-
tenmechanik abzubauen.

In diesem Sinne werden an der einen oder anderen Stelle mathematische Formulierungen benutzt, die aus
der Sicht des puristischen Mathematikers vielleicht nicht zu rechtfertigen sind, wohl aber aus der Sicht
des methodisch-didaktisch orientierten Chemikers.

Dieses Skript ist das Ergebnis einer vollstindigen redaktionellen, graphischen und inhaltlichen Uber-
arbeitung eines Skriptes aus dem Jahre 1991. Der Text wurde mit dem Textsatzsystem ATEX verar-
beitet. Fiir die Anfertigung der Graphiken (mit dem Makropaket PICTEX und dem Graphikprogramm
GNUPLOT) danken wir Herrn O. Bartels recht herzlich.

Trotz aller versuchter Griindlichkeit der Beteiligten ist dieses Skript sicher nicht fehlerfrei. Fiir Hinweise
auf inhaltliche und/oder redaktionelle Fehler sind wir dankbar.

Bremen, im Oktober 1998.
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Kapitel 1
Einleitung

Nachdem Anfang des 20. Jahrhunderts klar geworden war, dafl Atome und Molekiile aus Atomkernen
und Elektronen aufgebaut sind und dafl den Bindungsstrichen des klassischen Strukturmodells jeweils
ein Elektronenpaar entspricht, lag es nahe, die im téglichen Leben aufler Frage stehenden Bewegungs-
gleichungen der klassischen Mechanik auch auf die Bewegung der Elektronen und der vergleichsweise
schweren Atomkerne anzuwenden, um damit die Frage nach dem , Verhalten“ der Elektronen und Kerne
und insbesondere die Frage nach der Natur der chemischen Bindung zu beantworten.

Insbesondere die fast vollstéindige Analogie zwischen dem heliozentrischen Planetensystem nach KOPER-
NIKUS und dem RUTHERFORDschen Atommodell — vergleichsweise schwere Sonne, um die sich aufgrund
der Gravitationskraft die leichten Planeten bewegen hie, vergleichsweise schwerer Atomkern, um den sich
aufgrund der CouLoMB-Anziehung die leichteren Elektronen bewegen da — zwangen geradezu, die fiir
das Sonnensystem so erfolgreichen Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik — die minutengenau-
en Vorausberechnungen von Sonnen- bzw. Mondfinsternissen legen beredetes Zeugnis dariiber ab — auch
auf die Elektronen um den Atomkern herum anwenden zu wollen. Die Abbildung 1.1 zeigt schematisch
die Analogien der beiden Modelle auf.

Abbildung 1.1: Korrespondierendes Erscheinungsbild zwischen kopernikanischem Planetenmodell und
RUTHERFORDschem Atommodell.

Diese Versuche scheiterten aber — trotz anfinglicher Erfolge mit Hilfe zusétzlicher ad hoc-Annahmen
durch BoHR und SOMMERFELD — griindlich und zwangen — nebst anderen experimentellen Phénomenen
— zu einem volligen Umdenken in der Physik:
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Satz 1.1 Bei Teilchen sehr kleiner Masse muf$ an Stelle der klassischen Mechanik die Quantenmechanik
treten; es kommt der sogenannte Teilchen-Welle-Dualismus zur Auswirkung.

Dieser Dualismus stellt iiblicherweise enorme Anforderungen an die Vorstellungskraft, da er hiufig jegli-
cher Alltagserfahrungen zuwider lauft.

Wichtig ist die Einsicht, daf§ der Teilchen-Welle-Dualismus nicht verstanden werden kann, sondern ledig-
lich aufgrund experimenteller Fakten zur Kenntnis genommen, d. h. geglaubt werden muf}, so wie etwa in
der klassischen Physik NEwWTON die Gravitationskraft, die ihm den Apfel auf den Kopf fallen lief3, auch
nicht verstehen konnte, sondern ihre Existenz einfach als Faktum zur Kenntnis nehmen muf}te.

Gleichermafien mufl der Teilchen-Welle-Dualismus als naturgegebenes, experimentell manifestes Phéno-
men eben zur Kenntnis genommen, d. h. geglaubt werden.

Das Problem liegt darin, dafl wir mit den Phénomenen der klassischen Physik — etwa dem vom Baum
fallenden Apfel — von Kindesbeinen an vertraut sind, die Gesetze der klassischen Mechanik folglich
fiir uns gewohnt und einsichtig und damit leicht zu akzeptieren, zu glauben sind. Die Phidnomene der
Quantenmechanik aber werden erst in Dimensionen wirksam, die jenseits unserer Alltagserfahrung als
— im Sinne der Physik — makroskopische Wesen liegen. Die Gesetze der Quantenmechanik und deren
Konsequenzen sind deshalb nicht einsichtig, ja sie widersprechen hiufig unserer Alltagserfahrung, unse-
rem , gesunden Menschenverstand*“ und sind deshalb sehr schwer zu akzeptieren oder zu glauben. Darin
liegt wohl die grofite Barriere beim Eindringen in die Quantenmechanik. Waren wir — im Sinne der
Physik — mikroskopische Wesen, etwa 10739 kg schwer und etwa 107!°m gro8, so hitten wir keinerlei
Schwierigkeiten mit der Quantenmechanik. Thre Phédnomene wiren uns von Kindesbeinen an vertraut
und entsprechend einsichtig!

Versuchen wir es trotzdem!
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1.1 Mbogliche didaktische Zuginge zur Quantenmechanik

Fiir das Eindringen in die Quantenmechanik bieten sich folgende didaktische Wege an:

1. Der historische Weg, der die Entwicklung einschliellich aller Irrungen und Wirrungen vom Jahre
1900 bis zum Jahre 1928 nachvollzieht.

2. Der empirische Weg, der von Schliisselexperimenten ausgeht, welche die Ablosung der klassischen
Mechanik durch etwas ,,Neues*, eben durch die Quantenmechanik, besonders transparent und zwin-
gend fordert.

3. Der axiomatische Weg, der bestimmte Axiome postuliert, die dadurch gerechtfertigt sind, daf§ die
Folgerungen aus den Axiomen mit den Experimenten iibereinstimmen.

4. Der Weg, ausgehend von der klassischen HAMILTON-Mechanik, der hdufig in der theoretischen
Physik beschritten wird.

Die Einteilung in diese vier Zugéinge ist mit einer gewissen Willkiir behaftet. Natiirlich treffen sich die
verschiedenen Wege letztendlich alle. Sie tiberkreuzen sich zum Teil, und iiber manche Strecken fallen sie
auch zusammen.

Fiir den Chemiker ist der axiomatische Weg der schnellste, der empirische Weg der einsich-
tigste.

Im folgenden wird auf dem empirischen Weg begonnen, um dann auf den axiomatischen iiberzuwechseln.
Ausgangspunkt dieses Weges ist eine Beschreibung der Situation in der Physik gegen Ende des 19. Jahr-
hunderts. Dann wird ein Schliissel(Gedanken-)experiment betrachtet werden, das den Teilchen-Welle-
Dualismus transparent verstehen lif3t. Letztendlich soll die Frage beantwortet werden:

Wie sieht diese neue Quantenmechanik aus, die mit dem Teilchen-Welle-Dualismus — anders
als die klassische Mechanik — vereinbar ist?
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1.2 Die Klassische Physik am Ende des 19. Jahrhunderts

Gegen Ende des 19. Jahrhunderts waren physikalische ,,Phédnomene* eindeutig charakterisierbar

e entweder als lokalisierbare Masseteilchen, die den NEWTONschen Bewegungsgleichungen gehorchen

e oder als rdumlich-zeitlich kontinuierliche elektromagnetische Wellen, die den MAXWELLschen Glei-
chungen gehorchen.

Ein bestimmtes ,,Phénomen“ war entweder Masse oder (elektromagnetische) Welle, nicht aber beides
zugleich!

1.2.1 Die Newtonschen Bewegungsgleichungen

Ein Teilchen der Masse m unter dem EinfluB der Kraft F gehorcht dem NEWTONschen Kraftgesetz, der
»Lex secunda*.

dp =
P _F (1.1)
. . . dr’
wobei = mii=mS: (1.2)
= . o 3Epot(77) o aEpot(F) > aEPOt(F)
F = —VEpu(i) = (ew e TG, TET—g (1.3)

Dabei stellt Epqt(7) die potentielle Energie, die nur von der Lage abhéngig ist, und V = €m%+€y%+€z%
den sogenannten Nabla-Operator dar. Das NEwWTONsche Kraftgesetz 148t sich — wie im folgenden fiir
den eindimensionalen Fall gezeigt — zweimal integrieren.

1.2.1.1 Eindimensional

1. Integration

dpe

e O 1.4

T (1.4)

/dpw - /FI dt (1.5)
flirt=0 pe = Ch = Dy = C1 (1.7)
Do = Fpt + pay (1.8)

Also: Der Impuls p, eines Masseteilchens ist zur Zeit ¢ eindeutig determiniert, sofern der Impuls p,, zur
Zeit t = 0 und die Kraft F, bzw. die potentielle Energie Epo(z) bekannt sind.

2. Integration

X
Py = mE = Fut + pa, (1.9)
Fw X
de = —Ztdt + 220 gt (1.10)
m m
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Fflf X
/dx: —tdt+/bdt (1.11)
m m
1F, .
w=ct2yloy o (1.12)
2m m
firt=20 T = Cg = T = CQ (113)
1 F, .
w= 22y Py g (1.14)
2m m
1
T = Eath + Vgt + X0 (1.15)

Die neu eingefiithrten Variablen a, und v, stellen die x-Komponente der Beschleunigung a sowie die
z-Komponente der Geschwindigkeit ¢’ zur Zeit ¢ = 0 dar. Die Beschleunigung @ und die Geschwindigkeit
¥ sind dabei folgendermaflen definiert.

L dg 4%

Q= =0 (1.16)
e

7= d—: (1.17)

Also: Der Ort x eines Teilchens mit der Masse m ist zur Zeit ¢ determiniert, sofern der Impuls p,, und
der Ort xo zur Zeit ¢t = 0 und die Kraft F, bzw. die potentielle Energie E,o(x) bekannt sind.

1.2.1.2 Dreidimensional

p(t) = Ft +py (1.18)

1
7(t) = 55152 + Tt + 7o (1.19)

Also: Der Impuls p'und der Ort 7 eines Teilchens mit der Masse m sind fiir jeden Zeitpunkt ¢ eindeutig
determiniert, sofern

e die Kraft F bzw. die potentielle Energie Epo (7) bekannt ist und

e die Anfangsbedingungen 7y und py zur Zeit ¢ = 0 bekannt sind, d. h. die Werte von 7 und g
zur Zeit t = 0 gleichzeitig exakt mefbar sind.

1.2.1.3 Der Phasenraum

Das zeitliche ,,Verhalten® des Teilchens (p’ und 7 als Funktion der Zeit) &8t sich im Phasenraum?® dar-
stellen.

Eindimensional

Die Abbildung 1.2 zeigt ein Teilchen, das sich in einer rdumlichen Dimension im zweidimensionalen Pha-
senraum bewegt. Zu jedem Zeitpunkt ¢ gehort ein eindeutig determinierbarer Punkt im zweidimensionalen
Phasenraum.

2Physikalische Definition des Phasenraumes:
Als Phasenraum wird der ,Raum® bezeichnet, der durch die Ortskoordinate 7(¢) und die Impulskoordinate p(t) aufge-
spannt wird. Der Phasenraum ist sechsdimensional (drei Ortskoordinaten , y, z und drei Impulskoordinaten p., py, p=).
Die Anwendung dieser Definition ergibt im Prinzip ein 7-p-Diagramm. Bei eindimensionaler Betrachtung ergibt sich ein
zweidimensionaler Phasenraum (z-p;-Diagramm).
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Dz

Pag = — — —

Abbildung 1.2: Beispiel eines zweidimensionalen Phasenraumes (p,-z-Diagramm), in dem die (scheinbar
regellose) Bewegung eines Korpers in einer Dimension dargestellt ist.

Dreidimensional

Zu jedem Zeitpunkt ¢ gehort ein eindeutig determinierbarer Punkt im (graphisch nicht einheitlich dar-
stellbaren) sechsdimensionalen Phasenraum.

1.2.2 Schwingungen und Wellen
1.2.2.1 Schwingungen

Ein Vektor der Linge 7 rotiere mit der zeitlich konstanten Winkelgeschwindigkeit w = da/dt im Gegen-
uhrzeigersinn, d.h. im mathematisch positiven Sinn, um seinen festen Ursprung. Fiir die Projektionen
des Vektors 7 auf die z- und die y-Achse ergeben sich dann harmonische Funktionen (Abbildung 1.3).

Die gleiche harmonische Funktion der Zeit beschreibt eine Masse m, die sich unter dem Einfluf} einer
linear-riickstellenden Kraft F, = —Dx entlang der z-Achse bewegt (harmonische Schwingung). Die Ab-
bildung 1.4 zeigt dieses Modell fiir eine harmonische Schwingung.

Es 148t sich dann nach NEWTON folgende Beziehung aufstellen:

F, =—Dx(t) = mdzligt) = may (1.20)
d’z(t) D
Ero —%x(t) (1.21)

Es handelt sich bei der Gleichung (1.21) um

e cine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung, die in der Physik und Chemie allgemein sehr wichtig
ist, da bei fast allen Systemen (im Gleichgewicht) auf eine hinreichend kleine Stérung eine dazu
proportionale Gegenreaktion folgt (Reaktion ~ — Aktion). Es gibt als Losungen einer linearen
Differentialgleichung 2. Ordnung immer zwei und nur zwei voneinander linear unabhéngige Losungen
f(t) und ¢(t), deren Superposition Af(t) + Bg(t) die allgemeine Losung ist;

e cin Eigenwertproblem Of = of; die Wirkung eines Operators O, hier d?/dt?, auf eine Funktion f,
hier x(t), ergibt die unverénderte Funktion, multipliziert mit einer Konstanten o, hier —D/m; man
sagt, die Funktion f sei Eigenfunktion zum Operator O und die Konstante o sei der Eigenwert zum
Operator O.P

bDas Thema der Eigenwertgleichungen wird eingehender im Abschnitt 1.7 auf Seite 28 behandelt.
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z =rcosa = rcos(wt + 3)

y =rsina = rsin(wt + 3)

Abbildung 1.3: Projektionen einer Kreisbewegung in z- und y-Richtung. Der x-Anteil ist gegeben
durch & = r cos o = r cos(wt + ), der y-Anteil durch y = rsina = rsin(wt + §) und der Radius r durch
r = /22 + y2. Die Konstante 8 ergibt sich aus den Anfangsbedingungen und bezeichnet den Winkel zum
Zeitpunkt ¢t = 0; es gilt: 8 = ay—g.

Abbildung 1.4: Mechanisches Federmodell fiir die harmonische Schwingung einer Masse zwischen zwei
festen Wénden.

Die vorliegende Differentialgleichung fiir die eindimensionale Bewegung der schwingenden Masse m hat

die beiden unabhéngigen Losungen (1.22) und (1.23).

z(t) = asin(wt) (1.22)
z(t) = beos(wt) (1.23)
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mit w =4/ D (1.24)
m

Daraus ergibt sich, dafl die allgemeine Losung der vorgegebenen Bewegungsgleichung lautet:
x(t) = Aasin(wt) + Bb cos(wt) (1.25)
Unter Zusammenfassung der Konstanten Aa und Bb zu C und D erhélt man eine vereinfachte Gleichung.
x(t) = Csin(wt) + D cos(wt) (1.26)
Die Addition (1.26) zweier harmonischer Funktionen mit gleichem Argument ergibt wieder eine harmo-
nische Funktion (1.27), wobei die Amplitude E und die Phasenverschiebung £ in hier nicht unmittelbar

interessierender Weise von den beiden Amplituden C und D abhingen.© Experimentell ergeben sich E
und G aus den Anfangsbedingungen.

x(t) = Esin(wt + 3) (1.27)

Werden die Randbedingungen so gewiihlt, da 3 in Gleichung 1.27 gleich null wird?, dann gelten fiir den
Ort z und den korrespondierenden Impuls p, die folgenden Funktionen:

x(t) = Esinwt (1.28)
dax(t
pz(t) =m zg ) = mEw coswt = F coswt (1.29)

Abbildung 1.5 zeigt den zeitlichen Verlauf dieser beiden Funktionen.

Abbildung 1.5: Zeitliches Verhalten von Ort und Impuls eines harmonischen Oszillators. Die Dauer
einer vollen Schwingung wird als Schwingungs- oder Periodendauer 7 bezeichnet.

Abbildung 1.6 zeigt den dazu korrespondierenden Phasenraum.

Der obere harmonische Bogen in Abbildung 1.6 beschreibt die Bewegung des Masseteilchens m in Richtung
der positiven z-Achse. An den Umkehrpunkten zu den Zeiten ¢t = 7 und t = ?jf ist der Impuls jeweils gleich
null. Beim Nulldurchgang ist der Impuls bei ¢ = 0 bzw. ¢t = 7 betragsméflig mit positivem Vorzeichen

maximal, mit negativem Vorzeichen bei t = 7.

CE:m;tanﬁ:%

dDer Nulldurchgang in Richtung der positiven z-Achse findet zur Zeit ¢t = 0 statt.
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Dz

Abbildung 1.6: Darstellung des zu Abbildung 1.5 korrespondierenden Phasenraums.

1.2.2.2 Wellen

Eine Welle beschreibt die (in der Regel periodische) Verinderung skalarer oder vektorieller Gréflen als
Funktion von Zeit und Raum.

Die Wellen treten dabei auf als

e clektromagnetische Wellen, bei denen sich die Feldvektoren E und H riumlich und zeitlich adndern;

e Kontinuums-Wellen miteinander gekoppelter Masseteilchen, die dem NEwTONschen Kraftgesetz
gehorchen (Auslenkung um Nullage = f(7,t)). Dabei kann ein einzelnes Teilchen niemals eine Welle
bilden, sondern hichstens eine Schwingung ausfiihren.

Fiir elektromagnetische Wellen wie auch fiir Wellen gekoppelter Masseteilchen gilt — im eindimensionalen
— folgende Differentialgleichung
O*W(x,t) i@Q\I/(Z‘,t)
oz C  0x?

(1.30)

mit der partikuldren Losung:

2

(2, t) = f(kyw —wt)  mit é = 2’—2 (1.31)

xT

Diese Losung (1.31) beschreibt eine sich in Richtung der positiven a-Achse bewegende Welle WU(x,t);
im Falle einer harmonischen Welle lautet diese Wellengleichung explizit ¥(z,t) = Asin(kzx — wt) bzw.
U(z,t) = Bcos(kyx — wt).

Das ,,Wesen“ einer Welle und die Bedeutung der Kenngréfien k, und w lassen sich am einfachsten am
Beispiel der harmonischen Wellenbewegung einer grofien Zahl miteinander gekoppelter Masseteilchen
verstehen.

In der Abbildung 1.7 sind acht dieser dicht an dicht liegenden Masseteilchen hervorgehoben dargestellt.
Es wurden zwei ,Momentaufnahmen® der Welle zu den Zeiten ¢; und ¢ gemacht, wobei to grofler als tq
sei, d. h., daf} sich die Welle nach rechts fortpflanze.

Die einzelnen Masseteilchen vollfiithren jeweils fiir sich eine harmonische Schwingung entlang der W-Achse
um ihre jeweilige, auf der z-Achse liegende Gleichgewichtsposition mit der jeweils gleichen Kreisfrequenz
w; die Schwingung der Masse mo hinkt aber zeitlich der Schwingung der Masse m; etwas nach, die
Schwingung von mg héingt der Schwingung von my etwas nach, usw.

Die W-Position der einzelnen Masseteilchen m; als Funktion von Ort x und Zeit ¢ 143t sich am einfachsten
graphisch durch im Uhrzeigersinn umlaufende, auf der W-Achse projezierte Vektoren darstellen, die
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Abbildung 1.7: Beispiel fiir die Fortpflanzung einer mechanischen Welle im Raum zu zwei verschiedenen
Zeitpunkten.

e alle die gleiche Kreisfrequenz w haben und
e sich durch den Winkel 3; voneinander unterscheiden, wobei 3; eine Funktion des Ortes x ist.

Fiir die Auslenkung irgendeines Teilchens m; zur Zeit ¢ gilt folglich ¥; = Asin(—wt + 5;).

Der Abstand zwischen zwei Masseteilchen, deren (G-Werte sich um 360° = 27 unterscheiden, ist die
Wellenldnge A der Welle.

Damit folgt:

Bi 27

w20 1.32

~ = (1.32)
2 2

Bi = Tﬂx =k,x mit k, = Tﬂ (1.33)

Fiir die Auslenkung ¥ zur Zeit ¢ irgendeines Teilchens mit der Gleichgewichtslage an der Stelle x gilt
folglich:

¥ = Asina (1.34)
U = Asin(—wt + kyx) (1.35)
U = Asin(k,z — wt) (1.36)

10
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Analog gilt im dreidimensionalen Fall fiir die Auslenkung ¥ eines Teilchens zur Zeit ¢t mit der Gleichge-
wichtslage an der Stelle 7 die folgende Gleichung (1.37).

U(7, t) = Asin (EF— wt) (1.37)

Dabei ergibt sich der Wellenvektor k aus den Komponenten k., k, und k. nach k= Erke + Eyky + €2k,
Er macht eine Aussage iiber das rdumliche Verhalten der Welle, d. h. das Aussehen des Wellenzuges als
Funktion des Ortes 7 bei einer ,, Momentaufnahme* (also bei einem bestimmten Zeitpunkt ¢). Die Richtung
des Wellenvektors zeigt in die Fortbewegungsrichtung der Welle. Die Kreisfrequenz w macht eine Aussage
iiber das zeitliche Verhalten der Welle, d. h. die Schwingung eines ,, Wellenteilchens® als Funktion der Zeit
t an einem festliegenden Ort 7. Die Amplitude A macht eine Aussage iiber den maximalen ,, Ausschlag*
der Welle, d. h. die Hohe eines Wellenberges.

Eine harmonische Welle ist also durch die drei folgenden Kenngrofien w, k und A eindeutig definiert.®

Ja 2w
1. Kreisfrequenz w, es gilt: W= == 2y (1.38)
t T
- -  OJa 27
L k= — =22 1.39
2. Wellenvektor k, es gilt: k| ar \ ( )
3. Amplitude A, mit: A = const (1.40)

Bei der Uberlagerung von Wellen mit gleichen \I; |- und w-Werten tritt Interferenz auf. Dabei ist das Auf-
treten von Interferenz ein hinreichendes Kriterium fiir den Wellencharakter des die Interferenz zeigenden
,Phidnomens“. Ein einzelnes isoliertes Masseteilchen kann zwar eine Schwingung ausfithren, nie aber eine
Welle bilden!

Die andere partikuldre Losung der Gleichung (1.30) lautet:

1 w?

C k2
Diese Losung beschreibt eine sich in Richtung der negativen z-Achse bewegende Welle ¥(z,t); im Falle
einer harmonischen Welle lautet diese Wellengleichung explizit ¥(z,t) = Asin(—kzx —wt) bzw. ¥(z,t) =
B cos(—kyx — wt).

Die Abbildung 1.8 versucht, das rdumlich-zeitliche Verhalten einer eindimensionalen stehenden Welle zu
verdeutlichen, wie sie etwa an einer eingespannten Saite zu beobachten ist.

U(z,t) = f(—kgx — wt) mit (1.41)

Diese stehende Welle, die bei der Uberlagerung zweier entgegenlaufender harmonischer Wellen mit glei-
chen w-Werten und betragsmiflig gleichen k-Werten entsteht, ist dadurch gekennzeichnet, daf§ die maxi-
malen Auslenkungen immer an der gleichen Stelle auftreten, die Wellenberge und -téler also im Raum
»stehen“. Die Punkte, an denen die stehende Welle nie eine Auslenkung zeigt, werden als Knoten bezeich-
net. Im Falle zweidimensionaler stehender Wellen gibt es analog Knotenlinien und bei dreidimensionalen
stehenden Wellen entsprechend Knotenflichen. Eine stehende Welle unterscheidet sich formal von der
Welle dadurch, dafl alle Punkte der stehenden Welle in Phase oder in Gegenphase schwingen.

Fiir den Fall einer stehenden Welle konnen die Variablen 7 und ¢ der MefigroBe ¥ aus Gleichung (1.37)
so voneinander separiert werden, dafl man eine anschaulichere Form erhélt.

U (7,1) = Asin (EF+ a) sin (—wt + b) (1.42)

Der erste Ausdruck Asin(EF + a) beschreibt den maximalen Ausschlag an der Stelle 7 und kann als
Amplitudenfunktion bezeichnet werden, der zweite Sinusausdruck beschreibt die zeitliche Anderung der
Amplitudenfunktion.

¢Als wichtiges Charakteristikum einer Welle sei noch ihre Intensitét I erwéhnt, die als das Quadrat der Amplitude
definiert ist.

11
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U = f(x,t)

Abbildung 1.8: Bild einer stehenden Welle zu vier verschiedenen Zeitpunkten.

1.2.2.3 Fourier-Summe

Eine beliebige nichtharmonische, aber periodische Schwingung f(¢) mit der zeitlichen Periode 7, also
wo = 27 /7 kann nach FOURIER in einer sogenannten FOURIER-Summe entwickelt werden, wobei die
Koeffizienten a,, und b,, fiir die FOURIER-Summe charakteristisch sind.

o0

flt)= Z (an, cos(nwot) + by, sin(nwot)) (1.43)

n=0

Analog gilt fiir eine beliebige nichtharmonische, aber periodische Funktion f(z) mit der rdumlichen
Periode A, also ko = k, = 27/

oo

flz) = Z (an, cos(nkox) + by, sin(nkoz)) (1.44)

n=0

Als Beispiel ist im folgenden gezeigt, wie die Rechteckfunktion aus Abbildung 1.9 mit der rdumlichen
Periode ko = 27/ durch Uberlagerung schon einiger weniger Sinusfunktionen recht gut angenéhert wird.

f(x)

A A

Abbildung 1.9: Beispiel einer idealen Rechteckfunktion.

Auf der linken Seite der Abbildung 1.10 werden die einzelnen, fiir die Linearkombination benutzten
Funktionen f(x) = b, sin(nkoz) (mit n = 1,3,5,7,9) gezeigt, wobei in diesem speziellen Fall b,, = 1/n ist.
Die Parameter b,, und kg stellen Konstanten dar, die von der Amplitude und der Wellenlénge abhéngen.
Auf der rechten Seite wird jeweils das Ergebnis der sukzessiven Addition der einzelnen Sinusfunktionen
présentiert.

12




1.2 Die Klassische Physik am Ende des 19. Jahrhunderts

1- 1-
fn=1) F(n=1)
i | | |
3 1 ) 1
X
_]__ _1_
1- 1-
fn=3) F(n=3)
ANVAN |
IVARVARV
_]__ _1_
1- 1-
f(n=5) Fin=5) | V)
ANWANWAWAWAN |
VAVAVEV VS
- Y
fln="7) F(n=T1) /\/V\/\
|
NN N NN NN | |
VAVAVAVAVAVAV, t ,
N I %Y
1- 1-
f(n=9) F(n=9) /\/\M/\
NANNNNANNNN] l |
\/\/\/\/l\/\/\/\/\ﬁaj l l
» L e

Abbildung 1.10: Sukzessive Annidherung an eine Rechteckfunktion durch eine FOURIER-Summe.

Man erkennt aus Abbildung 1.10, daf bereits eine Linearkombination von fiinf Funktionen ausreicht, um
eine weitgehende Naherung an die vorgegebene Funktion zu erméglichen.

Die graphische Auftragung der Koeffizientenwerte b,, als Funktion der (diskreten) Werte (nkg) ergibt
das ,,FOURIER-Spektrum® der hier ,fourier-transformierten“ Rechteckfunktion (Abbildung 1.11). Dieses
,, FOURIER-Spektrum® ist ein diskretes Linienspektrum.

Mit Hilfe der EULERschen Beziehung cos v = (e 4+ e71?) /2, bzw. e*® = cosa - isina (Niheres dazu ist
im Abschnitt 1.6.4 ab Seite 26 zu finden.) konnen die Gleichungen (1.43) und (1.44) zu den Gleichungen
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Abbildung 1.11: Diskretes FOURIER-Spektrum der flinfstufig fourier-transformierten Rechteckfunktion.
(1.45) und (1.46) umgeformt werden.

fy =Y cpemt (1.45)

fl@)= > cpemkor (1.46)

Im Dreidimensionalen wird aus Gleichung (1.46) die Gleichung (1.47).
f= > cpe o (1.47)

Eine nichtharmonische, aber periodische Welle f(7,¢) kann durch eine, den Gleichungen (1.45) und (1.47)
analoge FOURIER-Summe ausgedriickt werden.

f(’F, t) _ Z Cnei(nEoF—nwot) (148)

n=—oo

1.2.2.4 Fourier-Integral

Nichtharmonische Funktionen ohne Periodizitéit (oder exakter mit ,unendlich langer® Periode 7 bzw.
Wellenlidnge \) lassen sich durch die folgenden FOURIER-Integrale beschreiben.

Analog zu (1.45): ft) = / C(w)e*! dw (1.49)
Analog zu (1.46): f(z) = / C(ky)e'*=® dk, (1.50)

Analog zu (1.47):  f(7) = / C(k)e'*" dk (1.51)

fEs bleibt zu bemerken, daB fiir diese Umformung aufgrund der unterschiedlichen Koeffizienten a,, und b, einiger
mathematischer Aufwand notwendig ist.
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Analog zu (1.48): / C (k) Fr==®) qF (1.52)

Anstelle der individuellen Koeffizientenwerte ¢, fiir diskrete Werte n der FOURIER-Summe (diskretes
FOURIER-Spektrum, wie in Abbildung 1.11 gezeigt) treten jetzt Koeffizientenfunktionen C(w) bzw. C(k),
die fiir alle Werte w bzw. k definiert sind (kontinuierliches FOURIER-Spektrum), wobei w in Gleichung
(1.52) geméB der Wellengleichung von k abhéingt, d.h. w = f(k). Die Abbildung 1.12 zeigt als Beispiel
ein solches (fiktives) kontinuierliches FOURIER-Spektrum fiir die Gleichung (1.49).

Cn C(W)

\
|
i
\ J

V

wo w

Abbildung 1.12: Beispiele fiir ein diskontinuierliches (links) und ein kontinuierliches (rechts) FOURIER-
Spektrum.

Die Koeffizientenfunktion C(w) zu Gleichung (1.49) ist durch Gleichung (1.53) gegeben. Man sagt auch,
daB die Gleichung (1.53) die FOURIER-Transformierte zur Gleichung (1.49) sei.

:%/f(t)e’mdt (1.53)

Die Koeffizientenfunktion C'(k,) zu Gleichung (1.50) ist durch die Gleichung (1.54) gegeben. Sie stellt die
FoURIER-Transformierte zur Gleichung (1.50) dar.

(/@:% / Flz)e— ke dg (1.54)

Die FOURIER-Transformierte einer (GAUSs-Funktion ist wieder eine GAuss-Funktion. Eine ,,schmale
GAuss-Funktion (mit grofem Koeffizienten im Exponenten) hat eine ,breite* FOURIER-Transformierte
(mit kleinem Koeffizienten im Exponenten) und umgekehrt.

Dieser Zusammenhang wird fiir das tiefere Verstdndnis der HEISENBERGschen Unschérferelation in Ab-
schnitt 2.3 notwendig sein.
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1.3 Der Teilchen-Welle-Dualismus

1.3.1 Drei Experimente am Doppelspalt

Um die Jahrhundertwende herum wurden erstmals Experimente beobachtet, die es nicht mehr zulie-
Ben, ein bestimmtes Objekt eindeutig als Masseteilchen oder eindeutig als elektromagnetische Welle zu
klassifizieren.

Elektromagnetischen Wellen mufite plotzlich auch Teilchencharakter zugebilligt werden (photoelektri-
scher Effekt!), kleine Masseteilchen zeigten das Phéinomen der Interferenz und damit irgendeine Art von
Wellencharakter!

Anstelle der tatséchlich durchgefiihrten Experimente wird im folgenden ein von FEYNMAN in seinen
berithmten Physikvorlesungen [1] benutztes Gedankenexperiment vorgestellt, das die Problematik des
Wellencharakters kleiner Materieteilchen in didaktisch hervorragender Weise darlegt.

1.3.1.1 Der Doppelspaltversuch mit klassischen Teilchen

In der Abbildung 1.13 sei ein stark streuendes Maschinengewehr auf eine kugelundurchléssige Wand mit
zwei parallelen Spalte A und B gerichtet. Hinter der Wand bestimme ein Detektor die Héufigkeit der
aufprallenden Kugeln als Funktion des Ortes .

——=>14()

Abbildung 1.13: Das Experiment am Doppelspalt mit klassischen Teilchen.
Experimentell zeigt sich:

e Die Kugeln kommen immer einzeln, d.h. als diskrete Masseteilchen an, bei hoher Schufifrequenz
viele, bei geringer Schuflfrequenz wenige pro Zeit- und Detektorflicheneinheit;

e Dbei geoffneter Blende A und geschlossener Blende B ergibt sich — bei einer sehr hohen Zahl detek-
tierter Kugeln, d. h. erst nach einer bestimmten Mefidauer — die Verteilungskurve I4(x);

e bei gedfineter Blende B und geschlossener Blende A ergibt sich die Verteilungskurve Ig(x);
e bei gedffneten Blenden A und B ergibt sich die Verteilungskurve Io(x), die gleich der Summe aus

I4(x) und Ig(x) ist.

Daraus folgt: Das Verhalten der Gewehrkugeln entspricht vollig unserer Alltagserfahrung und damit
unserer Erwartung iiber Masseteilchen.
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1.3.1.2 Der Doppelspaltversuch mit klassischen Wellen

In Abbildung 1.14 fungiere ein punktférmiger Wellengeber als Ausgangspunkt konzentrischer Wellen auf
einer Fliissigkeitsoberfliiche. Die parallelen Spalte A und B in der Trennwand wirken ihrerseits wieder
als koh#rente Quellen fiir jeweils konzentrische Oberflichenwellen. Rechts von der Wand bestimme ein
Detektor die Intensitéit der Wellen als Funktion des Ortes .

L > 1 (2) L > T5(2)

Abbildung 1.14: Das Experiment am Doppelspalt mit klassischen Wellen.
Experimentell zeigt sich:

e Die Intensitdt der Wellen #dndert sich kontinuierlich als Funktion des Ortes x, der Zeit und der
Geberintensitét, d. h. es gibt keine einzelnen diskreten ,, Wellenpakete*;

e bei gedfineter Blende A und geschlossener Blende B ergibt sich die Intensitéitsverteilung I4(z), und
zwar ,schlagartig” nach Erreichen des Detektors durch die erste Wellenfront nach Einschalten des
Wellengebers;

e Dbei geschlossener Blende A und getffneter Blende B ergibt sich entsprechend die Intensitéitsverteilung
Ip(@);

e bei gedffneten Blenden A und B ergibt sich die Intensitéitsverteilung I (z), die zwar nicht die Summe
aus I4(x) und Ip(z) ist, aber das Ergebnis der Interferenz der von den beiden Sekundérquellen
ausgehenden kohérenten Wellen.

Daraus folgt: Das Verhalten der Fliissigkeitsoberflichenwellen entspricht vollig unserer Alltagserfah-
rung und damit unseren Erwartungen iitber Wellen.

1.3.1.3 Der Doppelspaltversuch mit Elektronen

In Abbildung 1.15 emittiere eine punktférmige Glithkathode Elektronen, die auf eine Wand mit zwei
parallelen Spalten A und B beschleunigt werden.® Hinter der Wand bestimme ein Elektronendetektor die
Héufigkeit der ankommenden Elektronen als Funktion des Ortes x.

Experimentell zeigt sich:

e Die Elektronen kommen einzeln, d.h. als diskrete Teilchen mit definierter Masse und Ladung an,
bei hoher Glithtemperatur viele, bei geringer Glithtemperatur wenige pro Zeiteinheit.

&Dieses Experiment ist in dieser Weise zur Zeit noch nicht durchfiithrbar, aber in sehr dhnlicher und damit gleichwertiger
Weise. Der Versuch ist analog auch mit Photonen durchfithrbar und fithrt dann zu exakt den gleichen Ergebnissen.
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—=>1a(z) —>Ip(z)

Abbildung 1.15: Das Experiment am Doppelspalt mit Elektronen.

e Bei gedffneter Blende A und geschlossener Blende B ergibt sich, bei einer sehr groflien Zahl detek-
tierter Elektronen, d.h. erst nach einer bestimmten Mefidauer, die Verteilungskurve 4 (z).

e Entsprechend ergibt sich bei gedffneter Blende B und geschlossener Blende A die Verteilungskurve
IB (1‘)

e Bei gleichzeitig gedfineten Blenden A und B ergibt sich die Verteilungskurve Io(x), die nicht die
Summe aus I4(x) und Ip(x) ist, sondern ein typisches Interferenzmuster darstellt. Dieses Interfe-
renzmuster wird aber erst nach einer grolen Anzahl detektierter Elektronen deutlich.

Interessanterweise entsteht dieses Interferenzmuster auch dann, wenn sich zu einer bestimmten Zeit immer
nur ein einziges Elektron in der Apparatur befindet. Das einzelne Elektron zeigt aber fiir sich betrachtet
nicht die beschriebene Interferenz, sondern wird immer als einzelnes diskretes Masseteilchen detektiert.
Erst nach geniigend Einzelmessungen ergibt die Summe der Ergebnisse dann das bekannte Interferenz-
muster.

Daraus folgt:

e Die Elektronen kommen als einzelne und diskrete Masseteilchen an und entsprechen damit unseren
Alltagserfahrungen mit materiellen Objekten.

e Das Verteilungsmuster der Elektronen gleicht einem Interferenzmuster, wie es unseren Alltagser-
fahrungen mit klassischen Wellen entspricht.

1.3.2 Die Interpretation der Doppelspaltexperimente

Das Interferenzmuster welches bei dem Experiment am Doppelspalt sichtbar wird, kann nur dann erklért
werden, dafl man dem Elektron eindeutig Wellencharakter im klassischen Sinne zuordnet.

Dies steht aber im krassen Widerspruch zum experimentellen Ergebnis, dafl die Elektronen als diskrete
Teilchen registriert werden und das Interferenzmuster erst nach vielen Einzelmessungen erkennbar wird.

Man befindet sich hier in einer Zwickmiihle des menschlichen Verstédndnisses, weshalb man aufgrund
dieser Ergebnisse auch von dem ,,Groflen Paradoxon“ oder dem ,, Teilchen-Welle-Dualismus® spricht. Als
Versuch einer versténdlichen Interpretation des Paradoxons findet man noch heute héufig in der Literatur
Aussagen derart, dafl das Elektron iiber den von der Welle eingenommenen Raum , verschmiert“ sei, was
natiirlich nicht stimmen kann, da das Elektron ein diskretes Teilchen ist. Ein anderer Interpretationsver-
such ist, daB sich das Elektron je nach Betrachtungsweise oder Versuchsaufbau wie ein Teilchen oder eine
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Welle verhalte. Diese Formulierung ist zwar insofern richtig, als daf§ wir nur aufgrund des Versuchsaufbaus
auf die Natur des Elektrons schlieffen kénnen, aber das wiirde bedeuten, dafl es zwei Theorien gibt, von
denen wir uns jeweils die passende aussuchen miissen; eine vom physikalischen Standpunkt aus unhaltba-
re Einstellung. Die Aussage, das Elektron sei weder Welle noch Teilchen im klassischen Sinne, trifft den
Nagel zwar auf den Kopf, hilft uns aber so auch nicht weiter.

Die eigentliche Erklirung zu diesem Versuch ist im Grunde sehr einfach, zwingt uns aber, unsere ge-
wohnten Vorstellungen iiber Masseteilchen oder Wellen aufzugeben. Wir kommen beim Experiment mit
Elektronen deshalb in Verstdndnisschwierigkeiten, weil wir nichts Vergleichbares kennen, weil die klassi-
schen Gesetze, weder Wellen- noch Teilchentheorie, in diesen Groéflenordnungen keine Giiltigkeit haben.
Die NEwTONsche Mechanik hat einfach in den Dimensionen von Elementarteilchen ihre Grenzen er-
reicht und ihre Giiltigkeit verloren, genauso wie sie nicht mehr fiir Masseteilchen gilt, die sich fast mit
Lichtgeschwindigkeit bewegen. Man darf einfach nicht den (durchaus menschlichen) Fehler machen, das
Elektron als verkleinerten Tennisball zu betrachten. Die NEwWTONsche Mechanik ist durchaus in der Lage,
die Wechselwirkungen zwischen Tennisball und Tennisschldger zu beschreiben, sie ist aber nicht in der
Lage, bei einer Reduktion der Dimensionen, Vergleichbares fiir ein Elektron zu tun.

Mathematisch, und damit einigermaflen plausibel, kommt man aus diesem Dilemma heraus, wenn man das
Verhalten des Teilchens durch eine Funktion von Raum und Zeit beschreibt und die einzelnen Funktions-
werte, wie in der klassischen Wellenbetrachtung, nach dem Superpositionsprinzip addiert. Die Funktion
Hfihrt* das Teilchen im Raum und wird deshalb gelegentlich sehr bildhaft als ,, Fiihrungsfunktion“ be-
zeichnet. Man geht also davon aus, das Elektron sei keine Welle, sondern ein Masseteilchen mit der Energie
E = Ejin + Epor und dem Impuls p. Jetzt beschreibt man aber das Teilchen nicht mehr durch eine aus
dem NEWTONschen Gesetzen folgenden Bahnkurve, sondern durch eine aus der SCHRODINGER-Gleichung
folgende ,, Fithrungsfunktion“ W(7,t) = f(k7 — wt), deren KenngroBen k& und w darstellen.

Wiéhrend in der klassischen Mechanik der Ort eines Teilchens zur Zeit ¢ mit Hilfe der Bahnkurve exakt
angegeben werden kann, ist dies fiir ein Elektron oder allgemein fiir ein Teilchen sehr kleiner Masse
nicht mehr moglich. An Stelle der exakten Ortsangabe 7(t) als Funktion der Zeit tritt die Angabe der
Wahrscheinlichkeit, das Teilchen an einem bestimmten Ort als Funktion der Zeit zu finden. Nach BORN
ist ndmlich der Ausdruck ¥*(7,¢t)¥ (7, t) dV gleich der Wahrscheinlichkeit dW, das Teilchen zur Zeit ¢ an
der Stelle 7 im Volumenelement dV zu finden."

AW = U* (7, ) U(7, 1) AV (1.55)

1.4 Die de Broglie-Beziehung

Von DE BROGLIE stammt ein einfacher mathematischer Formalismus, mit dem man aus den mechanischen
Kenngrofien Gesamtenergie E und Impuls § fiir ein Teilchen (beliebiger Masse) auf die Kenngrofien k und
w seiner Fithrungsfunktion, auch Zustandsfunktion oder didaktisch-methodisch weniger gut, da dadurch
die Gefahr gendhrt wird, das Masseteilchen sei eine Welle, Wellenfunktion genannt, schliefen kann. Es
gelten die DE BROGLIE-Beziehungen (1.56) und (1.57).

p=nhk oder p= % (1.56)

E=hw oder E=hv (1.57)

Es soll noch einmal ganz deutlich darauf hingewiesen werden, dafl es sich hier um eine rein mathematische
Formulierung ohne direkte physikalische Bedeutung handelt.

b Wird eine (komplexe) Funktion f mit einem hochgestellten Sternchen f* gekennzeichnet, dann ist damit die konjugiert
komplexe Funktion von f gemeint. Niheres dazu ist im Abschnitt 1.6 nachzulesen.
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1.5 Die Messung

In den Naturwissenschaften ist es obligatorisch, zur Bestéitigung einer Theorie ein Experiment durch-
zufiihren, aus dem eindeutig hervorgeht, ob Theorie und Experiment im Einklang miteinander stehen.

Ob nun eine Theorie richtig (oder falsch) ist, kann also nur dadurch ergriindet werden, dal man die
Messung einer physikalisch beobachtbaren Gréfie X (Observablen) durchfiihrt. Die Anzahl der Messun-
gen sollte auflerdem moglichst grof§ gewédhlt werden, damit man eine zuféllige Bestéitigung der Theorie
weitgehend ausschlieffen kann.

Wenn man eine Observable X entweder N-mal hintereinander am jeweils identischen, durch die Messung
nicht verdnderten System oder (besser!) gleichzeitig an N identischen Systemen durchfiihrt, so erhélt man
N voneinander unabhingige Mefiwerte X1, Xo, X3, ..., X . Die Melwerte, die man bei den N Messungen
erhilt, konnen dabei entweder zufallsverteilt oder nicht zufallsverteilt sein.

1.5.1 Die nicht zufallsverteilte Messung

Bei der nicht zufallsverteilten Messung ist das Ergebnis jeder einzelnen der N Messungen exakt gleich,
so daf fir die Mefwerte gilt: X; = Xo = X3 = ... = Xy = Xg. Daraus folgt ein Verteilungsdiagramm,
wie es in der Abbildung 1.16 dargestellt ist.

X,
0 X

Abbildung 1.16: Verteilungsdiagramm der Observablen X bei N nicht zufallsverteilten (scharfen) Mes-
sungen.

Erhélt man ein solches Verteilungsdiagramm, so spricht man von einem scharfen Mef3wert, da es sich im
mathematischen Sinne um ein nicht zufilliges Ergebnis handelt.

1.5.2 Die zufallsverteilte Messung

Wenn es sich bei dem Experiment im mathematischen Sinne um ein zufélliges Ergebnis handelt, so
spricht man auch anschaulicherweise von einer unscharfen Messung, obwohl der einzelne Mefwert im
Prinzip beliebig genau gemessen werden kann. Bei unscharfen Messungen unterscheidet man zwischen
denen mit diskreten Mefigrofien (z. B. Wiirfel) und denen mit stetigen MeBgrofien (z. B. Lebensalter). Bei
der scharfen Messung ist diese Unterscheidung nicht notwendig.
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1.5.2.1 Diskrete Mefligroien

Man hat es auch bei einer unscharfen Messung immer mit einem diskontinuierlichen Verteilungsdiagramm
der Observablen X zu tun, wenn entweder die Zahl der Messungen NN endlich ist oder die Observable nur
bestimmte Werte annimmt (z. B. beim Wiirfeln).

Dadurch ergibt sich ni-mal der MeB3wert X7, no-mal der Mefwert Xo, ns-mal der Mefiwert X3 und
allgemein n;-mal der Mefwert X;, wobei die Gleichung (1.58) zwingend gelten muf.

N=>n (1.58)

Aus der Statistik ergeben sich daraus die folgenden Beziehungen, die in den Naturwissenschaften tibli-
cherweise Verwendung finden.

Fiir die Wahrscheinlichkeit W; den Mefwert X; zu messen, gilt die Gleichung (1.59). Den Mittelwert
(X) erhiilt man dann aus der Gleichung (1.60).! Die Varianz (Dispersion oder mittlere quadratische
Abweichung) (AX)? der Observablen X ergibt sich schliefilich aus der Gleichung (1.61).

W; = ”N mit Y Wi =1 (1.59)
(X) = %ZnX => WiX; (1.60)
(AX)? = 5 Yo mlX: = (X)) = 3 W(X; = (X)) (1.61)

In der mathematischen Statistik werden die Wahrscheinlichkeiten durch eine Verteilungsfunktion F(X)
abgebildet. Die Funktion ist immer eine monoton steigende, treppenférmige Summenfunktion der Wahr-
scheinlichkeiten, deren Funktionswert an einer beliebigen Stelle X die Wahrscheinlichkeit angibt, einen
MefBwert zu finden, der kleiner als X; ist. Dabei stellt X; den néchstgroffleren Mefwert zur Stelle X
dar; existiert zu X kein néchstgrofierer Mewert X;, dann ist der Funktionswert von F'(X) eins und
damit maximal. In der Abbildung 1.17 ist der charakteristische Verlauf einer solchen Verteilungsfunktion
dargestellt.

Eine zu Abbildung 1.17 alternative Moglichkeit der Darstellung besteht darin, die Haufigkeit n;, den Wert
X; zu messen, gegen X aufzutragen, wie dies in Abbildung 1.18 gezeigt ist.

Eine dritte Variante besteht darin, die Wahrscheinlichkeit W;, den Wert X; zu messen, gegen X aufzu-
tragen, wie es in Abbildung 1.19 dargestellt ist.

1.5.2.2 Stetige Meflgroflen

Liegen die Mefiwerte bei einer Messung ,,dicht an dicht“, dann tritt anstelle der treppenférmigen Vertei-
lungsfunktion aus Abbildung 1.17 eine stetige, monoton steigende Verteilungsfunktion mit dem oberen
Grenzwert eins, wie dies exemplarisch in Abbildung 1.20 gezeigt ist.

Die Steigung der Verteilungsfunktion F(zg) an der Stelle z( ist ein Maf} dafiir, wie oft ein Wert im diffe-
rentiell kleinen Intervall zwischen ¢ und z¢+dx gemessen wird. Dementsprechend ist die Dichtefunktion
f(x) folgendermaflen definiert:

o dF(Z‘o)

fla)=—- (1.62)

Diese kontinuierliche Dichtefunktion f(z) zur Verteilungsfunktion F(zg) aus Abbildung 1.20 hat das in
Abbildung 1.21 gezeigte Aussehen. Die kontinuierliche Dichtefunktion f(z) ist vollkommen analog zur

iFiir eine unendlich groBe Zahl an Messungen N geht der Mittelwert iiber in den Erwartungswert, der in der Quanten-
mechanik eine zentrale Rolle spielt.
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Abbildung 1.17: Verteilungsfunktion F(X) der diskreten Observablen X bei N zufallsverteilten (un-
scharfen) Messungen. Der Funktionswert von F'(X) an der Stelle X gibt die Wahrscheinlichkeit an, einen
MeBwert zu finden, der kleiner als X; (mit X; > X) ist. Der obere Grenzwert der Verteilungsfunktion
F(X) ist definitionsgeméif eins.
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Abbildung 1.18: Hiufigkeitsverteilung der diskreten Observablen X bei N zufallsverteilten (unscharfen)
Messungen. Der Meflwert X; wird dabei n;-mal gemessen.

diskreten ,, Funktion“ aus Abbildung 1.19. Dabei ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, an der Stelle = einen
MefBiwert zu finden, nach dW = f(z) da.

Aus der Definition der Dichtefunktion f(z) in Gleichung (1.62) folgt die Definition der Verteilungsfunktion
F({L‘o)i

Flag) = / Fz)da (1.63)

Die Funktion F(x) gibt also die Wahrscheinlichkeit an, einen Wert kleiner oder gleich zg zu finden.

Wegen der Grenzwertbedingung fiir die Verteilungsfunktion F(x¢)

lim F(z) =1 (1.64)

To—00
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SR e

X1 X3 X3 Xy X5

X

Abbildung 1.19: Wahrscheinlichkeitsverteilung der diskreten Observablen X bei N zufallsverteilten
(unscharfen) Messungen. Der Mewert X; wird dabei mit der Wahrscheinlichkeit W; gemessen.

F(zo)
1

To To+dx x

Abbildung 1.20: Verteilungsfunktion F'(x) der kontinuierlichen Observablen z bei einer zufallsverteil-
ten (unscharfen) Messung. Die Steigung der Funktion an der Stelle o gibt die Wahrscheinlichkeit an,
einen Wert zu messen, der im differentiell kleinen Intervall zwischen xy und zg + dx liegt. Der obere
Grenzwert der Verteilungsfunktion F(zg) ist definitionsgemé$ eins.

gilt die folgende Normierungsbedingung fiir die Dichtefunktion f(x):
/ F@)de =1 (1.65)

Anschaulich bedeutet das, dafl die Gesamtfliche unter der Dichtefunktion f(z) immer eins betrigt. Dies
entspricht der Tatsache, dal die Summe der Ordinatenwerte in Abbildung 1.19 ebenfalls gleich eins ist.
Sowohl bei der diskreten Messung (Abbildung 1.19) als auch bei der koninuierlichen Messung (Abbil-
dung 1.21) ist die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten gleich eins.

Fiir die Wahrscheinlichkeit W einen Meflwert innerhalb eines Intervalls a < x < b zu finden, gilt die
Gleichung (1.66).

W:/f(x) dz = F(b) — F(a) (1.66)
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Abbildung 1.21: Dichtefunktion f(z) der kontinuierlichen Observablen = bei einer zufallsverteilten
(unscharfen) Messung zur Verteilungsfunktion F'(z) aus Abbildung 1.20.

Die Dichte einer Verteilung kann prinzipiell ein beliebiges Aussehen haben, ist aber in physikalischen
Zusammenhéngen hiufig eine symmetrische Verteilungskurve, die sogenannte GAUSSsche Glockenkurve,
wie es in Abbildung 1.22 gezeigt ist. In der Regel haben die Dichtefunktionen ein Maximum, dem dann

f(x)

T

Abbildung 1.22: GAusssche Glockenkurve als symmetrische Dichtefunktion f(x) der kontinuierlichen
Observablen x bei einer zufallsverteilten (unscharfen) Messung. Die Wahrscheinlichkeit W einen Mefwert
im Intervall a < x < b zu finden, ergibt sich nach Gleichung (1.66).

ein wahrscheinlichster Mef3wert von x zugeordnet wird, der durch Kurvendiskussion ermittelt werden
kann. Die Definitionen fiir den Erwartungswert (1.67) und die Varianz (1.68) bei der kontinuierlichen

Messung sind ebenfalls vollkommen analog zu den Definitionen der diskreten Messung, wie sich anhand
der Gleichungen (1.60) und (1.61) leicht feststellen 148t.

(x) = /f(x)xdx (1.67)

(Ax)? = / @)@ — (2))* da (1.68)
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1.6 Die komplexen Zahlen

1.6.1 Der reelle Zahlenbereich

Jeder kennt das Problem, die quadratische Gleichung x? = —1 zu 16sen. An dieser Stelle sagt man dann
fiir gewohnlich, die Losungsmenge sei leer mit der Begriindung, dafl man aus einer negativen Zahl nicht
die Wurzel ziehen diirfe. Diese Behauptung ist im Grunde auch richtig, denn es 148t sich kein Ergebnis
finden, das eine reale Bedeutung hat. Im reellen Zahlenbereich [R hat diese Gleichung keine Losung.

1.6.2 Der imaginire Zahlenbereich

Durch einen mathematischen Kunstgriff, der auf Gauss zuriickgeht, kann man aber doch eine Losung
fiir diese Gleichung finden. Er fiihrte die Definition i := v/—1 ein und konnte so die Gleichung z? = —1
16sen. Die Losungen lauten dann x; = —i und x5 = i. Der Zahlenbereich der imaginéren Zahlen [I ergibt
sich dadurch, dafl man beliebige Vielfache von i zuldfit. Zuldssige imaginére Zahlen sind zum Beispiel 2i,
99.23i oder —1/3i. Erwithnenswert ist noch, da8 gilt i> = —1, i® = —i und i* = 1.

1.6.3 Der komplexe Zahlenbereich

Um logisch schliissig Algebra betreiben zu konnen, geht man sogar noch einen Schritt weiter und definiert
den Bereich der komplexen Zahlen C . Der Bereich der komplexen Zahl umfafit alle reellen und imaginéren
Zahlen und alle Summen aus reellen und imaginéren Zahlen.

Eine allgemeine komplexe Zahl Z lautet dann Z = A+iB. Ist A = 0, dann handelt es sich bei Z um eine
imaginédre Zahl, und ist B = 0, dann ist Z eine rein reelle Zahl. Man hat zwei symbolische Funktionen
geschaffen Re(Z) und Im(Z), die als Ergebnis den Real- bzw. Imaginérteil einer komplexen Zahl Z liefern.
Es gilt Re(Z) := A und Im(Z) :=iB.

Ein wichtiger Begriff im Zusammenhang mit komplexen Zahlen sind die konjugiert komplexen Zahlen. Zu
jeder komplexen Zahl Z = A + 1B existiert eine konjugiert komplexe Zahl Z* = A —iB. Diese konjugiert
komplexen Zahlen sind deshalb so wichtig, weil sie eine Moglichkeit darstellen, eine komplexe Zahl in eine
reelle Zahl zu verwandeln, was fiir die Physik eine d&uflert wichtige Sache ist, da einer Zahl mit imagindrem
Anteil niemals eine physikalische Bedeutung beigemessen werden kann. Wir betrachten deshalb einmal
die Multiplikation einer komplexen Zahl mit ihrer konjugiert komplexen; dieses Produkt ist immer positiv
und reell:

Z*7Z = (A —iB)(A +iB) (1.69)
7*7Z = A* +iBA — iBA — (iB)? (1.70)
7*7 = A* - i?B? (1.71)
7*7 = A* + B? (1.72)

Die Wurzel aus dem letzten Ausdruck wird als ,der Modul |Z|“ oder ,der absolute Betrag |Z|*“ der
komplexen Zahl Z bezeichnet und kann eine physikalische Bedeutung haben.

|Z| =VZ*Z = \/A? + B2 (1.73)

Die graphische Darstellung einer komplexen Zahl wird in der komplexen oder GAUSSschen Zahlenebene
realisiert. Bei ihr wird der Realanteil auf der z-Achse und der Imaginérteil auf der y-Achse abgetragen. In
der Abbildung 1.23 wird die komplexe Zahl Z und ihre konjugiert komplexe Zahl Z* in der GAUSSschen
(komplexen) Zahlenebene abgetragen.

Wie in der reellen Geometrie kann man jetzt auch die Punkte in der GAUSSschen Zahlenebene durch
Winkel ¢ und Abstand R vom Ursprung charakterisieren. Eine komplexe Zahl Z kann deshalb auch
angegeben werden durch die Gleichung (1.75).

Z=A+iB (1.74)
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Im(Z)
Blmmmmmmme s 2
B E Rsingp
Rcos :
14 i ” Re(Z)
|
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Abbildung 1.23: Darstellung einer komplexen Zahl Z und ihrer konjugiert komplexen Z* in der
Gaussschen Zahlenebene.

Z = Reosp +iRsing | (1.75)

Wieder hat man sich zwei symbolische Funktionen geschaffen, den bereits bekannten Betrag der komple-
xen Zahl Abs(Z) = |Z| = R und das Argument der komplexen Zahl Arg(Z) = ¢.

Auf die Rechenregeln, die in bezug auf komplexe Zahlen gelten, soll hier nicht weiter eingegangen werden,
da sie in der géngigen Literatur nachgeschlagen werden kénnen.

1.6.4 Die Eulersche Formel

Auf EULER geht die bereits in Abschnitt 1.2.2.3 erwidhnte EULERsche Formel (1.76) zuriick.

Z = R (cosp £ isinp) = Re™? (1.76)

Diese Beziehung ist deshalb so wichtig, da sie das Rechnen mit komplexen Zahlen vereinfacht und die
angenehmen mathematischen Eigenschaften der Exponentialfunktion (hauptsichlich bei Differentiation
und Integration) besitzt.

An dieser Stelle soll der kurze Beweis der EULERschen Beziehung erfolgen. Man geht dabei von der
allgemeinen Form der TAYLORschen Reihe aus, nach der sich eine Funktiond f(x) um die Stelle zy durch
eine Summe entwickeln 148t.

oo

— /) (o v _ 1 d”f(zo v
=3 I e 0 = 32 T e (1.77)
Ahnlich wie bei der FOURIER-Summe wird die Niherung natiirlich um so besser, je gréfer die Laufvariable
v gewahlt wird. Ein Unterschied ist aber, dafl allgemein bei der TAYLORentwicklung um eine Startstelle
o entwickelt wird und deshalb die Qualitit der Niherung, bei konstantem v, mit dem Abstand von
dieser Entwicklungstelle abnimmt (Bei der FOURIER-Summe wird die N&herung von stetigen Funktionen
bei steigender Summandenzahl iiber den gesamten Definitionsbereich besser.).

JSolche Funktionen miissen bestimmte Bedingungen erfiillen; die uns interessierenden Funktionen erfiillen generell diese
deshalb hier nicht interessierenden Bedingungen.
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In den meisten Fillen ist eine TAYLORentwicklung um die Stelle null am einfachsten, da sich dann auf
jeden Fall der Ausdruck (x — x¢)” zu a¥ reduziert. Eine weitere Vereinfachung ergibt sich dann, wenn
die Funktion f(z) bzw. ihre Ableitungen (f'(z), f”(z), ..., f*)(z)) an der Stelle null einen einfachen
Funktionswert haben.

x

Fiir die Exponentialfunktion lautet dann die TAYLORsche Reihe um die Stelle zo = 0, wegen f(z) = e* =

f'(x)=f"(x)=...= f¥)(z) und e® = ¢ = 1, folgendermaBen:
L 1,1 1 1 1 1 1,
' = 5% +—x —I—Ex +§x +Zx —I—Ex +. —|—Hm (1.78)

Durch Anwendung der Definitionen 0! := 1 und 2° := 1 vereinfacht sich die Gleichung folgendermafen:

2 23 2t 2P "
—1+x+§+3+—+§+ +H (1.79)
Ersetzt man jetzt die Variable x durch die imaginére Zahl iy, so erhélt man ganz analog:
’ . (9)? | (e | (p)t  (9)°
ip
e =1+1ip+ o1 + 3l + m + ] + ... (1.80)

Wenn man jetzt die Terme nach geraden und ungeraden Exponenten separiert, so erhilt man eine Glei-
chung in der nachstehenden Form:

2 4 3 5
' ' . ' '
<1——2' —|——4' —. ) —|—1<gp——3' —|——5' —) (1.81)

Die beiden Klammerausdriicke stellen aber nichts anderes dar als die TAYLORsummen fiir cos ¢ und sin ¢,
so daf allgemein gilt: _
e'¥ =cosp+ising (1.82)

Fiir eine komplexe Zahl Z gelten deshalb die folgenden Beziehungen:

Z =A+iB (1.83)
Z = Rcosp +iRsiny (1.84)
7 = Re'? (1.85)

Analog gilt auch e~ = cos ¢ — isin ¢; demzufolge gelten fiir die zu Z konjugiert komplexe Zahl Z* die
analogen Gleichungen:

Z* = A—iB (1.86)
= Rcosp —iRsinp (1.87)
Z* = Re™'¥ (1.88)

1.6.5 Komplexe Funktionen

Ganz entsprechend den reellen, imaginidren und komplexen Zahlen gibt es auch reelle, imaginére und
komplexe Funktionen. Die soeben kennengelernte EULERsche Formel ist im Grunde genommen schon
ein Beispiel fiir eine komplexe Funktion. Die komplexe Funktion fc = e ist nimlich genauso wie die
komplexen Zahlen eine Summe aus einem Realteil (fr = cos¢) und einem Imaginérteil (if; = isin ).
Mit Hilfe der komplexen Funktionen sind Loésungswege moglich, die mit reellen Funktionen nicht oder
nur sehr viel schwieriger gangbar waren.

Als kurzes Beispiel sei hier die Funktion ¥(7,¢) aus Abschnitt 1.3.2 genannt, welche — wie noch gezeigt
werden wird — komplex ist. Eine unmittelbare Folge der Komplexitét ist, dafl der Wert, den die Funktion
liefert, keine physikalische Bedeutung haben kann¥. Die Dichte der Verteilung W*(7,¢)¥(#,t) hat aber

kVielleicht kann deshalb das Doppelspaltexperiment nicht verstanden werden, weil schon allein die Funktion zur Teil-
chenbeschreibung nicht reell ist!
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wieder eine reale Bedeutung, weil man durch folgende Umformung eine reelle Funktion erhilt, die nur
positive Werte liefert.

U (7 ) U(7, t) = (Pr(F,t) — W (7, 1)) (VR(TF,t) + 10 (7, 1)) (1.89)
t) = WR(F, 1) + W37, 1) (1.90)

1.7 Der Quantenmechaniker im Zoo

Zur Einfithrung in die Operatorenalgebra und damit in das ,,Mefprinzip“ von Observablen in der Quan-
tenmechanik soll, anstatt auf eine rein mathematische Darstellung der Thematik zuriickzugreifen, eine
freie Auslegung der in [2] beschriebenen Anekdote vom EDDINGTONschen Lowensieb den ,ersten* Kon-
takt erleichtern. Aus diesem Grunde schicken wir den Quantenmechaniker in den Zoo!

Ein Quantenmechaniker, der gerne in den Zoo gehen wollte, um die verschiedenen Tiere zu betrachten,
nahm sich, da er selbst von den Tieren im Zoo keine Ahnung hatte, vier seiner befreundeten Biologen
mit, damit sie ihm alles erkliren und zeigen konnten. In dem Zoo (Z, Menge aller Tiere im Zoo) befanden
sich Lowen (Zr, Menge der Lowen), Tiger (Zr, Menge der Tiger), Giraffen (Zg, Menge der Giraffen)
und Antilopen (Z4, Menge der Antilopen). Zwei seiner Freunde hatten bereits so viele Vorlesungen zur
Zoologie gehort, da8 der eine sicher alle Lowen erkennen und fangen konnte (Br, Operation: Biologe
fingt alle Lowen), wihrend der andere in der Lage war, jeden Tiger zu erkennen und zu fangen (Br,
Operation: Biologe fingt alle Tiger). Sein dritter Bekannter hatte noch nicht alle speziellen Vorlesungen
iiber Zootiere besucht, so daf8 dieser nur die Raubtiere erkennen und fangen konnte (Bg, Operation:
Biologe fingt alle Raubtiere). Der vierte Freund hatte zwar gerade erst begonnen zu studieren, hatte
aber so viele Vorlesungen besucht, dafl er in der Lage war, alle Tiere des Zoos zu erkennen und zu fangen,
d.h. sie von allen anderen Lebewesen oder Dingen zu unterscheiden (1, Operation: Biologe fingt alle
Zootiere).

Da der Quantenmechaniker aber auch in der Lage war zu zdhlen, konnte er jetzt folgende Dinge tun: Er
lief} sich vom ersten Freund alle Léwen im Zoo fangen und erfuhr auf diese Weise die Anzahl der Lowen
im Zoo (BL{Z} = Z1, Anwendung des Operators , Biologe fingt alle Lowen® auf die Menge der Tiere im
Zoo ergibt die Menge aller Lowen).

Auf die gleiche Weise lie8 er sich vom zweiten Freund alle Tiger fangen (Br{Z} = Zr, Anwendung des
Operators , Biologe fingt alle Tiger“ auf die Menge der Tiere im Zoo ergibt die Menge aller Tiger). Um den
alten ,,Zustand“ im Zoo wieder herzustellen, wurden anschlieend alle Tiere in ihr Gehege zuriick gebracht.
Als er sich vom dritten die Raubtiere fangen liefl, kam er selbstverstdndlich auf die gleiche Anzahl wie
die erste und zweite Ziahlung zusammen (Br{Z} = (B + Br){Z} = BL{Z}+Br{Z} = Z + Z1 = Zg,
Anwendung des Operators ,,Biologe fingt alle Raubtiere“ auf die Menge aller Tiere ist gleich der Menge
aller Raubtiere).

Mit Hilfe des vierten Freundes konnte er die Gesamtzahl der Tiere im Zoo bestimmen (1{Z} = Z,
Anwendung des Operators ,,Biologe fingt alle Zootiere* auf die Menge aller Tiere gibt die Menge aller
Tiere).

Natiirlich war der Quantenmechaniker ein an allem interessierter Mensch, weshalb er anfing, ein wenig zu
experimentieren. So lie} er sich wieder vom ersten Bekannten alle Lowen fangen und erhielt wie gewohnt
die Gruppe der Lowen. Dann lief er sich aus dieser Gruppe Lowen noch einmal alle Lowen fangen und
erhielt wieder die gleiche Anzahl Léwen (B_L2{Z V= Br{Br{Z}} = BL{Z1} = Z1, Doppelte Anwendung
des Operators ,,Biologe fingt alle Lowen* auf die Menge aller Zootiere ergibt immer noch die Menge aller
Lowen). Ging er mit den anderen Freunden auf gleiche Weise vor, so kam er auf entsprechende Ergebnisse.

Jetzt kam ihm eine Idee, die er auch noch unbedingt probieren wollte. Zuerst liefl er sich vom ersten
Freund alle Lowen aus dem Zoo fangen, und dann sollte der zweite ihm aus dieser Gruppe der Lowen
alle Tiger fangen und erwartungsgemaf fing der zweite Freund keinen Tiger aus der Gruppe der Lowen
(Br BL{Z} = Br{Br{Z}} = Br{Zr} = 0, erst Anwendung des Operators ,Biologe fingt alle Lowen*“
auf die Menge aller Tiere ergibt die Menge aller Lowen; dann Anwendung des Operators ,,Biologe fingt
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alle Tiger* auf die Menge aller Lowen ergibt die leere Menge!). Als zweites verfuhr er genauso, aber in
umgekehrter Reihenfolge, und so kam er zum gleichen Ergebnis wie vorher (Br, Br{Z} = B{Br{Z}} =
Br{Zr} = 0, erst Anwendung des Operators ,Biologe fingt alle Tiger* auf die Menge aller Tiere ergibt
die Menge aller Tiger; dann Anwendung des Operators ,,Biologe fingt alle Lowen* auf die Menge aller
Tiger ergibt die leere Menge).

Soweit zu dieser vergleichenden Geschichte iiber die Operatorenalgebra, anhand der alle wichtigen Ei-
genschaften von Operatoren in einleuchtender Weise erliutert werden konnten. Es soll noch einmal die
Quintessenz der Geschichte in mathematisch konkreterer Form gefafit werden und in Beziehung zur Physik
bzw. Quantenmechanik gebracht werden.

e Die Menge aller Tiere im Zoo Z ist die Vereinigungsmenge aller Zootiere. In Z sind alle Informa-
tionen enthalten, die notwendig sind, um das System ,,Zoo“ im Rahmen unserer Modellwiinsche zu
beschreiben.

In der Physik entspriche Z irgendeiner Funktion, die einen Systemzustand durch eine bestimmte
Anzahl Variablen beschreibt, z. B. dem Weg-Zeit-Gesetz der gleichformig beschleunigten Bewegung
7(t) = Fo+Tot+(a@t?)/2 oder der Anderung der Inneren Energie aus der Thermodynamik dU (S, V) =
TdS —pdV oder der Zustandsfunktion fiir ein Teilchen aus der Quantenmechanik W(7, ).

e Der Operator ,,Biologe fingt alle Lowen“ B macht jetzt im Grunde nichts anderes, als die Infor-
mationen aus der Vereinigungsmenge nach einer bestimmten Regel zu filtern.
In der Physik sind solche Operatoren hiufig Differentialoperatoren:

d .
—7 =1y +at Anderung des Weges mit der Zeit

dt

d2 .

@F =a Anderung der Geschwindigkeit mit der Zeit
%U =—p Anderung der Inneren Energie mit dem Volumen

Ein Differentialoperator , filtert” eine Funktion (mehrerer) Variablen nach der Anderung nur einer
Variablen, d. h. die Anderungen der anderen Variablen bleiben unberiicksichtigt.

Einfache mathematische Rechenvorschriften wie /7, ()% oder -(—1) sind zwar giiltige Operatoren,
finden aber in diesem Zusammenhang in der Physik nur sehr selten Anwendung.

e Fiir eine sogenannte reproduzierbare Klassifikation miissen folgende drei Eigenschaften gelten (am
Beispiel der Zoogeschichte):

1. Vollstandigkeit der Klassifikation: B, +Br+Ba+Ba=1
2. Reproduzierbarkeit der Klassifikation: B.'=..= B_L2 =B;
3. Unterscheidbarkeit der Merkmale: By, By = 0

Alle drei Eigenschaften sind in der Quantenmechanik nur in einigen Fillen gegeben.

Die Klassifikation wird dann nicht reproduzierbar, wenn die Anwendung des einen Operators eine
Verénderung des Systems bzw. der systembeschreibenden Funktion bewirkt, denn dann ist es nicht
mehr egal, ob vor Anwendung des Br-Operators noch der Br-Operator angewandt wurde. Dies
fithrt unweigerlich zur Definition des Kommutators [Br, Br] = Br Br, — Br, Br, der genau diesen
Sachverhalt mathematisch manifestiert und quantifizierbar macht. Ist der Kommutator zweier Ob-
servablen gleich null, so handelt es sich um eine reproduzierbare Klassifikation (,,scharfe Messung*“),
ansonsten um eine nicht reproduzierbare Klassifikation (,unscharfe Messung®). In der Quantenme-
chanik ist das Paradebeispiel hierfiir die HEISENBERGsche Unschirferelation (siehe Abschnitt 2.3
auf Seite 38).

IBeachten Sie die Reihenfolge der Operatoren und die Richtung deren Abarbeitung.
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Axiomatik der Quantenmechanik

Man konnte didaktisch den Einstieg in die Quantenmechanik auch mit den folgenden Postulaten beginnen,
die dadurch gerechtfertigt — nicht bewiesen — sind, daf} bislang die Konsequenzen aus diesen Postulaten
in Einklang mit den experimentellen Ergebnissen stehen.

2.1 Die Postulate der Quantenmechanik

Postulat 1 (Existenz einer Zustandsfunktion) Jeder Zustand eines Systems von N Teilchen mit
der jeweiligen Masse m; wird so vollstindig wie mdglich durch eine Zustandsfunktion V(7y,7a, ... ,Tn,t)
beschrieben.

Jede experimentell mefSbare Grifie des Systems (,,Observable®) kann mittels der Zustandsfunktion ¥
berechnet werden.? So ist beispielsweise der Ausdruck W*W dVy dV;...dVy proportional der Wahrschein-
lichkeit AW zur Zeit t das Teilchen 1 an der Stelle 7y im Volumenelement dVy, das Teilchen 2 an der
Stelle 75 im Volumenelement dVs, ... und das Teilchen N an der Stelle ¥y im Volumenelement dVy zu
finden.

Postulat 2 (Quantenmechanische Operatoren)_Zu jeder Observablen O des Systems korrespondiert
ein entsprechender quantenmechanischer Operator O, deren elementaren Vertreter in der Tabelle 2.1
aufgelistet sind.

Postulat 3 (Scharfe Messung) FEs gebe einen Satz identischer Systeme jeweils mit der Zustandsfunk-
tion W, die Eigenfunktion zum Operator O sei, so daf$ gilt OV = oW. Jede Messung der Observablen O an
den einzelnen Systemen ergibt immer den gleichen Wert o; jede sich wiederholende Messung an ein und
demselben System ergibt ebenfalls immer den selben Wert o, sofern die Messung nicht den urspringlichen
Zustand VU des Systems verdndert.

Postulat 4 (Unscharfe Messung) Fs gebe einen Satz wdentischer Systeme jeweils mit der Zustands-
funktion U, die nicht Eigenfunktion zum Operator O sei. Messungen der Observablen O an den einzelnen
Systemen fiihren nicht zum jeweils gleichen Wert, sondern zu einer Verteilung, deren Erwartungswert”

aDie Variablen 71,72, ...,7n, t der Zustandsfunktion W(7,72,...,7n,t) werden hiufig aus Platzgriinden nicht explizit
angegeben.

PBei einer endlichen Zahl von Messungen wird der gefundene Mittelwert in der Regel vom berechneten Erwartungswert
abweichen; erst bei einer unendlichen Zahl von Messungen geht der Mittelwert in den Erwartungswert iiber.
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Tabelle 2.1 Die Korrespondenz zwischen den elementaren klassischen Observablen O und deren quan-

tenmechanischen Operatoren O.

Observable O

quantenmechanischer Operator O

(¢ t)

T T
Y Y
z z
7 7

0

x _.h_

p ' Ox

.0

Dy —1ha—y

0

z _.h_

p ' 0z

0

— —

= +€y3_y +€zﬁ> = —ihV

0z

= f(Fp,t) O = f(¥,—ihV,¢)
.0
lh&
(O) gegeben ist durch die Gleichung (2.1).°

[ wOowav

(o) — (2.1)
[ v wav
R?

Im Abschnitt 6.2.5 wird gezeigt werden, dafl auch die Verteilungsfunktion der Mefiwerte aus der Zu-

standsfunktion bestimmt werden kann.

Postulat 5 (Schrédinger-Gleichung) Die Zustandsfunktion ¥ ist Lisung der SCHRODINGER-Glei-

chung (2.2).

EV = HV = (Egin +V)¥

(2.2)

Der Operator H = Ej;, + V wird als HAMILTON-Operator bezeichnet, wobei Ej;, und V fiir die Opera-
toren der kinetischen bzw. potentiellen Energie stehen. Diese Operatoren ergeben sich aus den klassischen

Observablen geméf Postulat 2 wie folgt:

1
FErin = §m112
1 gy
= Eyin = o, PP =
m

1
= —2mp2 (2'3)
1, ) n?_,

“Das Integral fIRS O0dV bezeichnet die Integration iiber den gesamten Definitionsbereich des dreidimensionalen Raumes

IR3 und stellt damit eine Kurzschreibweise fiir das dreifache Integral fix;o fix;o fix;o Odxdydz dar. Der Ausdruck dV
bezeichnet hierbei das differentiell kleine Volumenelement dV = dx dydz.

In der Literatur werden die Integrationsgrenzen bei der Integration iiber den gesamten dreidimensionalen Raum héaufig
weggelassen, so daf sich die Symbolik fiir diese Operation auf den Ausdruck f O0dV beschrinkt.
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Epot = V(F177?27"'7FN7t) (25)

= Epot:V(Eaga"'amyt):V(FlyFQa"'aFI\ﬁt)

Die Gleichung (2.7) gibt die SCHRODINGER-Gleichung noch einmal in expliziterer Form an.

N

iha—qj——zh—sz\P—i—V(F 7 P, t)W (2.7)
625_ le i 1,72y« TNy .

=1

Mit der Summe in Gleichung (2.7) werden die einzelnen kinetischen Energien der N Teilchen zur kineti-
schen Gesamtenergie addiert, wobei m; die Masse des Teilchens i und V; die differentielle Anderung des
Ortes des Teilchens 4 beschreibt.d Der Ausdruck V (7,75, ...,7x,t) steht fiir die potentielle Energie des
Systems als Funktion der Ortskoordinaten der N Teilchen und der Zeit.

Eine Zustandsfunktion muf}, auler dafl sie Losung der SCHRODINGER-Gleichung ist, drei Kriterien
erfiillen, damit sie physikalisch ,sinnvoll“ sein kann:

1. Stetigkeit:
Es darf keine ,,Spriinge“ im Funktionsverlauf geben.

2. Eindeutigkeit:
Zu jeder Kombination von Variablenwerten gibt es genau einen Funktionswert.

3. Quadratische Integrierbarkeit und Normierbarkeit:

Die bei der Losung der SCHRODINGER-Gleichung (2.2) erhaltene Zustandsfunktion ¥ ist nicht not-
wendigerweise normiert, das heifit das Integral [ dW = fIRB fIRB .. fIRB U dV; dVs...dVy ist
nicht notwendigerweise a priori gleich eins. Da die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen 1 irgendwo im
Raum, das Teilchen 2 ebenfalls irgendwo im Raum, ...und das Teilchen N irgendwo im Raum zu
finden, gleich eins ist, muf} dieses Integral aber immer gleich eins sein. Um dies zu erreichen, wird
die Funktion ¥ mit der Normierungskonstanten ¢ multipliziert, wobei ¢ dadurch bestimmt wird,
daB das Integral [dW = [|ps [[gs ... [[gs ¥ W dV1dVz...dVy (als ,Summe* der differentiell
kleinen Einzelwahrscheinlichkeiten dWW) gleich eins gesetzt wird:

/dwz/ / / AT U dVidVy ... dVy =1 (2.9)
R* J R? R?

Daraus folgt der Ausdruck

1
TS Jpe VVdVidVe. . dVy

c*c (2.10)

der nur dann definiert ist, wenn das Integral im Nenner endlich ist; die Zustandsfunktion also,
wie man sagt, quadratisch integrabel ist. Die Funktion ¢V ist ebenfalls Losung der SCHRODINGER-
Gleichung;:

EcV = HeV (2.11
cEV = cHY (2.12)

Das Postulat 6 wird aus didaktisch-methodischen Griinden erst in Abschnitt 4.2 auf Seite 119 eingefiihrt
werden.

dDie skalare Multiplikation des Vektoroperators V mit sich selbst ergibt den Skalaroperator A

0 0 o o o 0 0?2 0?2 02
v2:vvz<y— &y — ”z—> (*1— Ey — “z—>: TS5tz ts5 | =A 2.8
¢ 8x+ey8y+e 92) \° 8x+ey8y+e 0z Ox2 +8y2 +8z2 (2:8)
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2.2 Die Losung einer eindimensionalen Schrédinger-Gleichung

2.2 Die Losung der Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen im
eindimensionalen Raum

Das Teilchen der Masse m bewege sich entlang der z-Koordinate mit konstanter potentieller Energie Vj.
Die zeitabhéngige SCHRODINGER-Gleichung fiir diesen einfachen Fall lautet dann:

ihﬁll'(x,t)_ h_282\11(ac,t)

o ozt V(@ t) (2.13)

Es gilt jetzt, eine Funktion ¥(z,t) zu finden, die sowohl dieser Gleichung geniigt als auch alle Nebenbe-
dingungen erfiillt.

1. Ansatz

Am simpelsten ist die Methode, sich der bereits bekannten Funktion (1.36) einer harmonischen Welle zu
bedienen.

U(z,t) = Asin(kzz — wt) (2.14)
Durch Einsetzen iiberpriift man, ob die Funktion Losung der SCHRODINGER-Gleichung ist.

.. Osin(kzz — wt) 7L2_A 0? sin(kyx — wt)

IHAT =~ 92 + W Asin(kzz — wt) (2.15)
, h2AK2 ,
—ihAw cos(kyx — wt) = o sin(kyx — wt) + Vo Asin(k,z — wt) (2.16)
h2k2
—ihw cos(kyx — wt) = ( 2m$ + Vo) sin(kyz — wt) (2.17)

Diese Funktion ist offensichtlich nicht Lésung der SCHRODINGER-Gleichung, da die linke Seite nicht gleich
der rechten ist.

2. Ansatz
Durch Einsetzen wird wieder gepriift, ob die Funktion (2.18) Losung der Gleichung (2.13) ist.

U(x,t) = Aeilkam=wt) — foihozo—ivt (2.18)

. aei(kmx—ut) h2A aQei(k’Iz—wt)

A = o+ VpAeli(kez=et) (2.19)
ih(—iw)Ae!(Fa®=wt) ::-_%%(Fkgy4€“%I*wﬂ-%nge“kwI*wﬂ (2.20)
ih(—iw) = —h—2(12k:2) +Vo (2.21)

2m- *
hw = h;ig + Vo (2.22)
w= Zi‘f - % (2.23)

Die Funktion ist also dann Losung der SCHRODINGER-Gleichung, wenn die Bedingung der Gleichungen
(2.22) bzw. (2.23) erfillt ist.
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Die Bedingung (2.22) ist physikalisch sinnvoll, da sie nach Einsetzen der DE BROGLIE-Gleichungen (1.56)
und (1.57) zur klassischen Energiebedingung fiihrt.

h2k2
hw=—2 4V 2.22
v 2m+ 0 ( )
lp2
E=-224V 2.24
2m+0 ( )
1
E:imﬁ+wa (2.25)

Die Zustandsfunktion ¥(z,t) = Ael(ke=wt) st wie bereits erwiihnt, eine komplexe Funktion und kann
nach EULER in einen Realteil und einen Imaginérteil zerlegt werden.

U(z,t) = Acos(kyxr — wt) + iAsin(ky,x — wt) (2.26)

Der reelle Funktionsteil steht fiir eine sich in z-Richtung von links nach rechts bewegende harmonische
Welle mit der z-Komponente k, des Wellenvektors k£ und der Kreisfrequenz w. Fiir den imaginiren
Funktionsteil gilt dies analog im imaginidren Raum.

3. Ansatz

Als néchstes soll die konjugiert komplexe Funktion von ¥(z,t) in Gleichung (2.27) getestet werden.

U*(z,1) = A*ei(Fer—wt) (2.27)
—i(kgz—wt) hQA* 2 —i(kgz—wt) .
inar 2 o =5 ¢ 5 + VpAremilkez—wt) (2.28)
. B2 . .

ih(iW)A*e_l(kIz_wt) _ _%(ing)A*e—l(kmz—wt) + ‘/()A*e—l(kmz—wt) (229)

L W2 oo
in(iw) = —%(1 k) + Vo (2.30)

hk?

—hw = 2 4V (2.31)

Die Funktion ist zwar im mathematischen Sinne Losung der SCHRODINGER-Gleichung, aber vom physika-
lischen Standpunkt aus unsinnig, da eine negative Gesamtenergie —hw resultierte, wihrend die Gegenseite

h2k2 . e
5= + Vp immer positiv ist.

Wire auch U*(x,t) Losung der SCHRODINGER-Gleichung, dann wiiren die allgemeinen Losungen gegeben
durch die Funktionen ¥q(x,t) und Wa(x,t) mit der Einschrinkung A = A* fiir die Koeffizienten.
=U+U*

— Aei(kmwfwt) + A*efi(k:za:fwt)

Acos(kzz — wt)

Aisin(k,x — wt)

2.32
2.33
2.34
2.35

=2
2

(2.32)
(2.33)
(2.34)
(2.35)

Wie aber im Ansatz 1 bereits exemplarisch gezeigt wurde, sind diese Funktionen nicht Losung der
SCHRODINGER-Gleichung.

4. Ansatz

Eine Variation der Funktion W¥(z,t) ist die Funktion ¥'(z,t) = Ae!(~F+2=w) Wie sich sehr leicht durch
Vergleich zeigen lia8t, ist ¥/(z,t) ebenfalls Losung der SCHRODINGER-Gleichung, mit dem gleichen Er-
gebnis wie im Ansatz 2. Die Zustandsfunktion U'(z,t) beschreibt ein sich auf der a-Achse nach links
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bewegendes Teilchen. Die allgemeinen Losungen der SCHRODINGER-Gleichung lauten dann folgenderma-
Ben:

Wy (w,t) = U+ 0 (2.36)
Loz, t) = Aellker—wt) 4 fgi(—kaw—wt) (2.37)
\1,11’2(%75) — Ae—iwt (eikmz + e—ikxm) (2.38)
Loz, t) = Ae " (cos(kyx) + isin(k,x) + cos(kyx) F isin(k,)) (2.39)
U (2,t) = 2Ae ! cos(k, ) (2.40)
Ul (z,t) = 2Ae ™ “Hisin(kyx) (2.41)

Beide Zustandsfunktionen entsprechen im Realteil stehenden Wellen und sind ebenfalls physikalisch sinn-
volle Losungen der SCHRODINGER-Gleichung, wie sich durch Einsetzen in die SCHRODINGER-Gleichung
leicht zeigen 148t.

5. Ansatz

Der Vollstéindigkeit halber soll die Variation der Funktion ¥(x,t) komplettiert werden und die Funktion
U (2,t) = Ae!Fe=+e) gepriift werden.

Durch Vergleich mit dem Losungsweg von Ansatz 3 wird deutlich, dafl mit der Funktion ¥”(z,t) die
gleiche ,Losung® produziert wird wie mit der Funktion ¥*(z,t). Die Funktion ¥ (z,t) ist also kein
physikalisch sinnvoller Ansatz als Losung der SCHRODINGER-Gleichung.

Schlufifolgerungen und Zusammenfassung

Die komplexe Natur der Zustandsfunktionen ist nicht schédlich, da die Funktionen fiir sich keine physikali-
sche Signifikanz besitzen. Von physikalischer Bedeutung sind nur die Aussagen, die sich aus den Postulaten
mit Hilfe der Zustandsfunktionen ergeben. Diese Ergebnisse sind dann reell oder die imaginéiren Anteile
,storen® nicht, wie aus Tabelle 2.2 ersichtlich wird, in der neben der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
des Teilchens dW/dx noch die verschiedenen Eigenwertgleichungen fiir den Impuls, die Energie und den
HaMILTON-Operator aufgestellt wurden.

Schlufolgerungen aus den Ergebnissen der Tabelle 2.2:

1. Man erkennt jetzt bei den Wahrscheinlichkeitsdichten dW/dV , da8 diese fiir die Zustandsfunktionen
U(z,t) und ¥ (x,t) unabhingig von Ort und Zeit, d.h. im Definitionsbereich von —oco < x <
00, konstant sind. Bei den Zustandsfunktionen ¥} (x,t) und ¥, (x,t) hingegen sind fiir bestimmte
konstante z-Werte die Wahrscheinlichkeitsdichten gleich null, was dem Knotenpunkt einer stehenden
Welle entspricht.

2. Die Zustandsfunktionen W' (z,t) und W5(z,t) sind keine Eigenfunktionen zu Pz, wohl aber zum
p2-Operator mit dem Eigenwert p2 = h2k§.

P2V (z,t) = <_ih88_x (—ih% (24071t cos(k:g;ac)))) (2.42)
= 2,0 0 —iwt

P2V (x,t) = i*h 7 (247 cos(k,)) (2.43)
PRV (2,t) = —P*(—kZ) Wi (x,t) (2.44)
P2V (z,t) = R2E2W) (x,t) (2.45)
PRV (2,t) = L0 (1) (2.46)
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Tabelle 2.2 Die Wahrscheinlichkeitsdichten und Eigenwertgleichungen fiir die gefundenen Zustandsfunk-
tionen. Die erste Spalte enthiilt die zugrundeliegenden Funktionen, die alle Losung der SCHRODINGER-
Gleichung sind. Die zweite Spalte enthélt die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Teilchen. In den letzten
drei Spalten sind die Eigenwertgleichungen fiir die angegebenen Observablen aufgefiihrt; der erste Teil

der Gleichung steht im Tabellenkopf, der zweite in der Tabelle.

Funktion f (Z—Z/:f*f:... af=...| Ef=... Hf =
Uz, t) = Aciker—wt) A A Tiky W hw U (h;f + Vo) v
() = Ae!(“kez=wt) A*A — Tk, O’ hwW'! ( h;f + VO) v’
U (2,t) = 24e ! cos(kpx) || 4A*Acos?(kyx) hiwW (h;]f” + V0> 4
Ul (x,t) = 24e “isin(k,z) || 4A*Asin?(k,2) hwWy (h;fj” + V0> v,

¢Diese Gleichungen stellen kein Eigenwertproblem dar!

oy : 9 : 9 —iwt s
P2 (z,t) = <_1h8_ (—17‘1% (24e tsm(l%x))))

Wh(x,t) = i2h? 88 5
Wh(x,t) = —h*(—k2)Wh(z, 1)
U (x,t) = hsz\II' Sz, t)
Uh(z,t) = prUs(z,t)

(24e ! sin(k,))

Damit ist zu erwarten, dafl ein Teilchen, das sich durch eine dieser Zustandsfunktionen beschreiben

&8¢, nur einen der beiden (diskreten) Impulswerte 1/p2 =

Py = thk, annehmen kann.f

3. Da das Postulat 3 fiir den Eigenwert des Impulses in den beiden Féllen ¥/ (z,¢) und U5 (x,t) nicht
greift, wird das Postulat 4 verwendet, um den Erwartungswert fiir den Impuls zu bestimmen.

Der Erwartungswert wird hier nur einmal exemplarisch fiir die Zustandsfunktion ¥/ (z, t) berechnet,

da das Ergebnis fiir U, (z,t) das gleiche ist.

f U (z, £)pr V) (z,t) dz
(pa) = =%
[ U (2, t) ¥ (2, t) da

— 0o

[ 2A%e“ cos(kyx) {—ihZ } 2Ae™ %t cos(k,z) da

<p$> = - o0
| 2A*ewt cos(kyx)2Ae™ 1w cos(kyx) da
4A*Aihk, | cos(kyx)sin(kyx)da
(pa) = —

4A*A [ cos?(kyx)dx

fDies zeigt schén, daB sich unscharfe Messungen und diskret genaue MeBwerte nicht ausschlieBen.

(2.52)

(2.53)

(2.54)
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Dieses Integral 148t sich leicht graphisch losen. Das Integral [ cos(kyz)sin(k,x)dz im Zahler ist
iiber eine ganzzahlige Phase gleich null, ansonsten endlich und klein, ndmlich maximal i, wie sich

graphisch ebenfalls leicht zeigen 148t. Das Integral [ cos?(k,z)dz im Nenner ist unendlich grof.

Damit folgt fiir den Gesamtausdruck:

a
w) = ik, — 0<a] < — 2.
(pa) = i 0% o] < (255)
Abschliefend bleibt zu bemerken, dafl zwar alle vier Zustandsfunktionen Losung der SCHRODINGER-Glei-

chung sind, sie aber im Sinne der Quantenmechanik noch keine , guten“ Zustandsfunktionen darstellen,
da keine von ihnen quadratisch integrierbar ist.
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2.3 Die Heisenbergsche Unschérferelation

Einem Teilchen der Masse m, das sich mit dem Impuls p, = muv, im potentialfreien Gebiet (Vo = 0)
entlang der positiven x-Achse bewegt, wird geméfl Abschnitt 2.2 die Fithrungswelle oder Zustandsfunktion
(2.18) mit (scharfem) Eigenwert fiir p, zugeordnet.

U(z,t) = Aellkaz=wt) (2.18)

Die Wahrscheinlichkeit d1W, das Teilchen, das durch die (nicht normierbare) Funktion W(x, t) beschrieben
wird, im Streckenelement dz an der Stelle x zu finden, ist geméfi Abschnitt 2.2 fiir jeden Punkt entlang
der gesamten z-Achse von —oo bis co zu jedem Zeitpunkt ¢ gleich A* A, d. h. bei exakt definiertem Impuls
Py ist der Ort des Teilchens voéllig unbestimmt.

Dieser Gedanke war fiir den bis zur Entdeckung der Quantenmechanik streng deterministisch denkenden
Naturwissenschaftler sehr unbehaglich. Im Laufe dieses Abschnitts wird aber deutlich, dafl man an dem
Tatbestand der teilweisen Unbestimmtheit im Rahmen der Quantenmechanik nicht vorbeikommt.

Einem Teilchen, das sich entlang der xz-Achse nach rechts bewegt und das zur Zeit ¢; in einem Bereich
um x; herum und zur Zeit ¢ in einem Bereich um x5 herum ,einigermafien“ lokalisiert werden kann,
muf} ein nach rechts wanderndes ,, Wellenpaket* ¥(x,t) zugeordnet werden. Die Abbildung 2.1 soll die
Bewegung dieses Wellenpaketes veranschaulichen.

tl t2

U (z,t)

Tl €2 T

Abbildung 2.1: Bewegung eines Teilchens nach rechts, das — aufgrund der unbestimmten Position —
in Form eines Wellenpaketes dargestellt ist.

Diese weder harmonische noch periodische, aber normierbare Zustandsfunktion ¥(x,¢) kann durch ein
eindimensionales FOURIER-Integral dargestellt werden (entsprechend der Gleichung (1.52) auf Seite 15).

(z,t) = / Ok, )eltFer—w k)t q (2.58)

Dieses FOURIER-Integral hat folgende Eigenschaften:

1. Esist Losung der SCHRODINGER-Gleichung (2.59) (fiir Vy = const = 0) mit der Bedingung w(k,) =
k2 /(2m) gemiB Gleichung (2.23), was im folgenden bewiesen wird:

OV (x,t) h_2 0%V (x,t)

T (2:59)
. i(kzx—w(ky)t) - _ i(kpx—w(ke)t) 92
iho / C(ky)e dby = —5 =2y / Clky)e dk,  (2.60)
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7 deikaz—w(ks)b) T2 92ei(kez—w(ks)t)
ihCl(ky) ————dk, = ——Cl(ky) —————dk, 2.61
[ incie)®— [ g™ (2.61)
o0 o0 2

/ O () (—ico () el e r— (b)) s — / —;—m()(kzm)(i%i)ei(’“”‘“’(kﬂ")“dkm (2.62)

— 00

o0 oo 2
/ hw(ky ) O (ky el ke @Bt q - — / h% (kg )e!Fer—wlka)t) qfe (2.63)

Die letzte Gleichung ist aber nur dann giiltig, wenn die Bedingung w(k,) = hk2/(2m) erfiillt ist,
da nur dann die Integranden gleich sind, q. e. d.

2. Es besteht aus ,unendlich vielen“ harmonischen Funktionen, deren k,-Werte den gesamten k,-
Bereich kontinuierlich iiberstreichen. Damit kann dem Wellenpaket W (x,¢) nicht mehr ein einziger
k,-Wert und damit Impuls p,, zugeordnet werden, sondern nur ein ganzes, kontinuierliches FOURIER-
Spektrum an k.- und damit p,-Werten. Fiir dieses FOURIER-Spektrum C'(k,,), das also aussagt, wie
stark eine Funktion mit einem bestimmten k,-Wert am FOURIER-Integral (2.58) beteiligt ist, gilt
entsprechend der Gleichung (1.54) auf Seite 15 fiir ¢ = 0 der folgende Ausdruck.

/ U(x,0)e *edy (2.64)

— 00

C(ke)

T or

In der Abbildung 2.2 ist dieses FOURIER-Spektrum zu sehen, wenn das FOURIER-Integral eine
Gauss-Funktion geméf Abbildung 2.1 darstellt.

C(kaz)

ks

Abbildung 2.2: FOURIER-Spektrum eines Wellenpaketes.

3. Gemif der DE BROGLIE-Bezichung p, = hk, zeigt damit auch der Impuls p, eine zu k, analoge
Verteilungsfunktion.

Bei ndherer Betrachtung ergibt sich, daf§ bei einer exakteren Lokalisierung des Aufenthaltsortes des
Teilchens (Funktion ¥(z,t) wird schmaler) der gemessene Impuls immer unbestimmter wird (Funktion
C(k,) wird breiter) und umgekehrt. Die Abbildung 2.3 soll diese Abhéingigkeit schematisch verdeutlichen.

Die genaue Analyse ergibt die HEISENBERGsche Unschirferelation, die aussagt, daf§i Ort und Impuls
eines Teilchens zur gleichen Zeit nicht beliebig genau gemessen werden koénnen, sondern dafl diese Aussa-
gen grundsdtzlich mit einer sich gegenseitig bedingenden Unschérfe behaftet sind. Die HEISENBERGsche
Unschiérferelation wird in Form einer Ungleichung dargestellt, was andeuten soll, daf} die ,,Unschérfe*
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U(z,t) A O(ky)

Abbildung 2.3: Korrelation zwischen dem FOURIER-Integral als Zustandsfunktion ¥(z,¢) und dem
dazugehorenden FOURIER-Spektrum C'(k;).

auch grofler sein kann, wenn das das Teilchen beschreibende Wellenpaket nicht einer Gaufl-Funktion
entspricht.

AxAp, >

| St

(2.65)

Es wird aus der Formel ersichtlich: Je kleiner die Unschéirfe der Ortsmessung Az ist, desto grofer ist die
Unschérfe des Impulses Ap, und umgekehrt.

Die Unschéarferelation gilt ebenso fiir die anderen zwei Raumkomponenten y und z, wobei diese drei sich
nicht gegenseitig beeinflussen, d. h. es kann an einem Teilchen gleichzeitig und mit beliebiger Genauigkeit
z. B. die z-Komponente des Ortes und die y-Komponente des Impulses bestimmt werden (wenn es gelinge
ein solches Experiment zu konstruieren).

AyApy > (2.66)

NSNS

AzAp, > (2.67)

Zur Verdeutlichung der Konsequenzen der HEISENBERGschen Unschérferelation sei an die Abbildung 1.2
erinnert, in der ein zweidimensionaler Phasenraum in deterministischer Betrachtungsweise dargestellt
war. Unter Beriicksichtigung der Unschérferelation tritt anstelle des Punktes im Phasenraum ein Recht-
eck mit (mindestens) dem Flicheninhalt /2 Js. Die Seitenléingen des Rechtecks sind aber nicht fest,
sondern koénnen unter Beachtung der Gleichung (2.65) beliebige Léngen annehmen. Wird der Ort des
Teilchens sehr genau festgelegt, so ist die Kantenlédnge des Ortes Ax sehr klein, demzufolge mufl aber die
Kantenldnge des Impulses Ap, sehr lang sein.

Die HEISENBERGsche Unschérferelation ,,gilt“ nicht nur fiir mikroskopisch kleine Teilchen, sondern allge-
mein fiir jedes Teilchen. Bei makroskopischen Masseteilchen kommt die Unschirfebeziehung aber nicht
zur Auswirkung, weil sie weit unter der experimentell moglichen Mefgenauigkeit von Ort und Impuls fiir
derartige Teilchen liegt, wie es in der Abbildung 2.4 anschaulich dargestellt ist. Die Fldche, die dem Teil-
chen im Phasenraum zugeordnet werden kénnte, ist viel kleiner als die Fléche, die sich aus der apparativen
Ungenauigkeit bei der Messung ergibt.

Die HEISENBERGsche Unschiirferelation wird in Lehrbiichern entweder axiomatisch eingefiihrt oder mittels
eines Gedankenexperimentes (meist ,, Zusammenstof“ eines Lichtquants mit einer sehr kleinen Masse unter
dem Mikroskop) abgeleitet.

Die hier dargelegte, halbquantitative Herleitung beruht lediglich auf dem — experimentell vielfach gesi-
cherten — Modell der Fithrungswellen fiir Teilchen geringer Masse.
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Pz

AX

T

Abbildung 2.4: Vergleich der Gréflenordnung zwischen der experimentellen Messung (groes Rechteck)
und der HEISENBERGschen Unschiirfe 71/2 bei gleichzeitiger Orts- und Impulsmessung am makroskopi-
schen Teilchen (kleines Rechteck).

Die Zeit-Energie-Unschirferelation

Es existiert noch eine vierte Unschiirfebeziechung, bei der die Unschirfe der Energie AFE eines Zustandes
im Zusammenhang steht mit der Unschérfe At der Lebensdauer 7 des Zustandes.

AEAt > g (2.68)

Je kiirzer die mittlere Lebensdauer 7 eines Ensembles identischer nichtstationédrer Zustédnde ist, desto
kleiner ist die Unschérfe der Messung der Lebensdauer der Zusténde, und desto grofler mufl die Unschérfe
der Energiemessung der Zusténde sein; und umgekehrt. Anhand der beiden exemplarischen Lebensdauer-
Diagramme in Abbildung 2.5 kann dieser Zusammenhang anschaulich nachvollzogen werden.

n n
N — N —
1N 1N

RIS E R S

t t

P
At

Abbildung 2.5: Die Unschirfe At der Lebensdauer 7 von n identischen nichtstationiren Zusténden.
Die Lebensdauer 7 ist definiert als die Halbwertszeit der nichtstationiren Zusténde. Bei kleiner Lebens-
dauer ist auch die Unschérfe der Messung der Lebensdauer klein (schematisch links im Bild); bei grofier
Lebensdauer dagegen ist die Unschérfe der Messung der Lebensdauer grof (schematisch rechts im Bild).

Bei stationdren Zusténden ist deren Lebensdauer unendlich grofl und die Energie Eigenwert zum HAMIL-
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TON-Operator und damit scharf mefibar.

Allgemeines zur Unschirfe

Die Quantenmechanik liefert allgemein ein sehr einfaches ,Rezept®, um festzustellen, ob eine Messung
am Ensemble identischer Systeme jeweils mit der Zustandsfunktion ¥ fiir die beiden Observablen o; und
02 gleichzeitig scharfe Meflwerte ergibt oder ob die Messung einer Unschérferelation unterliegt.

Sind die beiden Observablen o7 und o0y gleichzeitig scharf mefibar, dann mufl ¥ Eigenfunktion zu den
beiden Observablen sein.

Es gilt also:

0,0 =0, T (2.69)
05U = 0,0 (2.70)
Damit gilt aber L L
01 02\1’ = 02 01\1’ = 0102\11 (2.71)
oder L L
010 — 0,01V =0 (2.72)

d. h., die beiden Operatoren kommutieren.
Satz 2.1 (Gleichzeitige scharfe Mef3barkeit zweier Observablen) Ist der Kommutator (siche Ab-
schnitt 1.7) zweier verschiedener Observablenoperatoren gleich null, so sind beide Observablen am En-

semble identischer Systeme gleichzeitig scharf mefbar.

Ist nur eine Observable, etwa Oj, scharf meBbar, nicht aber die andere, etwa Os, also:

010 =0, ¥ (2.73)
00 = ¢ (2.74)
Dann gilt:
01027 # 0, 0, (2.75)
oder L L
01 0¥ —020:¥ #0 (2.76)

d. h., die beiden Operatoren kommutieren nicht.
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2.4 Die Separation der Schroédinger-Gleichung: Die zeitunab-
hingige Schrodinger-Gleichung

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie man vorgeht, um eine Zustandsfunktion W(7,t¢) in Teilfunk-
tionen des Ortes und der Zeit zu separieren. Durch diese Separation ist man in der Lage, auf einfache
Weise zeitunabhingige Systeme zu berechnen.

Fiir ein Teilchen der Masse m mit der potentiellen Energie V (7, ¢) lautet die (zeitabhéngige) SCHRODIN-

GER-Gleichung:

oY (T, t) h
ot " 2m

Durch die Substitution der Zustandsfunktion ¥(7,¢) durch den Ausdruck ¥(7,t) = g(t)u(¥) ergibt sich

die folgende Umformung.

ih—2= i —V2U(7,t) + V(7 )U(7 1) (2.77)

dg(t) n? > . .
ihu(r)—=—= & = oY g(O)V2u(r) + V(7 t)g(t)u(r) (2.78)
i g(t) ii’ _ —f—mﬁw (@) + V(7 1) (2.79)

Fiir den stationéren Fall, d. h., da3 die potentielle Energie nur von 7 — nicht aber explizit von der Zeit ¢
— abhiingt, also V(7,t) = V(7), ist die linke Seite der Gleichung nur noch von der Zeit ¢ und die rechte
Seite nur vom Ort 7 abhéngig. Fiir jeden beliebigen Wert ¢ und fiir jeden (davon unabhéingigen) Wert 7
ist die linke Seite immer gleich der rechten Seite; damit miissen beide Seiten zur Erfiillung der Identitéit
gleich einer Konstanten C' sein.

1 dg(t h? 5 .
—_— _— 2'
lhg(t) 1 o u(F) Veu(r) + V(7) (2.80)
const=C const=C

Damit 148t sich — aber nur im Falle des stationéiren Potentials — die (zeitabhéingige) SCHRODINGER-
Gleichung, die von Ort und Zeit abhéngt, in eine nur zeitabhéngige Differentialgleichung und in eine nur
ortsabhéngige Differentialgleichung separieren.

Losung der zeitabhingigen Seite

ihﬁ)% —C (2.81)
d(’;—g’f) - %C’g(t) (2.82)
WY _ g (2.83)
df’i—i’f) = —i%g(t) (2.84)

Diese Eigenwertgleichung kann nur mit einer Exponentialfunktion gelést werden. Es muf also fiir g(t) die
folgende Gleichung gelten:

g(t) =5 (2.85)

Da der Exponent im Endeffekt dimensionslos sein muf}, kann durch eine einfache Dimensionsanalyse die
physikalische Natur der Konstanten C bestimmt werden. Die Konstante muf3 die Einheit Joule haben
und ist damit eindeutig als Energie identifiziert. Es ergibt sich also als Losung der Funktion g(t) der
nachstehende Ausdruck.

g(t) =e 17t (2.86)

Um welche Energie F es sich hierbei handelt, wird im folgenden noch deutlich werden.
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Losung der ortsabhingigen Seite

_TL_QL 2u(F P =C =
2mu(f,)v (M +V(FE=C=E (2.87)
—;—mv%(m + V(A)u(7) = Eu() (2.88)

Bei dieser Differentialgleichung, der zeitunabhéngigen SCHRODINGER-Gleichung, handelt es sich um ein
typisches Eigenwertproblem mit dem Eigenwert E und der Eigenfunktion u(7) zum HAMILTON-Operator
H. B 2
H=—-—V*+ V(7 2.89
V2 V() (289)
In Lehrbiichern wird diese zeitunabhingige SCHRODINGER-Gleichung (2.90) meist als die SCHRODINGER-
Gleichung bezeichnet, da in der Chemie meistens stationéire Probleme interessieren und dann die zeitab-
hiéngige SCHRODINGER-Gleichung iiber die gezeigte Separation zur zeitunabhéngigen SCHRODINGER-Glei-
chung reduziert werden kann. o
Hu(r) = Eu(r) (2.90)

Die Eigenfunktion u(7) der zeitunabhiingigen SCHRODINGER-Gleichung mufl noch mit der den Eigenwert
E der zeitunabhingigen SCHRODINGER-Gleichung enthaltenden Funktion g(¢) multipliziert werden, um
die vollstédndige und exakte Losung zu erhalten.

U= u(@ - e iRt (2.91)
~—~ ——
Eigenfunktion... E ist Eigenwert...

...von Hu(7)=Eu(7)

Mit anderen Worten, fiir die exakte Losung der Zustandsfunktion ¥(7,¢) der SCHRODINGER-Gleichung
reicht im Falle des stationdren Problems die Losung der zeitunabhingigen SCHRODINGER-Gleichung
vollkommen aus. Die Eigenfunktion u(7) der zeitunabhéngigen SCHRODINGER-Gleichung ist aber nicht
Losung der SCHRODINGER-Gleichung; Lésung der SCHRODINGER-Gleichung ist nur ein Produkt aus der
Eigenfunktion u(7) und dem zeitlich oszillierenden Teil e~ F#/" = ¢~ = cos(wt) — isin(wt).

Der reelle Teil der Funktion U(7,t) = u(F)e F¥/" = u(F) cos(wt) — iu(7)sin(wt) beschreibt also eine
stehende Welle mit der Amplitude u(7) und der Kreisfrequenz w = E/h.

Wenn in vielen Lehrbiichern als Losung der SCHRODINGER-Gleichung bei stationdrem Potential lediglich
die Amplitudenfunktion u(7) dieser stehenden Welle benutzt wird, dann deshalb, weil fiir die meisten
physikalisch sinnvollen Aussagen bereits die Amplitudenfunktion ohne den oszillierenden Teil ausreicht,
denn bei den Manipulationen, die fiir diese Aussagen notwendig sind, verschwindet der oszillierende Teil
oder hat keinen Einflufl. Deshalb wird sehr oft schlampig lediglich die Funktion wu(7) bereits als die
Zustandsfunktion des Systems bezeichnet.

Diese Amplitudenfunktion u(7) alleine, ohne den oszillierenden Teil e~“! | 1:t aber den Wellencharakter
der Zustandsfunktion als Losungen der SCHRODINGER-Gleichung nicht erkennen und verstehen.
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Kapitel 3

Anwendungen der Axiomatik der
Quantenmechanik

Im folgenden werden die quantenmechanischen Axiome auf allereinfachste Systeme praktisch angewandst,
um hauptséchlich zwei Ziele zu erreichen:

1. Die Hemmungen vor der Verwendung der Axiome der Quantenmechanik abzubauen.

2. Die wesentlichen Charakteristika quantenmechanisch behandelter Systeme und deren Unterschiede
zu (und Gemeinsamkeiten mit) den klassisch behandelten Systemen zu erkennen und ,,glaubwiirdig*
(im Sinne von vertraut) zu machen.

3.1 Ein Masseteilchen im rechteckigen Potentialtopf

3.1.1 Ein Masseteilchen im endlich tiefen, rechteckigen eindimensionalen Po-
tentialtopf

Die Abbildung 3.1 zeigt das Anschauungsbeispiel dieses Abschnittes: Ein Teilchen der Masse m im endlich
tiefen, rechteckigen eindimensionalen Potentialtopf.

Das Potential V() fiir den rechteckigen Potentialtopf ist folgendermafien definiert:

Vo @ —oo<z<0 (BereichI)
V(z)=<0 0 <z<a (Bereich II) (3.1)
Vo a <x< oo (Bereich II)

Die klassische Behandlung des Masseteilchens im obigen Potential ergibt folgende vier Moglichkeiten fiir
das Teilchen, da es prinzipiell jede beliebige Energie annehmen kann.

1. Das Teilchen ist in Ruhe mit Ex;, = 0 und V(z) = 0, d.h. der Impuls p,, ist scharf meBbar null
und der Ort liegt irgendwo im Bereich 1.

2. Das Teilchen ist in Ruhe mit Fy;, = 0 und V(z) = Vy, d.h. der Impuls p, ist scharf meibar null
und der Ort liegt irgendwo im Bereich I oder III.

3. Das Teilchen hat die Energie E = (Eyin + V(2)) = (Egin + 0) < Vo, d. h. das Teilchen bewegt sich
mit der Geschwindigkeit v = /2Fki,/m im Bereich I zwischen den beiden Potentialwinden hin
und her.

Die Bereiche I und II sind fiir das Teilchen absolut unzugéinglich, da die Gesamtenergie kleiner als
V4 ist.
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V(z)=0

0 a z

Abbildung 3.1: Ein Teilchen mit der Masse m im endlich tiefen, rechteckigen eindimensionalen Poten-
tialtopf der Lénge a und der ,, Tiefe* Vj.

4. Das Teilchen hat die Energie E = (Eki + V(z)) > Vp und kann sich damit frei in allen drei
Bereichen bewegen, wobei fiir die kinetische Energie gilt:

E-Vy : —oco<z<0 (BereichI)
Eyin=¢ E : 0 <z<a (Bereich I) (3.2)
E-V, : a <z< oo (Bereich I

Bei quantenmechanischer Behandlung des Systems ist die Losung der SCHRODINGER-Gleichung notwen-
dig. Da das obige Potential V' (z) zeitunabhiingig ist, lautet die gesuchte Zustandsfunktion wie folgt:

U(z,t) = u(x)e_i%t (3.3)

Dabei folgen u(xz) und E aus der zeitunabhingigen SCHRODINGER-Gleichung fiir das eindimensionale
Einko6rperproblem.

2 Pu(z
_2h_mddx(2 ) + V(z)u(z) = Eu(z) (3.4)
d?u(z)  2m(V(z) — E)
- 2 u(x) (3.5)
d®u(z)  2m(E—-V(x))
Wz - 2 u(x) (3.6)

Diese Gleichung wird jetzt fiir den Fall £ < V; gelost.

Bereich I und II: Fiir £ < (V(x) = Vp), d.h. (V(z) — E) ist positiv, d.h. aus Gleichung (3.5) folgen
diese beiden unabhingigen Losungen:

2m(Vg—E)
> x

ug(x) = Ae (3.7)
= Be

h
2m(Vg—E) z
ug(z) = v " (3.8)

Bereich II: Fiir £ > (V(z) =0),d.h. E—V(x) = E—0 = E ist positiv, d. h. aus Gleichung (3.6) folgen
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diese beiden unabhéngigen Losungen®:

2mE

uc(z) = C'sin ;?2 x (3.11)
2mE

up(x) = D cos :;2 x (3.12)

Im Bereich I liefert die SCHRODINGER-Gleichung zwei harmonische Funktionen, in den Bereichen I und 1
ansteigende bzw. abfallende Exponentialfunktionen.

Im Bereich I ist die Funktion up(z) und im Bereich Il die Funktion u 4 () nicht quadratisch integrierbar,
so dafl diese Funktionen in diesen Bereichen geméfl den Postulaten als Zustandsfunktionen ausscheiden.

Unter Berticksichtigung der Forderung nach Stetigkeit (an den Bereichsgrenzen) ergibt sich damit fol-
gendes qualitatives Aussehen (Abbildung 3.2) denkbarer Zustandsfunktionen, also stetiger, quadratisch
integrierbarer Funktionen mit harmonischem Charakter im Bereich I und exponentiellem Verhalten in
den Bereichen I und 1II.

I I I

Abbildung 3.2: Qualitative Funktionsverlidufe fiir Zustandsfunktionen zur Beschreibung eines Teilchens
im endlich tiefen eindimensionalen Potentialtopf.

Dieses Ergebnis suggeriert, daf3 das Teilchen — trotz der Gesamtenergie E < Vjj — in den Bereichen I
und II eine endliche, wenn auch exponentiell abfallende Zustandsfunktion und damit Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit hat; dies widerspricht jeglichem klassischen Verstéindnis!

3.1.2 Ein Masseteilchen im unendlich tiefen, rechteckigen eindimensionalen
Potentialtopf

Um diesem anscheinend (oder scheinbar?!) widerspriichlichen Ergebnis fiirs erste aus dem Weg zu gehen,
nehmen wir an, daf} die potentielle Energie an den Stellen £ = 0 und z = a sprunghaft ins Unendliche

2Es sind auch die folgenden Losungen moglich, die aber durch die imagindre Einheit fiir unsere Zwecke momentan

unbequemer sind.
i/ 2m(Vg—E) -
uc(z) = Ce " (3.9)
_ 2m(Vg—E)I
up(z) =De V " (3.10)
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ansteige, d.h. in den Bereichen I und Il wird V(z) = 400 gesetzt. Daraus ergibt sich dann, daf§ die
Zustandsfunktion und damit die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in den Bereichen I und 1T gleich null wird.

2m(Vo—B)
Bereich I:  lim ua(z) = lim Ae " =0 (3.13)
Vo—o0 Vo—o0
_ 2m(Vp—E) z
Bereich M:  lim up(z) = lim Be V % =0 (3.14)
V0—>OO V()—>OO
Fiir die Losung der zeitunabhéngigen SCHRODINGER-Gleichung gilt dann folgendes:
0 i —oo<z<0 (BereichI)
u(z) = < uc(x) +up(z) 0 <z<a (Bereich II) (3.15)
0 : a <z< oo (Bereich II)

Damit die Funktion u(z) im gesamten x-Bereich definiert und stetig ist, mufl u(0) = u(a) = 0 gelten. Um
aber diese Forderung erfiillen zu konnen, mufl der Koeffizient D im Funktionsteil des Bereiches I gleich
null sein, d. h. im Bereich I lautet die Definition der zeitunabhingigen Zustandsfunktion folgendermafen:

2mE
h2

u(z) = Csin x (3.16)
Diese einfache Sinusfunktion darf wegen der Bedingung u(a) = 0 an der Stelle £ = a immer nur den Wert
null haben, ohne dafl der Koeffizient C' null wird (triviale Losung!). Die Sinusfunktion wird aber nur dann
null, wenn ihr Argument ein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist, d. h. es muf die folgende Beziehung gelten.

2Z:—QEazmr mit n =0,1,2,3,... (3.17)
Durch Auflésen nach der Energie erhilt man den Energieeigenwert der zeitunabhéngigen SCHRODINGER-
Gleichung. Besonders zu beachten ist hierbei, dafl die Energiewerte ,,gequantelt” sind, was bedeutet, daf3
es der Energie nur erlaubt ist, bestimmte (diskrete) Werte anzunehmen, alle anderen Werte sind ihr
,verboten“. Die Quantelung der Energie soll durch den Index ,, angedeutet werden.

252
mhe

Ey=g-n® mitn=0123... (3.18)

Setzt man diesen Ausdruck fiir die Energie in die Funktion u(z) ein, so ergibt sich eine Zustandsfunktion,
die nur von der Lénge des Potentialtopfes a abhéingt.

up(z) = Csin 2 mitn=0,1,2,3,... (3.19)
a
Damit ergibt sich schlieflich die folgende Definition der noch unnormierten Zustandsfunktion ¥(z,t).

Bereich I: U(z,t) =0
Bereich II: U, (z,t) = C'sin (%x) 15t
: 2h2 2
:Csin(nlx>eXp _iut mit n=0,1,2,3, ...
a i 2ma?

Bereich II: U(z,t) =0

Fir n = 0 erhélt man die Energie Ey = 7r2h202/2ma2 = 0 und die Zustandsfunktion ¥o(z,t) =
C'sin(0rx/a) exp(—im?h0%t/2ma?) = 0. Diese Losungen sind zwar mathematisch erlaubt, physikalisch
aber sinnlos, da ein Teilchen, dessen Zustandsfunktion ¥, (z,t) und damit auch dessen Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit W (x,t)¥,,(z,t) iiber den gesamten Definitionsbereich null ist, nicht existent ist. Deshalb
muf} die Zahl n immer einen ganzzahligen positiven Wert gréfier null haben.

n=1,2.3,... (3.20)
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Die Zahl n wird, da sie die Quantelung bewirkt, auch als Quantenzahl bzw. Hauptquantenzahl bezeichnet.

Alles, was jetzt noch fehlt, ist die Konstante C, die fiir die Normierung der Zustandsfunktion sorgen wird.
Um sie zu bestimmen, bedient man sich ganz einfach der Normierungsbedingung.

o0

/ U (2, )0 (2, ) dar = 1 (3.21)

7 wh(z)e i ity (v)e T do = 1 (3.22)
ettt 7 w (2)up (z) da = 1 (3.23)
7 W (2)un(z) dz = 1 (3.24)

7 u?(r)de =1 (3.25)

Mit Gleichung (3.19), wobei C' die gesuchte Normierungskonstante ist, folgt:

0 a 00
/ 0?dx + C? /sin2 na—Trac dz + /02 dr =1 (3.26)
o 0 a
In Integraltabellen findet man [ sin?azdz = 1z — L sin2az, danach wird Gleichung (3.26) zu Glei-
chung (3.27):

o [z sin28%z]¢
0+C% |5 ——5—| t0=1 (3.27)

2 425,

i 9nm
c? ((% - S“;T“> - (0)> —1 (3.28)
5 (a sin2nm
e | 2

*(5-"1=") 529

0 [ a 0

) =1 .
C (2 = ) (3.30)
ng =1 (3.31)
2= 2 (3.32)
" .
2

C=,/- 3.33
- (33

2 inm2n?
U, (x,t) = \/jsin <n_7rx> e mmar ! (3.34)
a a

Die Realteile der Funktionen ¥, (x,t) im Bereich I stellen eindimensionale stehende Wellen dar, vollig
analog zu den stehenden Wellen einer eindimensionalen Saite.
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= NN

9— 0 a T
U2 %
4 - x
0 a
u
1+ T x
0 a
O . L 1 €T
0 a

Abbildung 3.3: Darstellung der ersten Amplitudenfunktionen in Kombination mit den korrelierenden
Energieniveaus.

Die Amplitudenfunktionen u,(z) dieser stehenden Wellen werden in der Abbildung 3.3 zusammen mit
den Energien E, graphisch dargestellt.

Diese Darstellung zeigt die einzelnen Amplitudenfunktionen wu,(z) jeweils in individuellen wu,(z)-z-
Koordinatensystemen, deren x-Achsen jeweils auf Hohe der korrespondierenden Energien E,, der Funktion
U, (z,t) liegen. Ublicherweise werden in Lehrbiichern diese individuellen Achsenkreuze nicht gezeichnet,
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sondern lediglich die Amplitudenfunktionen auf die jeweiligen Energieniveaus eingezeichnet.

In Ubereinstimmung mit der klassischen Vorstellung sind die beiden Bereiche I und 1l mit unendlich
hohem Potential fiir das Teilchen absolut tabu.

Im Gegensatz zu den klassischen Vorstellungen gilt aber zweierlei:

1. Das Teilchen kann im gebundenen Zustand nicht beliebige Energiebetrige aufnehmen; es sind geméif
Gleichung (3.18) mit n = 1,2,3,... nur bestimmte, scharfe Energiewerte erlaubt.

2. Es existiert eine Nullpunktsenergie bei n = 1, die nicht unterschritten werden kann, d.h., das
Teilchen hat diese Energie auch beim absoluten Nullpunkt der Temperatur (7' = 0 K) und kann (in
Ubereinstimmung mit HEISENBERG) damit natiirlich niemals in Ruhe sein.

Der Abstand zwischen den erlaubten Energieniveaus E, ist um so kleiner,
e je grofler die Masse m und
e je groBer der dem Teilchen zugestandene Raum, d.h. je grofler die Topflinge a ist.

Das bedeutet, dal bei makroskopischen Kérpern und/oder bei makroskopisch grofien Potentialtopfen
(z. B. ein Gasbehélter mit einem Teilchen darin) die Energieniveaus so dicht aneinanderriicken, dafi das
quantenmechanische Ergebnis in das (scheinbare) Energiekontinuum der klassischen Mechanik iibergeht.

Die Zustandsfunktion (3.34) fiir den Bereich I ist:
e Eigenfunktion zu den Operatoren E, H und p2, aber
e nicht Eigenfunktion zu den Operatoren p; und 7.

Fiir den Erwartungswert (x) gilt folgende Rechnung:

“+o0

(x) = / U (z,6) TV, (2, t) do (3.35)
_O(j a —+oo

(x) = U (z, )TV, (x, t)de + [ O (2, )TV, (z, t)de+ [ U (2, )TV, (2, t) dz (3.36)
J / /

0

(x) = /Odex

— 00
a
2 . /nm {En 2 . /nmw _iEn
+ \/jsm (—x) et 7t/ Zsin (—x) e 1Ty
a a a a
0
—+oo

+ / 020 dz (3.37)
2 L {En; _;En i nmw
_ SRt iRt 2
() =0+ ceT e /xbln <_a JZ) dz +0 (3.38)

0

Mit der trigonometrischen Umformung sin® z = %(1 — cos 2z) folgt aus Gleichung (3.38)

a

(z) = %%/x [1 — cos?2 (%x)] da (3.39)
0

a

(x) = %/(w — xcos 2iLTﬁac) dx . (3.40)
0
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In Integraltabellen findet man [z cosbzdx = “'g'—zbw + w Damit 148t sich Gleichung (3.40) weiter

vereinfachen:
r a
1|1, cos®Ty gsin2iiyg
<{L‘> - E 551/' T T an2g2 - onm
L a? a 0
11, cosZg qasin?fqg 1, cos2E
<1,> N e a _ a - a
a 12 AnZn2 2nm 2 4n2n?2
L a? a a2
1 1 1
_ 2
(@) =~ 130"~ o 00+ gz +0
L a? a?

N Q|-

Fiir den Erwartungswert (p,) gilt folgender Ausdruck:

+oo
(s) = / U (2, P (2. 1) da

— 00

0 a “+00
(s) = / W (U, 1) da + / U (U, 1) da + / U (o, U, 1) da

— o0 0 a

(ps) =0— ihze“%te*i%t/sin <n_7rx> <2 sin (nlx>) dz+0
a a Oz a

0
) = -0 [ s (20) (2 on (22)) s
0

(pz) = —ihznl sin <nlx> cos (nlx> dz

a a a a
0
In Integraltabellen findet man [ sinaz - cosax dz = % sin? az, daraus folgt:
2 1 ¢
(pz) = —ih—:; [—2% sin? (%x)]o
1
(pg) = —ih— (sin2 (Ta> — sin? (EO»
a a a
.2
z) = —— (s -0
(ps) . (sin® (nm) — 0)
ih
z) = ——0
{pz) = ——
(ps) =0

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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3.1 Ein Masseteilchen im rechteckigen Potentialtopf

Schon rein graphisch 148t sich zeigen, dafi das Integral (3.50) iiber halb- bzw. ganzzahlige Vielfache von
Sinus- bzw. Kosinusbogen gleich null sein muf.

Beide Erwartungswerte decken sich mit den Erwartungen, die sich aus ,logischen* (klassischen) Uberle-
gungen ergeben. Das Teilchen wird im Mittel in der Mitte des Kastens zu finden sein und hat den mittleren
Impuls null, da die Wahrscheinlichkeit fiir einen Impuls nach rechts gleich ist mit der Wahrscheinlichkeit
fiir einen Impuls nach links.

3.1.2.1 Das Symmetrieverhalten der Zustandsfunktionen

Der eindimensionale Potentialtopf ist durch die drei Symmetrieelemente o (Spiegelebene), Co (Rotation
um 180°) und i (Inversionszentrum) gekennzeichnet, wie es in Abbildung 3.4 verdeutlicht wird.

T T €
0 / a

Cs

Abbildung 3.4: Die Symmetrieelemente des eindimensionalen Potentialtopfes.

Diese Symmetrieelemente sind auch die Symmetrieelemente der Wahrscheinlichkeitsdichte dW/dx aller
moglichen Zusténde, d. h. die Wahrscheinlichkeitsdichten &ndern ihren Wert nicht, wenn sie der jeweiligen
Symmetrieoperation unterworfen werden.

Bei der Anwendung dieser Symmetrieoperationen auf die den Wahrscheinlichkeitsdichten zugrunde lie-
genden Amplitudenfunktionen resultieren zwei Ergebnisse:

1. Die Funktion bleibt in jeder Hinsicht unverédndert. Sie ist dann beziiglich dieser Symmetrieoperation
symmetrisch (s).

2. Die Funktion bleibt betragsméfig unveréndert, wechselt aber ihr Vorzeichen. Sie ist dann beziiglich
dieser Symmetrieoperation antisymmetrisch (a).

Die Tabelle 3.1 zeigt die Abhéngigkeit des Symmetrieverhaltens der Amplitudenfunktion von der Quan-
tenzahl n.

Charakteristisch ist die Alternanz des Symmetrieverhaltens bei steigender Quantenzahl. Auch ohne einen
mathematisch strengen Beweis dafiir, dafl das Symmetrieverhalten weiterhin alternieren wird, kann man
aufgrund einfacher Uberlegungen zu dieser Uberzeugung gelangen, wenn man bedenkt, da die Ampli-
tudenfunktion im Grunde nur eine Sinusfunktion abbildet und die Argumentation dann iiber die Anzahl
der Schwingungsbéuche fiihrt.
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Tabelle 3.1 Die Abhéngigkeit des Symmetrieverhaltens der Amplitudenfunktion u(z) von der Quanten-
zahl n.

Quantenzahl Verhalten der Symmetrieoperation
n o i Cy
1 S S S
2 a a a
3 S S S
4 a a a

3.1.3 Ein Masseteilchen im unendlich tiefen, rechteckigen zweidimensionalen
Potentialtopf

Das eindimensionale Problem des unendlich tiefen Potentialtopfes aus Abschnitt 3.1.2 soll jetzt auf zwei
Dimensionen ausgedehnt werden. Die Abbildung 3.5 zeigt dafiir das entsprechende Profil des zweidimen-
sionalen Topfes.

Yy
/ /
V=00
b
V=00 V=0 /V:oo/

V=

~

Abbildung 3.5: Potentialprofil des unendlich tiefen, rechteckigen zweidimensionalen Potentialtopfes mit
den Seitenldngen a und b. Im Inneren des Topfes ist das Potential V' = 0, auerhalb liegt das Potential
bei V = 0.

Analog zu der Zustandsfunktion aus Abschnitt 3.1.2 gilt jetzt aulerhalb des Topfes ¥(z,y,t) = 0. Was
zu ermitteln bleibt, ist die Zustandsfunktion im Bereich des Topfinnern. Dafiir wird wieder die zeitun-
abhéngige SCHRODINGER-Gleichung angesetzt.

R (Qulayy) | Puley) _
_%< o + D02 )-Eu(x,y) (3.56)

Durch einen Separationsansatz wird die Amplitudenfunktion u(z,y) in zwei unabhiingige Teilfunktionen
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3.1 Ein Masseteilchen im rechteckigen Potentialtopf

X (z) und Y (y) getrennt, d. h. u(z,y) = X(2)Y (y).

e (Y(y) difigx) + X(x)dzy(y)) = EX(2)Y (y) (3.57)

. A — = E .
2m X (z) da? 2mY(y) dy? (3:58)

Da die beiden Terme auf der linken Seite voneinander unabhéngig sind, kann ihnen ohne weiteres je ein
konstanter Energiewert zugeordnet werden, die mit £, und E, bezeichnet werden sollen. Aufgrund der
Gleichung E, + E, = E konnen jetzt zwei unabhéngige Eigenwertgleichungen aufgestellt und auf bereits
bekannte Weise geltst werden.

h? d2X (x)

—or iz = B X(@) (3.59)
R d?Y(y)

Tom dy? = E,Y(y) (3.60)

Es gilt also fiir die Amplitudenfunktion folgende Gleichung, wobei fiir die beiden unabhéngigen Quan-
tenzahlen n, und n, (physikalisch sinnvoll) n, =1,2,3,... und n, =1,2,3,... gilt.

_ _ (Asin (M= s
Uny o, (T,Y) = X(2)Y (y) = (Abln( . a:)) (B bln( b y)) (3.61)
Fiir die Gesamtenergie ergibt sich der nachstehende Ausdruck.

m2h2 2 w2h2 9
—n n
2ma? ¥ 2mb2 Y

Und damit ergibt sich diese komplette Zustandsfunktion.

2 n
Mx

SN

_ i x2n? (_’+
Wy, (T,y,t) = ABsin <—nmﬂx> sin <_nly)7ry> e T\ e
a

[~

) (3.63)

Der Realteil von Funktionen dieses Typs stellt eine zweidimensionale stehende Welle dar, analog den
stehenden Wellen einer rechteckigen, zweidimensionalen, eingespannten, schwingenden Membran.

3.1.3.1 Der Spezialfall des quadratischen Potentials

Fiir den Spezialfall des quadratischen Potentialtopfes, also a = b, gelten folgende einfachere Ergebnisse.

Uny o, (2,y) = ABsin (%x) sin (%y) (3.64)
m2h?
By = graa (e +my) (3.6)
i w2h2
Uon, (7,y,t) = ABsin (m_wx> sin <ny_7ry> e F amez (N2 tmy )t (3.66)
a a

Die Amplitudenfunktion u(z,y) ist im folgenden fiir die drei energetisch tiefsten Zustinde auf zweierlei
Weise dargestellt.

In der Abbildung 3.6 sind die Amplitudenfunktionen in dreidimensionaler Weise dargestellt.

Die vereinfachte Abbildung 3.7 zeigt nur die Grundfliche mit Knotenlinien und Vorzeichen der Amplitu-
denfunktion.

Auf diese Weise werden in der Abbildung 3.8 die energetisch tiefsten Amplitudenfunktionen dargestellt.
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" /-
Ng = 2 ng =1
ny =1 Ty =2

Abbildung 3.6: Zweidimensionale Amplitudenfunktion w(z,y) in drei verschiedenen Zustinden: n, =
Iny,=1,n,=1ny=2und n, =2ny, =1.

Abbildung 3.7: Vereinfachte Projektionen der Zustéinde der Amplitudenfunktion u(z,y) mit Vorzeichen
und Knotenlinien.

Einige Zustédnde mit unterschiedlichen Quantenzahlen n, und n, haben die gleiche Energie; derartige
Zustdnde werden ,entartet” genannt.

Diese Entartung wird aufgehoben, wenn die hohe Symmetrie des quadratischen Potentials zu einem
rechteckigen Potentialtopf (mit gleicher Fliche) verzerrt wird.

Die ,,hohe Symmetrie“ des quadratischen Potentials ist synonym mit der Feststellung, dal das quadrati-
sche Potential eine Vielzahl von Symmetrieelementen besitze, ndmlich die in Abbildung 3.9 dargestellten.
Interessanterweise sind nun alle diese Symmetrieelemente des quadratischen Potentials nur Symmetrie-
elemente fiir die Wahrscheinlichkeitsdichten der nicht entarteten Zusténde, d.h. nur die Funktionen der
nicht entarteten Zustdnde koénnen beziiglich aller Symmetrieelemente des quadratischen Potentials als
symmetrisch oder antisymmetrisch klassifiziert werden, wie die Tabelle 3.2 zeigt.

Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichten der entarteten Zustéinde ist charakteristisch, dafl nicht alle Symme-
trieelemente des Potentials auch Symmetrieelemente der Wahrscheinlichkeitsdichten sind, dafi also die
Funktionen entarteter Zusténde nicht beziiglich aller Symmetrieelemente des Potentials als symmetrisch
bzw. antisymmetrisch klassifiziert werden konnen.

Dies gilt auch umgekehrt und allgemein:

Satz 3.1 (Klassifizierbarkeit und Entartung) Ist eine Zustandsfunktion nicht beziiglich aller Sym-
metrieelemente des zugrunde liegenden Potentials eindeutig als symmetrisch oder antisymmetrisch klas-
sifizierbar, dann ist der durch die Funktion beschriebene Zustand zwingend zwei- oder mehrfach entartet.

Bei der Verzerrung des quadratischen Potentials zum rechteckigen , verschwinden* alle diejenigen Symme-
trieelemente, beziiglich derer die Funktionen entarteter Zustéinde im obigen Schema nicht klassifizierbar
sind. Damit sind im rechteckigen Potential alle Funktionen symmetrieklassifiziert, es gibt folglich keine
entarteten Zustande.
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+_+_n =4 -T-+-T-n =3
xr — — xr —
25 _+_+ny:3 —|t+|—(ny =4
E HH= T=IT
w2h?
2ma?
Jr —
20 _+_+nzf4 — | F |ne =2
+_+_ny:2 + ; ny =4
+|—|+
Ng =3
18+ o
n, =3 +
1 nge =4 |+|— v — Nnge =1
an |y =1 T n, =4
13 +7+nm_3 - Ny = 2
a8 _+_ny:2 jr iny:?)
+
Ny =3 ne =1
10+ +7+ny—l jr ny =3
+ | - ng = 2
8 — |+ Ny = 2
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Abbildung 3.8: Die Amplitudenfunktionen wy, »,(x,y) der dreizehn tiefsten Energiezusténde in verein-
fachter Darstellung.

3.1.3.2 Korrelationsdiagramm fiir den Ubergang vom quadratischen Potential zum Recht-
eckpotential mit gleicher Fliche

Das quadratische Potential mit der Fliche A = a? wird schrittweise zu den beiden folgenden Rechteck-
potentialen mit gleicher Fliche verzerrt, wie es in Abbildung 3.10 veranschaulicht wird. Die Verzerrung
ist natiirlich auch in umgekehrter Richtung méglich.

Dadurch ergeben sich die folgenden Energiebeziehungen fiir die drei Potentialformen:

w2h? (n2  n mh? 9
mm G (B3] = S e @7
w2h? [ n? n; w2h? (n2
Ey = . S = —L +4n :
"7 Tom |\ (20)2 - (%)2 2ma? ( s n”) (368)
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Abbildung 3.9: Die Symmetrieelemente des zweidimensionalen quadratischen Potentialtopfes. Der
Ubersichtlichkeit halber sind die zu den Symmetrieelementen C5Y und o4, senkrechten Symmetrieele-
mente —C5Y und —o,, nicht eingezeichnet.

Tabelle 3.2 Die Abhiingigkeit des Symmetrieverhaltens der Amplitudenfunktion u(x,y) von den Quan-
tenzahlen n, und n,. S: symmetrisch; A: antisymmetrisch; -: nicht klassifizierbar (entartet).

Quantenzahlen Verhalten der Symmetrieoperation beziiglich u(z, y)
Ng Ny i o oy Cc% Ccy Cs C; Opy | O—zy | C3Y | C5™Y
1 1 S S S S S S S S S S S
1 2 a a S a S a - - - - -
2 1 a S a S a a - - - - -
2 2 S a a a a S a S S S S
3 1 S S S S S S - - - - -
1 3 S S S S S S - - - - -
232 2 2 242 2
En-T TZ ((ZZD)? + (;@52> = ;TmZQ (% + 16n§) (3.69)

In der Tabelle 3.3 werden die Gesamtenergien fiir die ersten Quantenzahlen aufgefiihrt.

Die Abbildung 3.11 zeigt die Werte aus Tabelle 3.3 einem sogenannten Korrelationsdiagramm, d. h. die
Anderung der Hohe der Energieniveaus in Abhiingigkeit von der Verzerrung (entlang der »Anderungsko-
ordinate®). Die gezogenen Korrelationslinien verbinden jeweils die Energieniveaus derjenigen Zusténde,
deren Zustandsfunktion jeweils die gleichen nodalen® Eigenschaften aufweisen, d.h. durch das gleiche
Wertepaar n,n, gekennzeichnet sind.

PNodale Eigenschaften: Eigenschaften, die die Anzahl, Art und Anordnung der Knotenpunkte, Knotenlinien und Kno-
tenebenen betreffen.
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Abbildung 3.10: Die Verzerrung des quadratischen Potentials zum rechteckigen Potential gleicher
Fliche.

Tabelle 3.3 Die Gesamtenergien des quadratischen Potentials £y und der verzerrten rechteckigen Poten-
tiale £y und Ey in Abhéngigkeit von den Quantenzahlen n, und n,. Die Energieeinheit ist dabei relativ
auf 72h% /2ma® bezogen.

Quantenzahlen Energie des Potentials

Ny Ny Er FEq FE

1 1 2 4.25 16.0625
1 2 5 16.25 64.0625
2 1 ) 5 16.25

2 2 8 17 64.25

3 1 10 6.25 16.5625
1 3 10 36.25 144.0625
3 2 13 18.25 64.5625
2 3 13 37 144.25

3 3 18 38.25 144.5625
4 1 17 8 17

1 4 17 64.25 256.0625

Diese diskontinuierlichen, aber allgemein iiblichen Korrelationsdiagramme bergen ein Gefahrenpotenti-
al in sich, da die lineare Verbindung der diskreten Energieniveaus den Verlauf der Funktion bei kon-
tinuierlicher Verzerrung iiberspringt und auf diese Weise die tatséichliche Position der Energieminima
,verheimlicht*.

Geht man von einer kontinuierlichen Verzerrung aus, so ist es notwendig, eine weitere Variable k ein-
zufithren, die die Stirke der Verzerrung angibt. Die bereits betrachteten Verzerrungen waren ausgehend
von k =1 fir kK =2 und k = 4 gemacht worden.

Das Rechteck hat also die Seitenlingen ka und a/k, so daf§ sich der folgende Ausdruck fiir die Energie
ergibt.

2h2 2
E(ng,ny, k) = ;TnTﬁ (Z—g + an;j) (3.70)

Der Verzerrungsfaktor k,;, im Energieminimum FE,,;, wird durch die Minimalwertbedingung fiir die
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Abbildung 3.11: Ein Korrelationsdiagramm fiir die Anderung der Potentialform vom quadratischen
zum verzerrt rechteckigen Potential bei konstanter Potentialfliche A. Der Verzerrungsfaktor k &ndert
sich dabei von k = 1, iiber k = 2 zu k = 4. Die einzelnen Energieniveaus sind durch das Wertepaar der
Quantenzahlen n,n, gekennzeichnet.

Energie bestimmt.

8E(nm7ny7/€) — 0 (3.71)

s (—2+k2 i) -o o
251?;22 u ( k2 ) _ (3.73)
% < :gm + i ) _ (3.74)
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2n2

—13 =+ 2kminny = 0 (3.75)
2n3 2
e —2kminn;, (3.76)
2
nz
B Kminmy, (3.77)
n = ki (3.78)
2. == 3.79
min ny ( )
Ty
Emin = | — 3.80
" (3.80)

Setzt man jetzt diesen Ausdruck in die Gleichung (3.70) ein, so erhilt man folgende Formel fiir die
Energieminima, eines beliebigen Rechteckpotentials in Abhéngigkeit von den Quantenzahlen n, und n,.

2h2
T onn, (3.81)

Enin (nm, ”y) = m

Fiir die ersten Quantenzahlen n, und n, sind in der Tabelle 3.4 die Energieminima F,,;, und die dazu-
gehorenden Verzerrungsfaktoren k,,;, aufgefiihrt.

Die Graphen in den Abbildungen 3.12 bis 3.15 veranschaulichen die Energieprofile einer kontinuierlichen
Potentialverzerrung fiir alle Kombinationen der Quantenzahlen n, =1,2,3,4 und n, =1,2,3,4.¢

3.1.3.3 Wechselwirkungsdiagramm fiir die Vereinigung zweier Einzelpotentiale

In der Tabelle 3.5 sind noch einmal die Energien fiir das quadratische Potential mit dem Flécheninhalt
A = a? aus Abschnitt 3.1.3.2 gezeigt sowie fiir ein rechteckiges Potential der doppelten Fliche A = 2a2.

Mit diesen Energiewerten 1483t sich jetzt folgendes Gedankenexperiment durchfiihren:

Zwei quadratische, nebeneinander liegende Potentiale, die durch einen ,unendlich diinnen* und ,,unend-
lich hohen* Potentialwall voneinander abgetrennt und damit voneinander v6llig isoliert und unabhéngig
sind (in der Abbildung 3.16 links), werden durch ,,Herausnehmen* der Potentialwand zu einem Recht-
eckpotential (rechts im Bild) vereinigt.

Dann lassen sich die (jeweils paarweise auftretenden) Zusténde der beiden isolierten quadratischen Poten-
tiale, wie in Abbildung 3.17 dargestellt, mit den Zustédnden des vereinigten Rechteckpotentials korrelieren.

So werden z.B. die beiden Zusténde n, =1, ny = 1 und n, = 2, ny = 1 des Rechteckpotentials durch
Addition der beiden Quadratpotentiale mit n, =1, n, = 1 gebildet, wobei

e die beiden Zustandsfunktionen der Quadratpotentiale in Phase schwingen, d. h. mit gleichem Vorzei-
chen addieren, so dafl bei der resultierenden Zustandsfunktion des Rechteckpotentials kein Knoten
an der ehemaligen Trennstelle auftritt;

e die beiden Zustandsfunktionen der Quadratpotentiale in Gegenphase schwingen, d.h. mit entge-
gengesetzten Vorzeichen addieren, so daf bei der resultierenden Zustandsfunktion des Rechteckpo-
tentials ein Knoten an der ehemaligen Trennfliche entsteht.

Analog ergeben zum einen die beiden Zustidnde n, = 2, ny, = 1 der Quadratpotentiale die beiden Zustdnde
ng = 3,ny = 1 und n, = 4, n, = 1 des Rechteckpotentials und zum anderen ergeben die Zusténde
ng =1, ny = 2 die Zustédnde n, =1, ny =2 und n, = 2, n, = 2.

“Wir danken Herrn Torsten Derr, der auf diese Problematik aufmerksam gemacht hat.
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E in 72h?%/2ma?
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Abbildung 3.12: Kontinuierliche Energiediagramme in Abhéngigkeit zum Verzerrungsfaktor k fiir die
Quantenzahlen n, = 1 und n, = 1,2, 3, 4. Die Einheit der Energie wird relativ zu 2h> /2ma? angegeben.

E in n2h?%/2ma?
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Abbildung 3.13: Kontinuierliche Energiediagramme in Abhéngigkeit zum Verzerrungsfaktor k fiir die
Quantenzahlen n, = 2 und n, = 1,2, 3,4. Die Einheit der Energie wird relativ zu 7r2h2/2ma2 angegeben.
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Abbildung 3.14: Kontinuierliche Energiediagramme in Abhéngigkeit zum Verzerrungsfaktor k fiir die
Quantenzahlen n, = 3 und n, = 1,2, 3, 4. Die Einheit der Energie wird relativ zu 2h> /2ma? angegeben.
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E in n2h?%/2ma?

Abbildung 3.15: Kontinuierliche Energiediagramme in Abhéngigkeit zum Verzerrungsfaktor k fiir die
Quantenzahlen n, = 4 und n, = 1,2, 3,4. Die Einheit der Energie wird relativ zu 7r2h2/2ma2 angegeben.
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Tabelle 3.4 Die Energieminima FE,,;, fiir rechteckige Potentiale und die entsprechenden Verzerrungsfak-
toren Ky, in Abhéngigkeit zu den ersten Quantenzahlen n, und n,. Die Energieeinheit ist dabei relativ
auf 72h2 /2ma? bezogen.

N Ny Emin Enmin
1 1 1=1.0000| 2
1 2 1/V2=07071| 4
1 3 1/V/3=05774| 6
1 4 1/2 =0.5000 | 8
2 1 V2 =14142 | 4
2 2 1=1.0000| 8
2 3 V2/3 = 08165 | 12
2 4 1/v/2=0.7071 | 16
3 1 V3=17321| 6
3 2 3/2 =1.2247 | 12
3 3 = 1.0000 | 18
3 4 V3/2 = 0.8660 | 24
4 1 2 =2.0000 | 8
4 2 V2 =1.4142 | 16
4 3 2/V/3 = 1.1547 | 24
4 4 1=1.0000 | 32

a a 2a

a — a

Abbildung 3.16: Vereinigung zweier quadratischer Potentiale zum Rechteckpotential.

Allgemein: Je ein Paar identischer, energiegleicher Potentialfunktionen ,spaltet® bei der Entfernung
der Trennwand zu zwei energetisch unterschiedlichen Potentialfunktionen auf, wobei die beiden
Ausgangsfunktionen in Phase bzw. in Gegenphase miteinander kombinieren, d.h. ohne bzw. mit
Knoten in der Rechteckpotentialfunktion an der Stelle der urspriinglichen Trennwand.

Da die Zahl der Knoten in y-Richtung fiir alle z-Werte im entstandenen Rechteckpotential die gleiche ist,
konnen grundsétzlich nur Quadratpotentialfunktionen mit gleichem n,-Wert miteinander kombinieren.
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Tabelle 3.5 Die Gesamtenergien eines quadratischen Potentials mit der Fliche A = a? und eines recht-
eckigen Potentials mit der doppelten Fliche A = 2a? in Abhingigkeit von den Quantenzahlen n, und
n,. Die Energiceinheit ist dabei relativ auf 72h2/2ma?® bezogen.

a 2a
a a
3 3 18 3 3 11.25
3 2 13 3 2 6.25
2 3 13 2 3 10
3 1 10 3 1 3.25
1 3 10 1 3 9.25
2 2 8 2 2 5
2 1 ) 2 1 2
1 2 ) 1 2 4.25
1 1 2 1 1 1.25

3.1.4 Ein Masseteilchen im unendlich tiefen, rechteckigen dreidimensionalen
Potentialtopf

Zur Erweiterung des Modells des zweidimensionalen Potentialtopfes auf die dritte Dimension stelle man
sich einen Potentialtopf vor, bei dem innerhalb des Quaders mit den Kantenléingen a, b und ¢ das Potential
V =0 und auflerhalb V = oo ist, wie in der Abbildung 3.18 skizziert.

Im Bereich V' = oo lautet analog zu Abschnitt 3.1.2 die Zustandsfunktion ¥(z, y, z,t) = 0. Fiir das zeitlich
konstante Potential V' = 0 wird zur Bestimmung der Amplitudenfunktionen u(z,y, z) die zeitunabhéngige
SCHRODINGER-Gleichung genutzt.

h? (821L(w,y72) Pu(z,y,2)  0u(z,y,?)

" 2m ox? oy? 0722

) = Fu(z,y,2) (3.82)

Durch einen Separationsansatz analog zu Abschnitt 3.1.3 erhélt man:

(A sin (gm) g;) (B sin (%ny) y) (C sin (%n) z) (3.83)

2h2 2h2 2h2
Enynyn. = T2 I 2y T8 2 (3.84)

2ma2 "t 2mb?2 Y 2mc? F
. 2,92 2 n2 2
7 T (”—2+b—2+”—2>t

Unm 3Ny, Nz (xD Y, Z)

Voroiny . (2,9, 2,1) = ABC sin (Inw> T sin (%ny> ysin (Inz> ze
a c

Dabei gilt fiir alle drei Quantenzahlen unabhéngig voneinander n;,n,,n, € IN.

Fiir den Fall gleicher Kantenléngen a = b = c zeigt die Tabelle 3.6 die Energie E der ersten Zusténde in
Einheiten von 7242 /2ma?.
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Abbildung 3.17: Diagramm der Energiekorrelation zweier quadratischer Potentiale und dem vereinigten
Rechteckpotential.

Die Phasenbezeichnungen der Amplitudenfunktionen der sieben energetisch tiefsten Zustéinde sind in
der Abbildung 3.19 graphisch dargestellt. Zweimal sind jeweils drei Zustéinde aufgrund der Symmetrie
(a = b= c) bzw. der Gleichberechtigung der Quantenzahlen energetisch entartet.

Analog zum Abschnitt 3.1.3.3 ergibt sich das Wechselwirkungsdiagramm in Abbildung 3.20 fiir die Ver-
einigung zweier isolierter, identischer, wiirfelformiger Potentiale.

Wieder wechselwirken nur Zusténde der beiden wiirfelférmigen Potentiale mit jeweils gleichen Quan-
tenzahlen n, und n., da die Knotenzahlen entlang der y- und der z-Achse iiberall jeweils gleich sein
miissen.

Wesentlich ist, da} die Nullpunktsenergie durch die Vergréflerung des zur Verfiigung stehenden Raumes
abgesenkt wird.

Zu diesem Ergebnis, das auch fiir die ein- und zweidimensionale Box gilt, kommt man auch rein qualitativ
mit Hilfe der HEISENBERGschen Unschérferelation, wie im folgenden kurz angedeutet wird.
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0 a T

Abbildung 3.18: Unendlich tiefer dreidimensionaler Potentialtopf. Auflerhalb des Quaders ist das Po-
tential V' = oo und innerhalb V' = 0.

Tabelle 3.6 Die Gesamtenergien eines unendlich tiefen wiirfelformigen Potentialtopfes mit der Kan-
tenlénge a in Abhéngigkeit von den Quantenzahlen ng, n, und n. Die Energieeinheit ist dabei relativ
auf 72h2 /2ma? bezogen.

Ny Ny n, FE
3 1 1 11
2 2 2 12
1 2 2 9
2 1 2 9
2 2 1 9
1 1 2 6
1 2 1 6
2 1 1 6
1 1 1 3

Je kleiner der dem Teilchen zur Verfiigung stehende Raum entlang der z-Koordinate ist, desto kleiner ist
die Unschérfe Ax der Ortsmessung x und desto grofier ist die Unschérfe Ap, der Impulsmessung p,. Da
der mittlere Impuls (p,) = 0 sein muB, sieht das Verteilungsmuster fiir kleineres Ap, 1 bzw. fiir grofieres
Apy 9 wie in Abbildung 3.21 aus.

In einem grofien Potentialtopf wird ein kleines Ap,, gemessen (p,1). Da die kinetische Energie proportional
zu (p2) ist, korrespondiert zu den Mewerten p, 1 auch eine kleinere Energie. Der umgekehrte Fall gilt fiir
den kleinen Potentialtopf: kleines Ax, grofies Ap,, grofles (p2) und damit auch grofie kinetische Energie.

Diese Betrachtung gilt ganz allgemein und 148t sich deshalb auch auf den zwei- und dreidimensionalen
Potentialtopf iibertragen.

Diese Absenkung der kinetischen Energie bei Raumvergrofierung ist auch die Ursache der chemischen
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111

Abbildung 3.19: Knotenflichen und Vorzeichen der Amplitudenfunktionen der sieben energetisch tief-
sten Zustidnde des wiirfelférmigen Potentials.

Bindung. Die in vielen Lehrbiichern aufgestellte Behauptung, die potentielle Energie nehme bei Bin-
dungsbildung ab, ist falsch. Richtig ist: die potentielle Energie nimmt zu, die kinetische Energie nimmt
ab!

3.1.5 Der Tunneleffekt

Im Abschnitt 3.1.1 ergab die Losung der zeitunabhéingigen SCHRODINGER-Gleichung fiir den endlich tiefen
Potentialtopf das klassisch absolut unverstidndliche Ergebnis, dal die Amplitudenfunktion im Bereich
Vo > E einen endlichen, wenn auch exponentiell rasch abfallenden Wert aufweist; mit anderen Worten:
Rein formal postuliert die Quantenmechanik eine gewisse Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir das Teilchen
im Topf fiir einen Bereich, der vom klassischen und damit alltéiglichen Verstédndnis her fiir das Teilchen
absolut tabu sein sollte.

Diese Konsequenz aus den Postulaten der Quantenmechanik ist — so unverstédndlich sie auch fiir den
gesunden Menschenverstand sein mag — real! Dieses Phidnomen, wonach ein Masseteilchen in klassisch
nicht erlaubte Bereiche eindringen kann und dabei gewissermafien den , Berg“ der potentiellen Energie
yuntertunnelt”, wird als Tunneleffekt bezeichnet und konnte bzw. kann an vielen Systemen experimentell
nachgewiesen werden.

In der Abbildung 3.22 wird dieses Verhalten fiir ein Teilchen mit der kinetischen Energie £ < Vj skizziert.
Dabei gelten folgende Bedingungen fiir die Bereiche I bis IV:

Bereich I: —o00 <z< 0 V=
Bereich II: 0<z<a V=0
Bereich II: a<zr<a+d V=V
Bereich IV: a+d <x< o0 V=0

Die Losung der SCHRODINGER-Gleichung geméfl Abschnitt 3.1.1 ergibt folgendes Verhalten fiir die Funk-
tion u(x):

Bereich I u(z) =0
Bereich I:  u(z) = harmonische Funktion
Bereich II:  w(z) = exponentiell abfallende Funktion

68




3.1 Ein Masseteilchen im rechteckigen Potentialtopf

F 12+ 222 —— et TSR EEEEER R — 422
5757 ‘\
2ma?
11+
[N
10+
122
99—+ 221
212
8 4
7__
112
6+ 121
211
5 —
e
4__
3+ 111 ——
2 4
1 4

Abbildung 3.20: Energiekorrelationsdiagramm fiir die Vereinigung zweier wiirfelformiger Potentiale
(links) zum vereinigten Quaderpotential (rechts). (Die Energien von auf gleicher Hohe liegenden Quadern
sollen entartet sein und sind aus rein zeichnerischen Griinden nicht auf exakt gleicher Hohe. Entsprechen-
des gilt fir die Wiirfelpotentiale.)
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Abbildung 3.21: Durch die HEISENBERGsche Unschérferelation begriindete Energieabsenkung durch die
Vergroflerung des Bewegungsraumes eines Teilchens im Potential. Die durchgezogenen Linien (p 1) stellen
die Mefiwerte der Impulsmessungen im groferen Potentialtopf dar, wihrend die gestrichelten Linien (p, 2)
die Meflwerte der Impulsmessungen im kleineren Potentialtopf reprisentieren.

VAT
b
| |

VO.J_

T I~
T\ x

0 a a+d

=Y

Abbildung 3.22: Beispielskizze fiir den Tunneleffekt eines Teilchens in einem einseitig endlich tiefen
eindimensionalen Potentialtopf. Die Bedingungen fiir das Potential des Systems sind im Text (Seite 68)
angegeben.

Die exponentiell abfallende Funktion im Bereich Il hat an der Stelle x = a + d mit Sicherheit einen
endlichen Wert grofier null, so daf§ die Funktion im Bereich IV schon alleine aus Griinden der Stetigkeit
an der Stelle x = a + d einen endlichen Wert grofler null aufweisen mufl; die SCHRODINGER-Gleichung
ergibt fiir den Bereich IV analog zu I eine harmonische Funktion.

Aus diesem, in Abbildung 3.22 eingezeichneten, qualitativen Verhalten der Funktion u(z) folgt:

1. Das Teilchen 14t sich nicht — wie klassisch selbstverstindlich — im Potentialtopf des Bereiches
Il einsperren; das in den Potentialtopf I gebrachte Teilchen hat eine gewisse Wahrscheinlichkeit
Wi, durch den (klassisch verbotenen) Potentialwall V} in den klassisch wieder erlaubten Bereich
IV zu ,tunneln®.

2. Gemif Abschnitt 3.1.1 lautet die Zustandsfunktion fiir den Bereich II:

_ 27*rL(V%—E)aj .
U(z,t)=Ae V " e bt (3.86)
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3. Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte des Teilchens g(x) an der Stelle a gilt:

dWa _o 2m(V%—E)a
o) = STt = (@ Wa ) =e VT A (3.87)

4. Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte des Teilchens p(x) an der Stelle (a + d) gilt:

dW, 0, /2B (g
oatd) =1 — (et d )Ba+dt)=e V" D go 4 (3.88)

5. Das Teilchen befinde sich bei einer Messung im Bereich I , zufillig® an der Stelle a; die Wahrschein-
lichkeit, daf§ das Teilchen bei der néchsten Messung im Bereich IV an der Stelle (a + d) zu finden
ist, ist identisch mit der Wahrscheinlichkeit Wy_,1y fiir die Durchtunnelung des Potentialwalls Vj;
damit gilt aber:

Wiy = 205D _ -3 /a5 (3.89)
o(a)
6. Fiir die Wahrscheinlichkeit der Reflexion des Teilchens im Bereich I an der Stelle a gilt damit
logischerweise:
Wip=1- Wi (3.90)

7. Die Wahrscheinlichkeit Wy_y = e~ #MV2m(Vo—E) fiir die Tunnelung ist damit um so groBer

e je kleiner d, d.h. je ,diinner“ der Potentialwall ist,
e je kleiner die Masse m ist,

e je kleiner (Vy — E), d. h. je ,niedriger der zu untertunnelnde Potentialwall ist; die Gesamthshe
des Potentialwalls ist also irrelevant.

Fiir die Durchtunnelung eines beliebig geformten Potentialwalls V' (x) (vergleiche Abbildung 3.23) gilt
allgemein die folgende Gleichung:
) d
Wim=ew (-7 / VIV @) = B) dz (3.91)
0

Es existiert auch eine (klassisch ebenso vollig unversténdliche) ,,Umkehrung® des Tunneleffekts, die in

M>
Eges [
JJ\/’/N/: '\»\'\
|
0

|
d x

Abbildung 3.23: Modellskizze fiir den Tunneleffekt eines Teilchens durch einen beliebig geformten
Potentialwall der Funktion V(z).

Abbildung 3.24 dargestellt ist.

Ein Teilchen mit der Gesamtenergie Fy.; > Vj, das sich von links dem Potentialabsatz a néhert, wird
klassisch mit Sicherheit den Potentialtopf im Bereich zwischen a und (a + d) ,iiberfliegen; quantenme-
chanisch besteht eine gewisse Wahrscheinlichkeit, an der Stelle a reflektiert zu werden!

71




Kapitel 3 Anwendungen der Axiomatik der Quantenmechanik

Eges
Vo

P atd e

Abbildung 3.24: Modellskizze der moglichen Reflexion eines Teilchens am Absatz eines rechteckigen
Potentialtopfes.

Bemerkung: Die obige Behandlung des Tunneleffektes zeigt die wesentlichen Phénomene in transpa-
renter Weise, leidet aber an der Unzuldnglichkeit, dal die gezeichnete Zustandsfunktion aufgrund
ihres angenommenen Verhaltens im Bereich IV nicht quadratisch integrierbar ist. An Stelle der hier
benutzten einfachen Darstellung miifite bei einer exakten Behandlung zumindest im Bereich IV ein
quadratisch integrierbares Wellenpaket gem&fi Abschnit 2.3 Verwendung finden. Die Ausfithrung
mit einem Wellenpaket offenbart aber prinzipiell nichts Neues.
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3.2 Der eindimensionale Oszillator

3.2.1 Der eindimensionale harmonische Oszillator

Fiir die klassische Behandlung einer entlang der x-Achse mit der potentiellen Energie V(r) = Dz?/2
schwingenden Masse m siehe Abschnitt 1.2.2.1.

Die Schrédinger-Gleichung als Lésungsansatz

Im folgenden wird diese Schwingung quantenmechanisch exakt behandelt. Da die potentielle Energie V ()
zeitunabhéngig ist, kann die zeitunabhingige SCHRODINGER-Gleichung als Ausgangspunkt der Bestim-
mung der gesuchten Amplitudenfunktion u(z) und der Energie E angesetzt werden.

h? dPu(z) 1.,
~ 5 T2 + §Dac u(x) = Eu(x) (3.92)

Mit D = mw? wird daraus:
h? Qu(x) 1
o ez T §mw§x2u(x) = Eu(x) (3.93)

Die formale Vereinfachung der Eigenwertgleichung

Der folgende Losungsansatz fiir dieses Eigenwertproblem zur Bestimmung von u(z) und E unterscheidet
sich von dem in den meisten Lehrbiichern iiblichen Weg. Die hier vorgezeichnete Losung arbeitet mit
,Erzeugungs-“ und ,, Vernichtungsoperatoren“ und ist um vieles eleganter als die iibliche Lehrbuchlésung,
zumal sie keine Kenntnis der HERMITEschen Differentialgleichungen voraussetzt.

Zuerst ersetzt man die Energie £ durch eine normierte Energie € geméfl den beiden folgenden Gleichungen:

E = hwoe (3.94)
E

Weiter ersetzt man die z-Koordinate durch eine g-Koordinate entsprechend den beiden folgenden Glei-
chungen:

x=4/—0 (3.96)

0= 1/%x (3.97)

Das bedeutet, daf die Funktion u(z) zu einer Funktion u(p) wird, wobei gleichzeitig das Differential da
durch das Differential dp ersetzt werden muf. Aus Gleichung (3.96) folgt fiir diese beiden Differentiale:

h
dr =/ ——do (3.98)
mwo

da? = — dp? (3.99)

Damit wird die SCHRODINGER-Gleichung (3.93) mit den Gleichungen (3.96) und (3.99) zu:

d*u(o)
do?

1
hiwo + Ehwog2u(g) = hwoeu(p) (3.100)

1
2
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Zum Schlufl wird die gesamte Gleichung noch durch hwy dividiert und zusammengefaft.

1d%u(p) 1 ,
_Z Z = .101
2 a2 T 2? u(o) = eu(o) (3.101)
. d2+2 (o) = cu(o) (3.102)
5 17 0° ) u(o) = eulp .
Nebenrechnung zur Umformung von Gleichung (3.102)
Nach der Produktregel gilt fiir die Ableitung des Ausdrucks gu(p):
d d d
- o— — 1
dQQU(Q) @dgu(g) +U(Q)dQQ (3.103)
4 u(p) = —du()+u() (3.104)
de Q) = ng o 0 .
0= —L suto) + 0-Lu(o) + ulo) (3.105)
= dQQ 0 ng 0 0 .
d d
= _— —_— ]_ .1
0 ( 0%t )U(Q) (3.106)
1 d d
——(-= —+1 1
5 < 12Tt ) u(o) (3.107)

Eine Addition der rechten Seite der Gleichung (3.107) zur linken Seite der Gleichung (3.102) ist also einer
Addition von null gleichwertig, was selbstverstindlich ohne weiteres zuléssig ist.

1 dz d d
F (it — ot et 41 )ule) = culo (3.108)

aus Gleichung (3.107)

Jetzt wird die eins auf der linken Seite ausgeklammert, auf die rechte Seite gebracht und dort wieder
zusammengefafit.

1 d? d d 9 1

— |- - = — =le—= 1

5 (“i oot ogo ) ul0) = (= 3) ule) (3.100)
Der Ausdruck (3.109) ist dem folgenden gleich, was durch Ausmultiplizieren der beiden Klammern auf
der linken Seite der folgenden Gleichung leicht nachvollziehbar ist, wobei die Reihenfolge der Operatoren
nicht geéindert werden darf!

1 d d 1
== _ = - = A1
5 ( it 9) (dg + @) u(o) (6 2) u(o) (3.110)
Zu guter letzt teilt man noch den Faktor 1/2 zu gleichen Teilen auf die Operatorterme auf.
1 d 1 d 1
—(——+o)—=(+—+o)u@=(c-3)u 3.111
\/§< do Q) V2 (dg 9) ) ( 2) ) e

Auf diese Weise erhélt man die beiden fast identischen Operatorausdriicke (—d/do+ ¢)/v2 und (d/do+
0)/v/2, die fortan als die Operatoren at und a— bezeichnet werden. Desweiteren wird der Term ¢ — 1/2
durch v substituiert.

— 1 d

- (=24 3.112

“ 2<dg Q) ( )

— 1 /d

—=— =+ 3.113

a 2(dg @) (3.113)
1

T=ée—3 (3.114)
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Daraus ergibt sich eine vereinfachte Darstellung der Gleichung (3.111).

ata~u(o) = yu(o) (3.115)

Der Kommutator [aT7 a_+]

Fiir die weitere Herleitung des harmonischen Oszillators ist es notwendig, den Kommutator des Opera-
torpaars at und a~ zu bestimmen. Der Kommutator [a—,a™] wurde bereits in Abschnitt 1.7 wie folgt
definiert:

o=, a¥] =ama¥ —aFam (3.116)
Von diesem Ausdruck ausgehend wird jetzt der Wert des Kommutators bestimmt werden.

Als erstes wird die Kommutatorgleichung mit einer beliebigen Funktion u(g) zu einer ,echten“ Gleichung
erweitert.

[, u(o) = (e~ a¥ —aT 0™ ) u(o) (3.117)
Nun setzt man die urspriinglichen Operatoren gem#fi den Gleichungen (3.112) und (3.113) wieder ein.
— 1 d 1 d 1 d 1 d
—,at =l—=(—+e)—=(-+0)——=(-—+0) =+ 3.118
[a ! ]u(g) (x/i (dg Q) ﬁ( de Q) \/§< de Q) V2 (dg Q))u(g) (3:118)
Zwei kleine Umformungen erleichtern die weitere Bearbeitung.
— 1 d d d d
= ot = (= _— Y el il
[a ,a ] u(o) = 3 ((dg + 9) ( it 9) u(o) ( it 9) (dg + 9) u(@)) (3.119)

Jetzt 16st man alle Operatorklammern auf, wobei die Reihenfolge der Operatoren beibehalten wird.

w0 = 5 (- o0+ oot ~ omuto) + uo)
- (—dd—;U(@) - d%gu(@) + QdiQU(Q) + QQU(Q))> (3.120)

Die quadratischen Terme heben sich gegenseitig auf, so dafl schliefilich nur noch gemischte Terme stehen
bleiben.

:a_‘,a_Jr: u(g) = % (2%@1@) — 2@(%49)) (3.121)
:a_‘, a_+: u(o) = d%w(g) - @d%u(@) (3.122)
o) = (el +ulo)goe) - gl (3.12)
_a_—, a_+_ u(0) = 1u(p) (3.124)

Aus dieser ,echten“ Gleichung folgt die Operatorgleichung fiir den Wert des Kommutators:
[a_f,a_ﬂ =1 (3.125)
Aufgrund dieses Ergebnisses gilt wegen Gleichung (3.116) die folgende Gleichung;:

a~at=14+ata" (3.126)
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Der ,,Vernichtungsoperator* a—

Im folgenden wird das Eigenwertproblem (3.115) bearbeitet werden, mit dem Ziel, den kleinsten moglichen
Eigenwert zu erhalten.

Man bearbeitet dafiir zuerst die Eigenwertgleichung ein wenig, indem man sie von links mit dem Operator
a~ erweitert.

a~ at a~u(p) = ya~u(o) (3.127)

Nach Gleichung (3.126) wird die Operatorkombination a~ a* auf der linken Seite durch den Ausdruck
1+ at a™ ersetzt:

a~u(g) = va~u(o) (3.127)

j
a_a_—} a~u(p) = ya~u(o) (3.128)
j

a~u(p) + {a_a* a=u(0) = ya~u(p) (3.129)
ata”a"u(e) = ya~u(e) — a~u(e) (3.130)
ata=a"u(o) = (v —1)a"u(o) (3.131)

e {Fu(g)} = (y-1) {cru(g)} (3.132)

Dreh- und Angelpunkt der gesamten Herleitung ist der Vergleich der beiden identischen Eigenwertglei-
chungen (3.115) und (3.132).

ata~u(e) = yu(o) (3.115)
aFa- {a_—u(g)} —(y—1) {a_—u(g)} (3.132)

Nach Gleichung (3.115) ist u(p) Eigenfunktion zum Operator a* a— mit dem Eigenwert v, wobei der
Eigenwert geméfl den Gleichungen (3.95) und (3.114) eine Energie darstellt. Nach Gleichung (3.132) ist
{a=u(0)} = u/(p) ebenfalls Eigenfunktion zum gleichen Operator at a~ mit dem Eigenwert (v — 1).

Daraus folgt: Die Eigenfunktion u(g) zum Operator a* a~ mit dem Eigenwert v wird durch den Ope-
rator a~ in die Eigenfunktion u'(¢) = a~u(e) zum Operator a™a~ mit dem um 1 verringerten
Eigenwert v — 1 iiberfithrt. Die Anwendung von a~ auf u/(9) ergibt analog die Eigenfunktion

— — 9 _
u”(9) = a~u'(p) = a= u(p) zum Operator at a~ mit dem erneut um 1 verringerten Eigenwert
v —1—1; und so fort ....

Man kann also sagen, der Operator a— ,vernichtet“ jeweils eine Einheit des Eigenwertes und wird
deshalb einfach Vernichtungsoperator genannt.

Allgemein: Die Funktion u(™ () = aTnu(g) ist Eigenfunktion zum Operator a* a— mit dem Eigenwert
v —mn.

Schluf3folgerung: Mathematisch gesehen liefe sich dieser Vorgang unendlich lange fortsetzen. Da aber
ein physikalisches System betrachtet wird und der Eigenwert eine Energie darstellt, mufl es eine
Randbedingung geben, da die Energie niemals kleiner null sein kann (nicht einmal in klassischen
Systemen). Somit gilt also fiir den Eigenwert v — n die Grenzwertbedingung v —n > 0.

Es existiert eine kleinste Energie vo zur Eigenfunktion ug(o) mit folgender Eigenwertgleichung.

atauo(0) = youo(o) (3.134)

Entsprechend den oben genannten Eigenschaften des Vernichtungsoperators wiirde jetzt die weitere An-
wendung von a~ auf ug(p) den Eigenwert o — 1 liefern, der aber definitionsgeméf nicht existent ist, da
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7o vereinbarungsgeméf die tiefste Energie darstellt, d. h., der zu aTuo(g) korrelierende Zustand ist nicht
existent. Die Zustandsfunktion u(,(9) mul den Wert null haben.

up(e) = a~uo(e) =0 (3.135)
Mit a~ug(0) = 0 folgt aus Gleichung (3.134):

a* {a=uo(0)} = 20uo0) (3.134)
at{ 0 }=n0uolo) (3.136)
0 = youo(0) (3.137)

Die Nullpunktsenergie

Da wug(p) fiir einen existenten Zustand aus Griinden der physikalischen Plausibilitéit ungleich null sein
muf, folgt vo = 0. Mit den Gleichungen (3.114) und (3.95) folgt eine tiefste Energie Ey:

Yo =0 (3.138)
o — % ~0 (3.139)
€0 = % (3.140)

E, 1
— == 3.141
hwo 2 ( )
Eo = %th (3142)

Die Grundzustandsfunktion

Auf einem vergleichbaren Weg kann man jetzt noch die Zustandsfunktion ug (o) mit Hilfe der Gleichung
(3.135) bestimmen.

a~ug(0) =0 (3.143)
\/Lﬁ (dig + Q) uo(0) =0 (3.144)
T u0(e) = ~guo(o) (3.145)

Die Losung fiir diese Eigenwertgleichung ist die folgende Funktion, wie man durch Einsetzen in die
Eigenwertgleichung (3.145) zeigen kann.

up(p) = Ce™2¢ (3.146)

Macht man jetzt noch die Substitution von ¢ gemifl Gleichung (3.97) riickgéingig, so erhilt man fir die
energetisch tiefste Zustandsfunktion den folgenden Ausdruck.

1 mwg 2

ug(x) =Ce 277 © (3.147)

Um den Wert des Normierungsfaktors C' zu erhalten, bedient man sich der Normierungsbedingung.

oo

/ ug(x)uo(z)de =1 (3.148)
/ug(x)dx =1 (3.149)
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mw 2
/ (Ce*% rﬂﬂ) dz = 1 (3.150)
C? / ey = 1 (3.151)

Das unbestimmte Integral entspricht einer GAUSsschen Glockenkurve, deren Losung sich in Integralta-
bellen findet: fooo exp(—az?)dz = \/7/4a. Da die Glockenkurve zur Ordinate achsensymmetrisch ist,
braucht die Losung des Integrals nur mit zwei multipliziert zu werden, um die Integralgrenzen von —oo
bis oo laufen zu lassen.

C? | =1 (3.152)
h
2 = m—? (3.153)
T
O = g0 (3.154)
mh

Somit erhiilt man die vollstdndige Amplitudenfunktion fiir den energetisch tiefsten Zustand des quanten-
mechanisch behandelten harmonischen Oszillators:

uo(z) = ,4/%5%%962 (3.155)

Der ,,Erzeugungsoperator* at

Analog zum Vernichtungsoperator a~ gibt es einen Erzeugungsoperator a*. Die Anwendung des Opera-
tors at auf Gleichung (3.115) ergibt:

atatau(o) = vatu(o) (3.156)
Mit dem bereits bestimmten Ausdruck (3.126) fiir den Kommutator [a—, aT] kann diese Gleichung um-
geformt werden.

Durch den Vergleich der Gleichungen (3.115) und (3.160) zeigt sich, daf durch die Einwirkung des Erzeu-
gungsoperators a™ die Eigenfunktion u(g) zum Operator a* a~ mit dem Eigenwert v in die Eigenfunktion
atu(g) zum gleichen Operator at ¢~ mit dem um eins vergréfierten Eigenwert v + 1 iiberfithrt wird.

Die Energien der angeregten Zustinde E,
Fiir den kleinsten Eigenwert ¢ gelten folgende Beziehungen:

1 Ey 1
I i _ 161
Yo o 2 hwo 2 0 (3 6 )
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Da der Erzeugungsoperator at die Energieeigenwerte um jeweils eins erhoht, folgt v, = vo + n = n.

Tn =1 (3.162)
1

w5 =n (3.163)

E, 1
=n _ Z .164
o n+ 5 (3.164)

1

E, = (n + 5) hwo (3.165)

Die Zustandsfunktionen der angeregten Zustinde

Da die Zustandsfunktion des energetisch niedrigsten Zustandes bekannt ist (Gleichung (3.155)), konnen

davon ausgehend, durch schrittweise Einwirkung des Erzeugungsoperators a*t, die héheren Eigenfunktio-
nen bestimmt werden.

u1(0) = atuo(o) (3.166)
1 d mwo 7;92
= 7=\ \ 2 1
u1(0) 7 dg+g> < —° ) (3.167)
4/ MWwo _i 7%92 7%92
ui(e) = \/ ( q¢ 1 tee ) (3.168)
_ /e (1 —30° -30°
ui(e) = /= ( ( 2) (20)e72¢ + ge ) (3.169)
(o) = {2 (@e*%gg +ge*%@2> (3.170)
4mh
mwi 1.2
ui(o) = { Fff?@ejg (3.171)

Wie sich leicht einsehen 148t gilt allgemein, daf8 die n-te Zustandsfunktion w, (o) sich aus der n-fachen
Anwendung des Erzeugungsoperators at auf die Grundzustandsfunktion ug(g) ergibt.

un(0) = at up(o) (3.172)

Durch Umkehrung der Substitution von x erhiilt man schlielich die Zustandsfunktion u(z) des ersten
angeregten Zustands als Funktion von x.

ui(z) = ,4/%2, /$age—%mrf“2 (3.173)

Die Losungen der zeitabhingigen Schrédinger-Gleichung

Die Amplitudenfunktionen u, (z) sind ebenfalls Lésungen der zeitabhéngigen SCHRODINGER-Gleichung,
wenn man sie mit dem zeitlich oszillierenden Faktor e " "#»t/" mutlipliziert.

iEny

U, (x,t) = up(x)e '™ (3.174)

Das Ergebnis

Die Abbildung 3.25 zeigt die Darstellung der erhaltenen Eigenwerte F,, und der Amplitudenfunktionen
un () des quantenmechanischen harmonischen Oszillators mit der potentiellen Energie V(z) = Dz?/2 =
mwiz? /2.
Aus den erhaltenen Ergebnissen resultieren die folgenden Unterschiede zum klassischen harmonischen
Ostzillator:
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E
[Fwo]
A/\ /\L p o
7 \ / pous
SN~ pow
; A/\ / o
S

T h
I [ I mwo

012 3 45

Abbildung 3.25: Quantenmechanischer harmonischer Oszillator inklusive der Energieniveaus und der
Amplitudenfunktionen w,(z). Die Auslenkung z ist in Einheiten von \/h/mwy und die Energie E in
Einheiten von hwy aufgetragen.

1. Es existiert eine Nullpunktsenergie, d. h. eine minimal mégliche Energie, die aber grofier als null
ist. Dies folgt aber ,lediglich“ aus dem Postulat, daf} es eine tiefste Energie gibt.

2. Es existieren nur die diskreten Energieniveaus F, fiir den Oszillator.

1 1 D
En=<n+—)hw0:<n+—)h\/— n=20,1,2,3,... (3.175)
2 2 m

Das bedeutet zum einen, dafl mit zunehmender Federkonstante D, also stéirkerer Kopplung, die Ni-
veaus weiter auseinanderriicken und die Nullpunktsenergie angehoben wird. Zum anderen bedeutet
es, dal mit einer zunehmenden Masse m die Niveaus dichter zusammenriicken und die Nullpunkt-
senergie absinkt. Dieser durch eine Vergroflerung der Masse hervorgerufene Effekt wird auch als
Isotopie-Effekt bei molekularen Schwingungen bezeichnet (vergleiche Abschnitt 3.2.4 auf Seite 86).

3. Es ergibt sich fiir den Grundzustand, im Vergleich zur klassisch zu erwartenden Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit, eine ,, umgekehrte* Aufenthaltswahrscheinlichkeit; die Aufenthaltswahrscheinlichkei-
ten ndhern sich mit zunehmendem n der klassischen Erwartung.

4. Es existiert ein Tunneleffekt fiir die ,, Winde*“ des parabolischen Potentialtopfes.

3.2.2 Der anharmonische Oszillator

Die Energie eines zweiatomigen Molekiils A-B als Funktion des Kernabstandes r = d g ist kein quadra-
tisches Potential (mit resultierendem harmonischen Potential), sondern ein sogenanntes Morsepotential
(mit resultierender anharmonischen Schwingung der beiden Atome A und B gegeneinander). Ein solches
Morsepotential wird in Abbildung 3.26 gezeigt, wobei A definitionsgeméfl im Koordinatenursprung r = 0
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Dissoziationsenergie

|
® ()0 .

Abbildung 3.26: Quantenmechanischer anharmonischer Oszillator unter dem Einflufl eines MORSE-
Potentials (durchgezogene Linie) inklusive der Energieniveaus. Die gestrichelte Linie zeigt zum Vergleich
die Potentialkurve V(z) = D(r — r9)?/2 einer harmonischen Schwingung.

ruht, d.h. es wird in einem Koordinatensystem gearbeitet, bei dem die reduzierte Masse von B relativ
zum ruhend gedachten Teilchen A entlang der Koordinate r schwinge.

Bei einer harmonischen Schwingung mit dem Potential V(x) = D(r — 79)?/2 kiénnte das Molekiil A-B
beliebig viel Schwingungenergie aufnehmen, ohne jemals zu dissoziieren.

Das MORSE-Potential hat dagegen vollkommen andere Eigenschaften:

e Bei r < ry steigt das Potential schneller an als beim gestrichelten Potential.
e Bei r > ry hat das Potential einen Wendepunkt.

e Im Grenzfall r — oo bleibt das Potential konstant, was bedeutet, dafl es eine maximale Energiedif-
ferenz fiir die Trennung der beiden Teilchen A und B gibt. Es existiert eine endliche Dissoziations-
energie Epjss.

In der Umgebung des Abstandes ry wird die MORSE-Funktion hinreichend gut durch das quadratische
Potential angenéhert und damit das Verhalten des Oszillators im Bereich der unteren Schwingungsniveaus,
insbesondere der bei Normaltemperatur fast ausschliefilich auftretenden Nullpunktsschwingung, durch
eine harmonische Schwingung hinreichend gut beschrieben.

Die quantenmechanischen Behandlung eines Masseteilchens im MORSE-Potential zeigt nun, dafi die
Absténde zwischen den erlaubten Schwingungsenergien nicht mehr konstant sind, sondern mit zuneh-
mender Energie immer kleiner werden. Die Zahl der diskreten Schwingungsniveaus bleibt dabei endlich.
Oberhalb der Dissoziationsgrenze liegen keine Niveaus mehr, d. h. die jetzt vollkommen freien Atome A
und B kénnen jede beliebige (kinetische) Energie aufnehmen.

Auch in der Quantenmechanik sind nur Teilchen in einem Potentialtopf, also gebundene Teil-
chen, durch diskrete Energieniveaus gekennzeichnet!

81




Kapitel 3 Anwendungen der Axiomatik der Quantenmechanik

3.2.3 Die Born-Oppenheimer-Approximation

Die Definition des MORSE-Potentials mit seinen diskreten Schwingungsniveaus basiert auf der BORN-
OPPENHEIMER-Approximation, die wohl eine der bedeutendsten N#iherungen in der gesamten Chemie
darstellt.

Die Zustandsfunktion ‘IQ(]%L .. .,ﬁm,Fh ...,Tn,t) eines Molekiils, bestehend aus m Atomkernen und
n Elektronen, ist in der folgenden Gleichung angegeben, wobei die Variablen R, die Ortskoordinate
des Kernes [, 7 die Ortskoordinate des Elektrons & und F; die Gesamtenergie des Molekiils im i-ten
stationdren Zustand darstellen.

v, (El,...,ﬁm,Fl,...,Fn,t> — i (R’l,...,ém,a,...,f*n> oI (3.176)

Die Amplitudenfunktion ¢i(§1, e ,Em, T1,...,Ty) ist (jedenfalls im Prinzip) Losung der zeitunabhéingigen
SCHRODINGER-Gleichung.

i~ - h2 & Z, Z1Z,€2
IR V0 9 D ey B3P P
1 = P

=1 4meg — =1 p=i+1 4meo )Rl —

+Z Z WOW_T' Ui (Ruyoo B P T) = Bt (B R 7) (3077

k=1 q=k+1

Die ersten beiden Operatorterme reprisentieren die kinetische Energie und die letzten drei Operatorterme
reprasentieren die potentiellen Energien aufgrund der CouLoMB-Wechselwirkungen zwischen den Kernen
und Elektronen, den Kernen untereinander und den Elektronen untereinander.

Die Amplitudenfunktion ¢¢(E1, o R, 71, . .,7n) hingt gleichzeitig vom , Verhalten“ der Kerne und
Elektronen ab, d.h. das , Verhalten* eines Elektrons wird von dem der restlichen Elektronen und der
Kerne beeinflufit; gleichermaflen wird das ,, Verhalten“ eines Kerns durch das der restlichen Kerne und
der Elektronen beeinfluflt. Aufgrund der sehr viel geringen Masse sind nun Elektronen sehr viel weniger
triige als die Kerne, d.h. einer Anderung der Kernanordnung und den damit geéinderten COULOMB-
Kriften werden die Elektronen schnell folgen, einer Anderung der Elektronenanordnung und den damit
gedinderten COULOMB-Kréften aber die Kerne nur langsam. Aus der ,,Sicht“ der Kerne sind die Elektronen
schnell, fast unendlich schnell. Aus der ,Sicht* der Elektronen sind die Kerne langsam, fast unendlich
langsam. Eine durch die Praxis gerechtfertigte Ndherung, die BORN-OPPENHEIMER-Néaherung, streicht
nun die beiden obigen Worter fast, d.h. die BORN-OPPENHEIMER-Approximation geht also davon aus,
daB sich die Elektronen einer Anderung der Kernanordnung unendlich rasch anpassen wiirden, bzw., dafl
aus der ,,Sicht“ der Elektronen die Kernbewegungen unendlich langsam wéren.

Dies bedeutet:

1. Fiir die momentane Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen im Feld der Kerne spielt die
momentane Bewegung der Kerne keine Rolle, sondern nur deren momentane Anordnung.

2. Einer Anderung der Kernanordnung folgt verzogerungsfrei die dazu korrespondierende Anderung
der Elektronenanordnung; anders formuliert: eine bestimmte Kernanordnung, deren Wahrscheinlich-
keit durch die Zustandsfunktion gegeben ist, bedingt zwingend und automatisch die dazu (gemé&f 1)
korrespondierende Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen.

Damit ergibt sich aber die Moglichkeit, — ohne dies hier mathematisch durchzufithren — die Aufenthalts-

wahrscheinlichkeit der Elektronen und die der Kerne zu entkoppeln und jeweils getrennt zu bestimmen,
d.h. die Gesamtfunktion ¢; (R, ..., Ry, 7,...,7) in folgendes Produkt zu separieren:

¢i(él,...,ém,F1,...,Fn>:d)y({ﬁl,...,ém} ,Fl,...,Fn>XV#(El,...,ém) (3178)
const
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3.2 Der eindimensionale Oszillator

Folglich muf sich die Energie F; des molekularen Zustandes i additiv aus der Energie der Elektronen im
Zustand v mit ruhend angenommenen Kerngeriist und der Schwingungsenergie der Kerne im Zustand p,
wéhrend die Elektronen im Zustand v sind, zusammensetzen:

Dabei beschreiben

1. die Funktionen qS,,({ﬁh e ﬁm}comh 71,...,7n) das Verhalten, also die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit der Elektronen im v-ten elektronischen Zustand im Potentialfeld der ruhend gedachten Kerne
und

2. die Funktionen Xw(ﬁl, e ,ﬁm) das Verhalten, also die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Kerne
im p-ten Schwingungzustand im Gesamtpotential der Elektronen in deren v-ten Elektronenzustand.

3.2.3.1 Elektronenzustinde

Die Amplitudenfunktionen (;Sl,({ﬁl, R ﬁm}const,F17 ...,7n) beschreiben das Verhalten der Elektronen
im v-ten elektronischen Zustand unter dem EinfluB des , momentanen®, d.h. ruhenden Kerngeriistes
{El, e ﬁm}const. Diese Funktionen ¢V({§1, . ,Em}const,Fl, ...,7) sind (im Prinzip) Lésungen der
SCHRODINGER-Gleichung und héngen natiirlich von der Geometrie des fest angenommenen Kerngeriistes
bzw. von dessen Potential ab, d. h. die Kernkoordinaten {ﬁh ey ﬁm}comt sind konstant.

g . Zle
_Q—megv%_;z P +Z Z 471’Eo|7"k—7"q|

—1 4meg — Tk k=1 q=k+1

m—1

- 7, Z, et "
+ ; o ¢>V({R17...,

1=1 p=l+1 47eo )Rl

=L
—
e}
Q
3
I
~+
=L
-
i
N——

Konstantes  Kernpotential,
da die Kernkoordinaten R;
konstant sind.

- E, ({R’l, . .,ﬁm}mst) b ({ﬁl, . .,R’m}cmt L ,Fn> (3.180)

Fiir eine bestimmte Kernanordnung {ﬁl, ey ﬁm}const ergibt sich (im Prinzip) aus der SCHRODINGER-
Gleichung der vollstdndige Satz von Amplitudenfunktionen qS,,({J%, R ﬁm}consh T1,...,7n) und Ener-
gien Eu({ﬁl, e Em}const) der verschiedenen moglichen stationéiren elektronischen Zustéinde bei diesem
vorgegebenen Kerngeriist. Dabei enthélt diese Energie E,,({]il7 .. .,ﬁm}const) eines bestimmten Elek-
tronenzustandes v die kinetische und potentielle Energie der Elektronen und die potentielle Energie
der ruhenden Kerne. Diese Energie EV({El, e Em}const) héngt explizit nur von den Kernkoordinaten
{El, .. .,Em}const ab, nicht aber von den impliziten Elektronenkoordinaten 7,...,7,, da die fiir die
Kernanordnung {ﬁl, ey ﬁm}const berechneten Elektronenzustédnde stationér, d. h. unabhéngig von den
Elektronenkoordinaten sind. Damit kann diese Energie E,,({ﬁh e, ﬁm}const) definitionsgemifl aus der
Sicht der Kerne als potentielle Energie verstanden werden. Dies kann wie folgt veranschaulicht werden:
Die Energie eines schlafenden Igels, also dessen potentielle Energie, setzt sich zusammen aus der potenti-
ellen Energie des Igels, der potentiellen Energie seiner Flohe in Ruhe und der kinetischer Energie seiner
Flohe in hiipfender Aktion. Die potentielle Energie des Igels hingt damit nur von der Position des Igels
ab, nicht aber von der Position der Flohe!

Trégt man jetzt fiir eine zweite Kernanordnung, eine dritte Kernanordnung, usw. die Energien fiir je-
den elektronischen Zustand in ein Energie-Kernkoordinaten-Diagramm, so bilden die Energien Ey aller
moglichen Kernanordnungen die Energiehyperfliche des elektronischen Grundzustandes des Molekiils, die
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Energien F, die Energiehyperfliche des ersten angeregten Zustandes, die Energien Fy die Energiehyper-
fliche des zweiten angeregten Zustandes, usw. Anstelle des Begriffes der Energiehyperfliche wird haufig
auch der Begriff der Potentialfliche verwendet, da die Energie einer Potentialfliche, wie oben ausgefiihrt,
explizit nur von der Lage der Kerne und nicht von den Positionen der Elektronen abhingt. 4

Als einfachstes Beispiel sei hier der Fall des Hy-Molekiils aufgefiihrt, bei dem fiir verschiedene feste
Kernabstédnde jeweils die vier energetisch tiefsten Elektronenzustinde berechnet wurden, die dann die in
Abbildung 3.27 gezeigten Energien ergeben.

E
Es
E2 \/
H:© H®
Ey
Ey
H--H
P
-

Abbildung 3.27: Die vier energetisch tiefsten Elektronenzustinde des Wasserstoffmolekiils. z-Achse:
Kern-Kern-Abstand r. y-Achse: Energie E. Der Einfacheit halber sind die Elektronenzustinde mit Fy,
FE4, Es und E3 bezeichnet und nicht mit den sonst iiblichen gruppentheoretischen Symbolen.

Die Masse der Atomkerne kommt in der SCHRODINGER-Gleichung fiir die Elektronenzustéinde nicht vor,
d. h. das Ergebnis hidngt nicht von den Massen der Kerne ab, wohl aber von deren Ladungen!

3.2.3.2 Schwingungszustinde

Die Berechnung der Amplitudenfunktionen ¢y({ﬁl, cel, Em}const, 71,...,7y) der Elektronenzustinde be-
ruht darauf, dafl das Kerngeriist jeweils als konstant, d.h. mit ruhenden Kernen angenommen wird.
Die Atomkerne werden also klassisch behandelt, d.h. Ort R und Impuls (p = 0) werden als gleichzei-
tig scharf meBbar angenommen. Dies widerspricht dem HEISENBERGschen Unschéirfeprinzip und damit
einem wesentlichen Postulat der Quantenmechanik. Quantenmechanisch gesehen miissen die Kernbewe-
gungen, also die molekularen Schwingungen des Elektronenzustandes v, durch die Amplitudenfunktionen
qu(él; .. ,ﬁm) beschrieben werden.

Diese Schwingungsfunktionen enthalten nur die Kernkoordinaten, obwohl sich natiirlich bei molekularen
Schwingungen auch die Elektronenkoordinaten &ndern. Da aber die Elektronen praktisch verzégerungsfrei
den Kernbewegungen folgen, ist die Elektronenverteilung zu jedem Moment den Kernbewegungen ad-
aptiert und gegeben durch die jeweilige Elektronenzustandsfunktion gzﬁl,({]:fl,...,ﬁm}const7F1,...,Fn)

dDiese Potential-, Fliche ist bei einem Molekiil aus m Atomen (3m — 6 + 1)-dimensional: Die Energie E wird gegen die
3m — 6 Freiheitsgrade der Kernanordnungen aufgetragen.
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fiir die jeweilige (fixiert angenommene) Kernanordnung {ﬁl, ey ﬁm}const des betrachteten Zeitpunktes.
Mit anderen Worten, eine bestimmte Kernanordnung im Verlauf einer molekularen Geometrieinderung
bedingt (fast!) momentan eine bestimmte Anordnung der Elektronen, die durch die elektronische Zu-
standsfunktion fiir diese Kernanordnung (bereits) gegeben ist. Damit ist aber die Bewegung der Kerne
einschliefllich der damit gekoppelten Umordnung der Elektronen eindeutig durch die Kernkoordinaten
gegeben.

Die Amplitudenfunktionen Xw(ﬁl, ceey Em) sind selbstverstidndlich ebenfalls Losungen der zeitunabhén-
gigen SCHRODINGER-Gleichung:
m hg s — /= . . . . .
- VitV (s Bn) oo (Broos Bon) = Bux (B B (3.181)
— l
Der zur Losung notwendige Potentialoperator V, (Ry, ..., R,,) in Gleichung (3.181), der nur von den

Kernkoordinaten abhéngt, ist durch die Energiehyperfliiche/Potentialfléiche El,({ﬁl7 ceey ﬁm}comt) geméf
Gleichung (3.180) fiir alle moglichen Kernanordnungen gegeben.

Die Losung der SCHRODINGER-Gleichung fiir die Funktionen va(ﬁl’ ..., R,,) mit der durch die Poten-
tialfliche gegebenen potentiellen Energie ergibt dann das bekannte Ergebnis, dafl in einem Potentialtopf
nicht alle Energiewerte der Energiehyperfliche moglich sind, sondern nur einzelne diskrete, eben die
erlaubten Schwingungszusténde. Die Abbildung 3.28 will diesen Ubergang von den klassischen zur quan-
tenmechanischen Beschreibung der Kernbewegungen fiir die Schwingung auf einer Energichyperfliche
verdeutlichen.

Kernanordnung Kernanordnung

Abbildung 3.28: Bei klassischer Betrachtung der Kernbewegungen ist die Energie der Schwingung kon-
tinuierlich variabel (links im Bild), wihrend bei quantenmechanischer Betrachtung der Kernbewegungen
nur diskrete Schwingungsniveaus auf der Potentialfliche zuliissig sind (rechts im Bild).

3.2.3.3 Die Bedeutung der Born-Oppenheimer-Approximation

H#ufig hort oder liest man, die Bedeutung der BORN-OPPENHEIMER-Approximation liege darin, dafl der
mathematische Aufwand bei der Losung der SCHRODINGER-Gleichung reduziert werde, denn bei einem
Molekiil mit m Atomkernen und n Elektronen

e wird zuerst fiir eine Vielzahl verschiedener ruhender Kernanordnungen jeweils die SCHRODINGER-
Gleichung fiir ¢, ({R1,. .., Rm}const, 71, ---,7n) gelost, woraus dann die Potentialflichen fiir die
verschiedenen Elektronenzusténde folgen; es handelt sich um ein n-Teilchenproblem;

e wird dann die SCHRODINGER-Gleichung fiir XVu(ﬁlv cee ﬁm) unter Benutzung der erhaltenen Po-
tentialfunktion des jeweils interessierenden Elektronenzustands v geldst, woraus sich dann die
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Schwingungszustinde des Kerngeriistes des jeweils interessierenden Elektronenzustands folgen; es
handelt sich um ein m-Teilchenproblem.

Wesentlich ist aber nicht die Reduktion eines (m + n)-Teilchenproblems auf ein m-Teilchen- und ein n-
Teilchenproblem, sondern vielmehr, daf} die fiir die Diskussion chemischer Probleme elementaren Begriffe

e Elektronenzustand,
e Energichyperfliche und

e Schwingungszustand

direkt aus der BORN-OPPENHEIMER-Approximation folgen und ohne diese gar nicht definiert wiren, denn
die Unterscheidung zwischen Elektronenzustinden und Schwingungszustidnden ist eine direkte Folge der
Separation der Gesamtzustandsfunktion in eine Elektronenzustandsfunktion und eine Kernschwingungs-
funktion.

Ohne die Begriffe , Elektronenzustand®, , Energiehyperfliche* und , Schwingungszustand“
wire die konzeptionelle Behandlung chemischer Phédnomene in der heute bekannten Form
undenkbar!

3.2.4 Der Isotopieeffekt

Die Potentialkurve hingt geméfi der BORN-OPPENHEIMER-Approximation nur von den Elektronen und
den Kernladungen ab, nicht aber von den Massen der ruhend gedachten Kerne. Daraus folgt, dafl die
Potentialkurve keinen Isotopieeffekt zeigt.

Dagegen héngen aber bekanntermafien die Nullpunktsenergie der Schwingungen bzw. die Differenz zwi-
schen den Schwingungsniveaus im vorgegebenen Potential von den Massen der beteiligten, schwingenden
Atome ab.

Es gilt, daB je grofler die Massen, desto

o tiefer liegt die Nullpunktsenergie und desto

e enger liegen die Schwingungsniveaus.

Daraus ergeben sich z.B. fiir Hy und Dy die folgenden beiden Kurven in Abbildung 3.29, aus denen
hervorgeht, dafl aufgrund der tieferen Nullpunktsenergie im Dy die Dissoziationsenergie fiir Do grofler ist
als fiir Hs.

Die Ha- bzw. H-X-Bindung ist somit leichter zu spalten als die Da- bzw. D-X-Bindung; dies kann als ki-
netischer Isotopieeffekt Einflufl auf die Reaktionskinetik haben, bei der als geschwindigkeitsbestimmender
Schritt eine Bindung zum Wasserstoff gespalten wird. Dieser Isotopieeffekt wird umso kleiner, je kleiner
der relative Massenunterschied der Isotope ist.
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r r

Abbildung 3.29: Die Vergréflerung der Dissoziationsenergie durch die Absenkung der Nullpunktsenergie
durch die VergroBerung der Massen — der Isotopieeffekt.
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3.3 Der starre Rotator oder Der Drehimpuls

Unter einem starren Rotator verstehen wir eine Masse m, die sich mit dem Impuls p im konstanten
Abstand |#] um einen festen Punkt, also auf der Oberfliche einer Kugel, bewegt und definitionsgemis
die potentielle Energie V' = 0 besitzt.

Sy

Dy

Abbildung 3.30: Der starre Rotator auf einer Kreisbahn mit dem Radius |7].

Der klassische Drehimpuls

Eine sich aufgrund einer Zentripetalkraft kreisférmig bewegende Masse (vergleiche Abbhildung 3.30) hat
den Drehimpuls E» fiir den die folgenden Beziehungen gelten:

. €y €y €,
C=7Fxp=|a y z|=0d (3.182)
Pz Py Dz

In den obigen Gleichungen stellt

e 7 den momentanen Ortsvektor,
e p den momentanen Bahnimpuls,
e & die Winkelgeschwindigkeit (mit |&J| = da/dt) und

e O das Tréagheitsmoment des Teilchens dar. Das Trégheitsmoment ergibt sich fiir eine punktférmige
Masse m auf einer Kreisbahn durch den Ausdruck © = m#? und fiir die kinetische Energie des
Teilchens gilt By = mt2/2 = mi23? /2 = ©452/2.

Aufgrund der Definition des Vektorprodukts gelten fiir die drei Komponenten des Drehimpulses ¢, £,
und /. entlang der x-, y- und z-Achse folgende Gleichungen:

by = Yp. — 2py (3.183)
by = 2py — P2 (3.184)
0, = apy — Ypx (3.185)
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Der ,,quantenmechanische* Drehimpuls

Die dazu korrespondierenden Operatoren der Quantenmechanik lauten dann geméfi den Postulaten in
Abschnitt 2.1 folgendermaflen:

— . 0 0
- ., 0 .. 0
- .9 0

Damit muf} der Operator fiir den Gesamtdrehimpuls ?lauten:
U=2,0, +&,0, + .7, (3.189)
Fiir das skalare Produkt des Drehimpulses - (' lautet der korrespondierende Operator:

P=0C+0+102 (3.190)
— d d\° d a0\ o o\’

2 _ 32 = s - — —y— 191
2 =h ((yaz Z@y) +<Z8x x8z> —|—<x8y y&c)) (3.191)

Drehimpulskommutatoren

Nach der Definition des Kommutators fiir [¢,, £,] gilt folgender Ausdruck:
[las0y) =Caly — 0y L (3.192)
Setzt man die bereits bekannten Operatoren ein, so erhélt man die folgende Gleichung:
- L, 0 .0 . 0 .0
[&“m = <1hza—y — 1hy£) <1hxa — 1hz%)
0 0 0 0
(9 L OdN[(, O . O 1
<1hxaz ihz 896) <1hz 9y ihy 8z> (3.193)
Man multipliziert die Klammern unter Beachtung der Rechenregeln fiir Operatoren aus.
— 0 0 0 0 0 0 0 0
_f 42,9 (. 09 2, 0 ([ O 2 O 0N\ .o O [ O
[6: 8] = < n Z@y (xﬁz) +h Z@y (Zﬁx) +h Yoz <x8z> n Yoz <Z(9x>)

0 0 0 0 0 0 0 0
o 2.9 (9 2 O ( O 2, O ( O\ 4o O ([ O
( n Tz (Zay) +h Tz <y82) +h e <z8y> n o <y82>) (3.104)

Jetzt faBt man die Differentialquotienten zusammen, wobei man sich der Produktregel bedienen muf3, um
die Klammern aufzultsen.

_ 92 o2 o2 o
_ 52 _ 2 _ _ __
Gty =1 (( ”ayaz te Oyozx +yx8,z2 Y (8:6 * Z8z8x>)
o o 02, o o2
(2 (Z 7 - 1
( aj(@y_%zaz8y>_%xy822_%z D20y Zy8x82>) (3-195)

Es heben sich alle Differentialquotienten zweiter Ordnung gegenseitig auf, so dafl sich eine Gleichung
ergibt, in der nur noch Differentialquotienten erster Ordnung vorkommen.

T e (-l .l
[0z, 0] =T < y8x+x8y (3.196)
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_ 10} 0

o2 O O
[0z, 0] =R (yﬁx xay) (3.197)

e v, 0 . 0

[0z, 0] = in <1hy% - 1hxa—y> (3.198)
[0,,0,] = int. (3.199)
Analog gelten fiir die beiden anderen Kommutatoren [¢,, ¢,] und [£., .| die folgenden zwei Gleichungen:
[0y, 0.] = inl, (3.200)
(0., 0] =i, (3.201)

Auf ganz dhnliche Weise liefle sich zeigen, dafl die folgenden drei Gleichungen fiir den Kommutator

zwischen £, £, bzw. £, und dem Operator ¢? gelten:

Eﬂﬂ:@?—?jzo (3.202)
0.7 =7,7 - 77, =0 (3.203)
[@ﬁ}:@?—?jzo (3.204)

Unter Anwendung des Satzes 2.1 auf Seite 42 kann man aus den erhaltenen Gleichungen folgende Schliisse
ziehen:

e Es konnen nicht zwei der drei Drehimpulskomponenten ¢;, £, und ¢, gleichzeitig scharf gemes-
sen werden. Damit kann der Drehimpuls selbst auch nicht scharf gemessen werden, da dies eine
gleichzeitige scharfe Messung aller drei Komponenten voraussetzen wiirde.

e Esist allerdings eine gleichzeitige scharfe Messung einer — und nur einer — Drehimpulskomponente
und dem Skalarprodukt des Drehimpulses £ - £ (Quadrat des Betrages des Drehimpulses) moglich.

Geméf} den Postulaten der Quantenmechanik ergibt sich daraus, daf es weder eine Funktion geben kann,
die gleichzeitig Eigenfunktionen zu den Operatoren /;, £, und £, ist, noch eine Eigenfunktion zum Ope-
rator ¢ existiert.

Es sollte aber prinzipiell Funktionen geben, die gleichzeitig Eigenfunktion zu 22 und 7, respektive 2 und
¢, respektive £2 und £, sind.® Die Suche nach diesen Eigenfunktionen wird iiblicherwiese aus Griinden der
mathematischen Bequemlichkeit in Polarkoordinaten anstatt in kartesischen Koordinaten durchgefiihrt.

Polarkoordinatensystem

Fiir einen beliebigen Vektor # im orthogonalen dreidimensionalen Raum, wie in der Abbildung 3.31
verdeutlicht, gelten die folgende Beziehungen zwischen kartesischen Koordinaten und Polarkoordinaten.

d=vV2+y2=— =Y —rsing (3.205)

cosp  singp

x = rsindcos (3.207)
y =rsindsing (3.208)
z =rcost (3.209)
/22 1+ 2
¥ = arctan (ﬂ) (3.210)
z
_ y
© = arctan (ac) (3.211)

¢Diese Funktionen miissen ebenfalls Eigenfunktion zum HAMILTON-Operator sein.
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3L

&

Abbildung 3.31: Ein Vektor 7 im orthogonalen dreidimensionalen Raum kann sowohl durch die karte-
sischen Koordinaten z,y, z als auch durch die Polarkoordinaten r, ¥, ¢ beschrieben werden.

Die Umformung von Differentialquotienten mit kartesischen Koordinaten in Differentialquotienten mit
Polarkoordinaten ist fiir die Transformation vom kartesischen Koordinatensystem ins Polarkoordinaten-
system zwar elementar, aber die Ableitungen dieser Regeln sind sehr raum- und zeitaufwendig, weshalb
hier nur eine dieser Ableitung beispielhaft durchgefithrt wird.

Fiir die Transformation des Differentialquotienten 0/dz, der auf eine beliebige Funktion f(x,y, z) wirkt,
in von Polarkoordinaten abhingige Differentialquotienten, die auf eine Funktion g(r,p,d) wirken, gilt
entsprechend der Kettenregel folgende Beziehung.

0f(x.y,z) _ 0r 9,0, 0)  Opdg(r.p,9) 09 9g(r:¢,9)

Ox dr  Or dxr  Oyp ox 99 (3.212)

Im weiteren Verlauf sollen jetzt die drei Differentialquotienten dr/dz, d¢/0x und 99/d0x bestimmt wer-
den, wobei die sichere Beherrschung der Kettenregel als Ableitungsregel unbedingt notwendig ist.

Fiir den Ausdruck 9r/0zx gilt folgende Umrechnung:

g—; = % (22 + 9% + 2%)? (3.213)
g—; = (22) (% (2® +y° + z2)‘%> (3.214)
g—; — m (3.215)
g—; = % (3.216)
g—; = cos psin (3.217)

Der Term dg/0x 148t sich folgendermafien umformen:

g—i = % arctan (yz ") (3.218)
dp 9 1

— = (-1 —_— 3.219
Oz (=1y="") 1+ (ya—1)? ( )
Op vy _ 1 (3.220)

ox 22z 2 (22 +1?)
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Oy Y

=—"— 221
ox 2 + 92 (3.221)
d¢ y
_— = 3.222
sin? ¢
Oy sin? ¢
—_— - 3.223
Ox rsindsing ( )
Oy sin ¢
_— = 3.224
Ox rsind ( )
Der Differentialquotient 99/9z kann letztendlich in folgender Weise umgeformt werden:
oy 0 1,5 o5\t
— == - 22
9r = B Aretan <z (2% + %) (3.225)
oY 11 _1 1
5 = (22) (52 (=* +9°) 5) — (3.226)
14 <% (2 +y2)5>
09 =z 1 1
— == 3.227
or  z.\ /22 + 21+ 5 (22 +42) ( )
09 x 1 1
—~ == 3.228
Oz zcofw Z%(z2—|—ac2—|—y2) ( )
99 xcosp z?
—~ == i 3.229
oxr z x 712 ( )
09  zcosy
- — 2
O 2 (3.230)
09  rcosdcosy
— = 3.231
Ox 72 ( )
09 _ cos ) cos (3.232)

ox r

Die drei berechneten Terme aus den Gleichungen (3.217), (3.224) und (3.232) kénnen jetzt in die Gleichung
(3.212) eingesetzt werden.

Of(@y,2) . 0g(r,p,0)  sing g(r,p,¥)  cosdcosp dg(r, ¢, V)
ox = cospsind or  rsind Op + T 09

Betrachtet man nur die Operatoren in der letzten Gleichung, d. h. 148t die Funktionen weg, so erhilt man
fiir die Substitution des Differentialquotienten 0/0x in Polarkoordinaten die Gleichung (3.234).

In analoger Weise lielen sich auch die Ersetzungen fiir die anderen zwei Differentialquotienten /9y und
0/0z bestimmen. Da diese Ableitungen aber keine neuen Einsichten bieten, sollen an dieser Stelle nur
die Ergebnisse in den Gleichungen (3.235) und (3.236) wiedergegeben werden.

(3.233)

0 0 sin ¢ 3 cosﬁcosapi

Er cosg&smﬁa Tremdde T T o (3.234)
g ... 0 cosp 0  cost¥sing 0

oy blnﬁbln(par + rsind 9y + . 50 (3.235)
7 0 sinv 0

Der quantenmechanische Drehimpuls im Polarkoordinatensystem

Mit Hilfe dieser drei Transformationsgleichungen und den Gleichungen (3.207), (3.208) und (3.209) kénnen

jetzt die Operatoren ¢, £, £, und ¢? in eine von Polarkoordinaten abhéingige Form gebracht werden.

l, = —ih (— sin gp% — cot ¥ cos @%) (3.237)
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— : 0 .0
0, = —ih (cos i cot ¥ sin g0%> (3.238)
— 0

- 2

T = —ihy (3.239)
— h? 0 0 0?

2 il i

2 = % <51n19819 (bmﬁaﬁ) + 8@2) (3.240)

Da der starre Rotator definitionsgemdfl durch einen konstanten Radius gekennzeichnet ist, werden die
gesuchten Eigenfunktionen zu den Operatoren ¢2 und 7, respektive ¢2 und E respektive £2 und 7, keine
Funktionen von 7, sondern nur von 1 und ¢ sein.

In der Natur ist keine Richtung gegeniiber einer anderen bevorzugt, denn erst wir als Beobachter le-
gen die Ausrichtung eines mathematischen Koordinatensystems nach eigenem Ermessen fest, so daf} es
also gleichgiiltig ist, ob nach Eigenfunktionen zu £2 und 7, respektive £2 und /, respektive £2 und 7,
gesucht wird. Es ist allerdings abzusehen, dafl eine Eigenfunktion zu einem Operatorpaar nicht gleich-
zeitig Eigenfunktion zu einem anderen Operatorpaar ist. Wenn nun allgemein in den Lehrbiichern nur
iiber die Eigenfunktion Y (¢, ¢) zum Operatorpaar 22 und 7, berichtet wird, dann nur deshalb, weil der
.-Operator rein mathematisch sehr viel einfacher zu bearbeiten ist als der Operator £, oder £, und nicht
etwa, weil die z-Richtung gegeniiber der z- oder y-Richtung ausgezeichnet wire. Soll also ein Experiment
durchgefithrt werden, so braucht man nur die Richtung, relativ zu der der Drehimpuls gemessen werden
soll/kann, als z-Achse zu definieren.

Die Losung der Drehimpuls-Eigenwertgleichungen

Im folgenden soll jetzt die Eigenfunktion Y(d,¢) zum £2-Operator mit dem Eigenwert ¢2 bestimmt
werden. Diese Eigenfunktion beinhaltet gemifl den Postulaten der Quantenmechanik alle Informationen
iiber die am starren Rotator observablen Grofien; so ist z. B. die Wahrscheinlichkeit dW, das Teilchen auf
der Oberfliche der Kugel im differentiell kleinen Flichenelement dA an der durch die beiden Winkel
und ¢ definierten Stelle durch dW = Y*(¥9, p)V (9, ¢) dA gegeben. Zur Bestimmung dieser Eigenfunktion
Y(9, ) ist es sinnvoll, sich einmal mehr eines Separationsansatzes zu bedienen. Bei dieser Separation
wird die Gesamtfunktion Y(¥,¢) in zwei unabhéngige Teilfunktionen 6(J) und ¢(p) zerlegt, wobei die
Substitution Y (9, ¢) = 0(9)d(p) gelten soll.

Y0, ¢) = Y0, ) (3.241)
’ o (. 0N, O ,
_Sin2 3 blnﬁaﬁ smﬂ% + 8—@2 V@, p) =2Y(9,0) (3.242)

Jetzt wird die Separation durch die Substitution der Funktion Y(¥,¢) durch das Funktionsprodukt
0(¥)o(p) eingeleitet:

_% (mﬁ% (mﬁ%) + %) 0(9)6(p) = £20(9)b(p) (3.243)
sini =L (sno- L0010 ) + 2000(0) = ~ZLe00)00) (3.241)
o) sin - (s L000)) +000) 10(6) = I i) (3.245)

%ﬁ)smﬁ% (mw%o(ﬁ)) + @%Wp) = —Sh;;ﬁﬁ (3.246)
; (119) sin ddﬂ <Sm19@9(19)> 5“:2%2 =3 (1@ %M@) (3.247)

Nach diesen Umformungen hat die Eigenwertgleichung eine Form erreicht, in der die linke Seite nur noch
von ¥ und die rechte Seite nur noch von ¢ abhingt, so daf§ sich daraus zwei voneinander unabhéngige
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Differentialgleichungen schreiben lassen, die beide demselben Wert A gleich sind.

N2
ﬁsinﬁdd—ﬁ (mﬁ%a(ﬁ)) + 51221962 — A (3.248)
1 a2
—quﬁ((p) =A (3.249)

Vorerst soll nur die Funktion ¢(¢) in der Gleichung (3.249) bestimmt werden.

1 d2
_Wd—wﬂ)(@) = A (3.250)
dd—ww) — —Ad(p) (3.251)

Losung zu dieser Eigenwertgleichung ist die folgende Funktion:
(i) = eFVAY (3.252)

Da die Zustandsfunktion Y (¥, ¢) eindeutig sein mufl und in Polarkoordinaten gearbeitet wird, gelten die
folgenden Gleichungen:

y(’ﬂ, @) — y(ﬁ7 o+ 271-) (3.253)

6(i) = $lip + 2m) (8.254)
oTiVA _ (FiVA(p+2m) (3.255)
oTiVAe _ (FiVAp tivA2T (3.256)

~—
=1

+ivA2m

Die letzte Gleichung kann aber nur erfiillt sein, wenn der Term e gleich eins ist, so daf} sich weiter

formulieren 1483t: .
eEVA _ cos (VA2 Hisin (VA2r) =1 (3.257)

Daraus ergeben sich die folgenden Bedingungen beziiglich v/A:

cos \/Z27T =1

= VA=0,+1,+2,+3,... 3.258
+isin (VA27) =0 ( )

Da die Konstante v/A, im weiteren der Einfachheit halber nur noch m genannt, alle negativen und
positiven ganzen Zahlen einschliellich null annehmen kann, ist es egal, ob das Vorzeichen des Exponenten
ein Minus oder ein Plus ist, so dafl man also schliefflich fiir die Funktion ¢(p), mit m = 0,£1,£2,43,.. .,
das folgende Ergebnis erhélt:

$lp) =™ ¥ m=0,+1,£2,43,... (3.259)
Fiir die Funktion Y(9, ¢) gilt also schon einmal folgende Gleichung;:
V0, 0) = 0(9)e™? ¥V im=0,+1,+2,43,... (3.260)

Auf die sehr viel kompliziertere Herleitung der Funktion 6(1) nach Gleichung (3.248) soll hier verzichtet
werden und nur das Ergebnis beziiglich der Eigenfunktion Y(¢, ¢) zu £, und ¢2 dargestellt und diskutiert
werden.

fDas Ergebnis der einheitlichen Funktion (1) wird nicht vorgestellt, da dafiir die Kenntnis iiber sogenannte assoziierte
LEGENDREpolynome notwendig ist. Die Existenz der im néchsten Absatz eingefithrten Laufzahl [ ist grundsétzlich auf
die iterative Natur der LEGENDREpolynome zuriickzufithren. Im weiteren Verlauf dieses Unterkapitels werden jedoch die
expliziten Funktionen von Y(¥, ¢) fiir konkrete Laufzahlen m und ! vorgestellt werden.
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Interessanterweise ist diese Form der Funktion J(1J, ¢) bereits Eigenfunktion zum Operator £, da dieser
Operator nur auf die Variable ¢ wirkt.

Y0, 0) = L9, ) (3.261)
. 8 ime __
—1h%0(19)e =LY, 0) (3.262)
. 8 imep __
—1h9(19)%e =090, ) (3.263)
—ihf(9)ime™? = £, V(0, ¢) (3.264)
mhf(9)e™ = £,Y(9, ) (3.265)
mhY(9, ) = LY (0,¢) (3.266)
mh =0, (3.267)

Die Eigenfunktion Y(9, ) zu den Operatoren 7, und ¢2 hiingt von den beiden Quantenzahlen ! und m
ab8. Deshalb werden im weiteren die einzelnen Funktionen von Y(4,¢) in Abhéngigkeit von I und m
als V" (9, ¢) bezeichnet. Die Funktionen Y™ (¥, ¢) werden auch Kugelflichenfunktionen genannt, da sie
immer den Funktionswert zu jedem Punkt auf der Oberfliche einer Kugel mit dem Einheitsradius angibt.

Es gelten die folgenden zwei Eigenwertgleichungen beziiglich der Eigenfunktion Y} (9, ¢) zu den Opera-
toren £, und ¢2.

CYM 0, ) = 11+ DR V™9, ¢) (3.268)
TV (9, ¢) = mhY™ (9, o) (3.269)

Fiir die Quantenzahlen [ und m gelten die folgenden Einschriankungen:
1. Die Quantenzahl [ kann die Werte aller positiven ganzen Zahlen einschliellich null annehmen.
1=0,1,2,3,... (3.270)
2. Die Quantenzahl m kann die Werte aller ganzen Zahlen von —[ bis [ annehmen.
m=-1,—(1-1),-(1-2),...,-2,-1,0,1,2,..., (1 —2), (1 —1),1 (3.271)
Aus diesen Ergebnissen lassen sich einige wesentliche Schluifolgerungen ableiten:

1. Ein starrer Rotator kann nicht alle (klassich erlaubten) Drehimpulsbetrige aufweisen, sondern nur
bestimmte, gemifl der Quantenzahl [ erlaubte Werte.

2 =02 =10 =1l + 1)h? (3.272)
¢ =0l =103 = i+ 1) (3.273)

2. Die ¢,-Komponente des Drehimpulses kann ebenfalls nicht alle (klassisch erlaubten) Werte anneh-
men, sondern nur bestimmte, geméfl der Quantenzahl m erlaubte Werte.

(., =mh (3.274)

3. Die Funktionen );" (¢, ¢) sind gemif den Vertauschungsrelationen in Gleichung (3.199) bis (3.201)
keine Eigenfunktionen zu ¢, und/oder £,,.

Aufgrund der bereits oben genannten Abhéngigkeit zwischen den Quantenzahlen ! und m sind nur be-
stimmte Kombination zwischen [ und m moglich. Mit der Festlegung der Quantenzahlen sind aber auch
die Eigenwerte ¢2 und ¢, bestimmt.
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Tabelle 3.7 Die ersten neun Eigenwerte fiir 2 und ¢, in Abhingigkeit zu den Quantenzahlen [ und m.

Y@, ¢) ! m 2 l,
VY9, ) 0 0 0 0
VW, ) 1 ~1 2h2 —h
W (W, ) 1 0 2h? 0
VW, p) 1 1 2h2 h
V5 29, ¢) 2 —2 6h> —on
V5 L0, ) 2 —1 6h2 —h
W, ©) 2 0 6h2 0
Vi@, ) 2 1 6h2 h
V39, ) 2 2 652 2h

In der Tabelle 3.7 sind die ersten neun Kombinationen von [ und m, die Funktionsbezeichnungen fiir
Y™ (9, ) und die resultierenden Eigenwerte ¢2 und ¢, aufgefiihrt.

Es wird aus der Tabelle deutlich, daf bei gleicher Quantenzahl [ die Eigenwerte zum Operator 22 (21 +1)-
fach entartet sind und die Eigenwerte zum Operator £, symmetrisch um null in Schritten von # verteilt
sind.

Die graphische Reprisentation des quantenmechanischen Modells des Drehimpulses

Fiir die Quantenzahl [ = 1 folgt fiir den Betrag des Drehimpulsoperators:
0] = V2 =V2n (3.275)

Diese Aussage allein bedeutet, dafl sich die Spitze dieses (in der Richtung nicht festgelegten) Vektors v
irgendwo auf der Oberfliche einer Kugel mit dem Radius |E] = /2h, in deren Mittelpunkt der Ursprung
des Vektors liegt, befinden muf. Diese Beliebigkeit der Orientierung wird dadurch eingeschriankt, dafl die
z-Komponente des Vektors 7 entsprechend der Quantenzahl m = —1,0,1 nur die Werte £, = —h,0,h
annehmen darf. Fiir m = 0 darf sich die Spitze des Drehimpulsvektors nur noch irgendwo auf dem
Aquator dieser Kugel bewegen, wenn die z-Achse durch die Pole der Kugel verliuft. In den Fillen mit
m = +1 muB der Drehimpulsvektor irgendwo auf den 45. Breitengrad ober- bzw. unterhalb des Aquators
zeigen, denn nur dann hat die z-Komponente des Vektors den Wert +h.

In der Abbildung 3.32 wird dieses Verhalten des Drehimpulsvektors fiir die Quantenzahl [ = 1 noch
einmal graphisch veranschaulicht.

Eine weitere Festlegung der Ausrichtung des Drehimpulsvektors ist aber aus prinzipiellen Griinden nicht
mehr mdglich, denn wie bereits bekannt, wird dies durch die Vertauschungsrelationen der Operatoren £,
¢, und ¢, verboten.

Auf gleiche Weise ldft sich jetzt die Ausrichtung des Drehimpulsvektors fiir die Quantenzahl | = 2
festlegen. Die beschriebene Kugel mu den Radius |¢| = v/6h haben und die z-Komponente des Vektors

&Die Quantenzahl m wird auch hiufig als m; bezeichnet, weil m von [ abhéngt.
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A
VD, )
=€ h -
V2h
WP, )
4 _h_-
Vi, )

Abbildung 3.32: Der Drehimpulsvektor 7, der durch die Funktionen Y, (9, ¢), Y9 (9, ¢) bzw. Yi(9, ¢)
beschrieben wird, kann nur auf ganz bestimmte Breitengrade einer Kugel mit dem Radius v/2h zeigen.
Die rechte Grafik zeigt einen Teil des Schnittes durch die Kugel auf der linken Seite.

kann die Werte 2Ah, h, 0, —h bzw. —2h angehmen. Damit zeigt die Vektorspitze immer auf den 55., 24.
Grad ,nordlicher Breite“, 0. Breitengrad (Aquator), 24. oder 55. Grad ,,siidlicher Breite“ der Kugel, wie
es in der Abbildung 3.33 noch einmal veranschaulicht wird.

Die komplexen Winkelfunktionen Y™ (9, ¢)

Fiir die Quantenzahlen ! = 0, ! = 1 und [ = 2 sind in den folgenden sechs Gleichungen die Eigenfunktionen
Y/ (9, ) zu den Operatoren ¢2 und ¢, aufgefiihrt.

Vo (0, 9) =/ %eio“’ =17 i (3.276)

/3 3
(0, — cos el = i 2
W, p) 1, cosve 17 °8 (3.277)
VE(D, ) = 8% sin deti (3.278)
V3D, ) =] — > (3cos® ¥ — 1) el% = ,/i (3cos® ¥ — 1) (3.279)
2 167 167
FL9, ) = > ——3sind cos Yet? 3.280
24m
+2 5 2 +2i
5 (0, ¢) =4/ TSsm Pe=4¥ (3.281)
™

9

Die Darstellung der komplexen Winkelfunktionen®

Wie bereits festgestellt, ist das Produkt [V (9, 0)]* Y™ (U, ¢) gleich der Wahrscheinlichkeit dWW, das
Masseteilchen m an der durch ¥ und ¢ definierten Stelle auf der Kugeloberfliche im differentiell kleinen
Fliachenelement dA zu finden.

hDje bisher benutzten Kugeloberflichen mit dem Radius 4 /1(l + 1)k zur graphischen Verdeutlichung des Verhaltens des
Drehimpulsvektors eines Teilchens mit der Quantenzhl [ darf auf keinen Fall verwechselt werden, mit der Kugel mit dem
festen Radius |7] auf der sich das Teilchen definitionsgemé&8 (als starrer Rotator) ausssclieflich bewegen darf.
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Vs (9, 0)

V39, )

Vi, )

Abbildung 3.33: Der Drehimpulsvektor 7, der durch die Funktionen Vi 20, 0), Yo t(9,0), Y@, @),
Vi(9, ) bzw. V2(9, ) beschrieben wird, kann nur auf den 24. und 55. Grad ,nérdlicher Breite®, den
Aquator (0. Breitengrad) und den 24. und 55. Grad ,siidlicher Breite“ einer Kugel mit dem Radius V6h
zeigen, wie es der Schnitt durch eine solche Kugel zeigt.

Die Funktion YJ (¥, ) hat fiir alle Werte von ¥ und ¢ den gleichen Funktionswert \/1/47. Damit ist
die Wahrscheinlichkeit das Teilchen, das durch diese Funktion beschrieben wird, auf der Oberfliche der
Kugel zu finden, {iberall gleich grof.

Die Funktionen )¥ (¥, ¢) bzw. [V9(9, p)]* VL (9, ¢) lassen sich, wie in der Abbildung 3.34 zu sehen ist,
graphisch noch sehr leicht darstellen, wobei fiir die Funktion [V (19, 0)]*V9(9, ) gilt:

V209, 0)] W09, 0) = [VP (9, 90)]2 = % cos? 9 (3.282)

Die dreidimensionale Représentation der Funktion )" (¢, ) geschieht dadurch, dafl der Funktionswert

Y (¥, ) bzw. dessen ,Quadrat® Y™ (¥, ¢)* V" (¥, ) an einer bestimmten Stelle (¢, ¢) auf der Kugel-
oberfliche durch die Lénge eines im Kugelmittelpunkt beginnenden und in Richtung der Stelle (¥4, ¢)
zeigenden Vektors angezeigt wird.

Die Spitzen dieser Vektoren bilden unterschiedlich komplizierte ,, Gebilde* im dreidimensionalen Raum.
Im Falle der Funktion YJ (4, ¢) ist dieses ,,Gebilde“ eine Kugel; fiir die Funktion }?(¥, ¢) bzw. dessen
»Quadrat® Y9 (9, 0)* V99, ¢) wird eine ,,Doppelkugel“ bzw. eine ,,Doppelkeule“ erhalten, wie in Abbil-
dung 3.35 als Schnitt durch dieses dreidimensionale ,, Gebilde* gezeigt ist.

Die in Abbildung 3.35 gezeigten ,,Gebilde* sind (noch) keine Orbitale, wenngleich das Orbital p, hiufig
in dieser (falschen) Art représentiert wird.
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Abbildung 3.34: Die graphische Darstellung der Kugelfliichenfunktionen Y9 (9, ¢) bzw. [} (9, ¢)]?. Der
Winkel 9 ist in Grad angegeben. Die Maxima der Funktionen haben die Werte /3/4m bzw. 3/4mw.

Um es nochmals zu verdeutlichen: Die in der ,,Doppelkeule“ als Vektorlingen aufgetragenen Werte der
Funktion [V} (9, ¢)]? sind proportional der Wahrscheinlichkeit, da§ der Ortsvektor 7 (mit fester Linge
|7]) des durch die Funktion ) (1, ¢) beschriebenen Masseteilchens den Winkel ¥ mit der z-Achse bildet.
Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens, das ja auf die Oberfliche einer Kugel mit Radius |7]
beschrinkt ist, ist gleich null in der z-y-Ebene (auf dem Aquator) und maximal an den Schnittpunkten
mit der z-Achse (an den Polen). Es handelt sich also bei der z-y-Ebene um eine Knotenebene.

Diese Vektoren haben folglich nichts, aber auch gar nichts mit den in der in Abbildung 3.32 und Abbil-
dung 3.33 gezeigten projezierten Vektoren der Drehimpulse des starren Rotators zu tun.

Ganz analog zur Funktion Y9 (1, ¢) lieBen sich auch die Funktionen Y1 (¥, ¢) in eine solche ,, Doppelkugel-
Darstellung® projezieren, wenn diese Funktionen nicht komplex wiren. Aus diesem Grund kann nur die
Funktion [V (9, )]*VEN (W, ¢) dargestellt werden, wie es in der Abbildung 3.36 geschehen ist.

[VEL, )] VEL (9, 0) = %% sin? ¥ = 8% sin? (3.283)

In den Zusténden, die durch die Funktionen Y;™ (9, ¢) bzw. Y1 (9, ¢) beschrieben werden, ist fiir den
Ortsvektor 7 des Teilchens die Wahrscheinlichkeit null, einen Winkel von ¢ = 0° oder ¢ = 180° zur z-
Achse einzunehmen. Andererseits ist fiir den Ortsvektor 7 des Teilchens die Wahrscheinlichkeit maximal,
einen Winkel von ¥ = 90° zur z-Achse einzunehmen. In anderen Worten bedeutet das, daf3 das Teilchen
auf der Kugelschale niemals an den Polen und am hiufigsten am Aquator zu finden ist.

Die Zustandsfunktionen mit m # 0 sind alle komplex, so daf} es aufgrund ihrer Unanschaulichkeit nicht
vorteilhaft ist, mit ihnen weiter zu arbeiten. Statt dessen werden ihre Linearkombinationen verwendet,
was durchaus erlaubt ist, da die Linearkombination von entarteten Eigenfunktionen zu einem Operator
ebenfalls Eigenfunktion zu diesem Operator mit gleichem Eigenwert ist.!

Die reellen Winkelfunktionen Sli|m\ (9, ¢)

Durch eine geschickte Linearkombination ist es moglich, aus zwei komplexen, beziiglich 2 entarteten Zu-

iDer Beweis dieses Satzes ist in Abschnitt 6.2.3 zu finden.
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Abbildung 3.35: Der Schnitt durch die Spezialdarstellungen der Kugelflichenfunktionen Y{(9, ) (links
im Bild) und [V?(9, ¢)]? (rechts im Bild). Die einzelnen Punkte der Graphen werden durch die Endpunk-
te der Vektoren gebildet, deren Winkel zur z-Achse gleich dem jeweiligen Winkel 9 ist und deren Linge
gleich dem Betrag des Funktionswertes von ) (19, ) bzw. [V?(9, ¢)]? auf der nicht eingezeichneten Ku-
geloberfliche mit festem Radius |7] fiir den jeweiligen Winkel ¢ ist.

standsfunktionen, zwei reelle aber immer noch beziiglich £2 entartete Zustandsfunktionen zu formulieren.]

St jm) (0> 9) = \f (710, 0) = 3710, 9)) (3.285)

(y“m‘( @)+ (0,0)) (3.284)

Diese reellen Funktionen sind zwar noch Eigenfunktion zu £2, aber nicht mehr zu 7, denn die Eigenfunk-
tionen yﬂml(ﬁ, v) und yl"m‘ (9, ) sind beziiglich des ¢.-Operators nicht entartet!

In den Lehrbiichern werden die auf diese Weise erhaltenen Funktionen hiufig verwendet.

1
So0(0:9) = Y (9,9) =/ - (3.286)

S1.0(0, ) = VI, 0) =1/ 4?;_ cos v (3.287)
N 3

S0, ) = sin ) cos ¢ (3.288)
’ ar
- 3

S0, ) = sin ¢ sin (3.289)
’ 4

S20(0,) = YR(0.) = | 1= (Beos” 9~ 1) (3.200)

™

+

S, (0, 0) = Tom 3sin v cos ) cos ¢ (3.291)

JAbweichend von der in der Literatur ubhcherwelse benutzten Konvention fiir die linearkombinierten Kugel-
flichenfunktionen wird hier die Schreibweise S ‘(19 ) verwendet, um bei gleichbleibender Funktionsbezeichnung S noch

die Information iiber die additive oder subtraktlve Linearkombination zu erhalten.
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[VEL, )] VE (9, 9)

Abbildung 3.36: Der Schnitt durch die Kugelfliichenfunktion [V (49, 0)]* VEL(¥, ¢). Zu jedem Winkel
¥ im Polarkoordinatensystem korrespondiert ein Vektor, dessen Léange durch den Funktionswert beim
Winkel ¢ bestimmt wird. Die Léange des Vektors ist damit proportional der Wahrscheinlichkeit das Teil-
chen in der durch den Vektor vorgegebenen Richtung auf der Kugeloberfliche mit dem Radius ||, auf
der sich das Teilchen ausschliefilich bewegen darf, zu finden.

Sil(ﬁ7<p) 1;3 sin ¢ cos ¥ sin ¢ (3.292)
5

S5,(0,¢) = 487r3 sin® ¥ cos(2¢) (3.293)

S£2(ﬁ, p) = 4§7r3 sin 1951n(2g0) (3.294)

Die Darstellung der reellen Winkelfunktionen

Im folgenden sollen diese Funktionen auf verschiedene Weisen graphisch veranschaulicht werden.

Eine sehr anschauliche Art der Darstellung dieser Funktionen besteht darin, sich das Masseteilchen wieder
auf der Oberflache einer Kugel vorzustellen und die Aufenthaltswahrscheinlichkeit durch unterschiedliche
Punktdichten zu reprasentieren. In Bereichen, in denen die Punktdichte gering ist, wire das Teilchen
selten zu finden. Dagegen wire das Teilchen héufiger in den Bereichen anzutreffen, in denen die Punk-
tedichte grof} ist. Diese Betrachtungsweise wiirde der experimentellen Vorgehensweise entsprechen, das
Teilchen, welches sich auf der Kugeloberfliche bewegt, viele Male hintereinander auf dasselbe Bild zu
photographieren.

Stellt man die Funktion [Sp,o (1, ¢)]? auf diese Weise dar, dann ergibt sich, wie in Abbildung 3.37 gezeigt,
das Bild einer Kugel, die vollkommen gleichm#fig mit Punkten bedeckt ist, da die Funktion [Sp (¥, )]?
iiber ihren gesamten Definitionsbereich immer den gleichen Funktionswert liefert. Das bedeutet, dafl die
Wahrscheinlichkeit, das Teilchen an einer beliebigen Stelle auf der Kugeloberfliche zu finden, gleich grof3
ist. Daraus folgt selbstversténdlich, daf§ die Funktion Sp (¥, ¢) weder Maxima noch Minima besitzt.

Die Darstellung der Funktion [Sy o(¥, ¢)]?, entsprechend der Abbildung 3.37, in Abbildung 3.38 ergibt ei-
ne Charakteristik, bei der die beiden Maxima der Aufenthaltswahrscheinlichkeit jeweils an den Polen der
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Abbildung 3.37: Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens, das sich in einem Zustand befindet,
der durch die Funktion Sy (9, ¢) beschrieben wird, wobei sich das Teilchen auf der Oberfliche der Kugel
mit dem Radius r bewegt. Entsprechend des Profils der Funktion [Sp o(¥, )]? wurden fiir diese Abbildung,
aus Griinden der grofieren Transparenz nur auf der vorderen Hilfte der Kugel, 5000 Punkte zufillig ver-
teilt. Die Punktdichte und damit die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist iiber die gesamte Kugeloberfliche
gleich grof}; die Hdufung an den Polen ist perspektivisch bedingt und deshalb nur scheinbar.

Kugel liegen. Am Aquator erreicht die Aufenthaltswahrscheinlichkeit den Minimalwert null. Die Aufent-
haltswahrscheinlichkeiten auf der Nord- und Siidhalbkugel sind absolut identisch, d. h. sie sind beziiglich
der z-y-Ebene spiegelsymmetrisch verteilt.

Um sich dem Verhalten der Funktionen Sfl (9, ¢) zu ndhern, wird erst einmal der jeweils identische -
abhéingigen Teil in Abbildung 3.39 in der bereits bekannten Spezialdarstellung veranschaulicht. Fiir die
Winkel ¥ = 0° und ¥ = 180° sind die Funktionswerte minimal und null. Dagegen sind die Funktionswerte
fir den Winkel ¥ = 90° maximal.

Dieser Teil der Funktionen Sfl (9, o) stellt einen Torus um die z-Achse dar, aus dem jetzt durch Multipli-
kation mit cos ¢ bzw. sin ¢ in den Abbildungen 3.40 und 3.42 die beiden Doppelkugeln , herausgeschnitten*
werden. Fiir die Funktion Sf 1 (¥, ) ergibt sich im Falle des Winkels ¥ = 90° eine Achsensymmetrie zur
y-Achse, bei der die Funktionswerte fiir die Winkel ¢ = 90° und ¢ = 270° null betragen. Fiir den Winkel
¥ = 90° bei gleichzeitigen Winkeln ¢ = 0° oder ¢ = 180° erreicht die Funktion Sil(ﬁ, ) ihre maximalen
Funktionswerte.

Fiir andere Winkel 9 ergeben sich dhnliche Darstellungen, bei denen allerdings die Radien der beiden
Kreise immer kleiner werden, bis die Radien fiir die Winkel ¥ = 0° und ¥ = 180° null werden. Die bei-
den Kreise miissen sich dabei fiir jeden Winkel ¢ im Ursprung berithren. Aufgrund dieser Charakteristik
ergibt sich fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens auf der Kugeloberfliche eine Spiegelsym-
metrie beziiglich der y-z-Ebene. Diese Charakteristik lifit sich durch eine Punktdichtedarstellung in der
Abbildung 3.41 noch einmal auf etwas anschaulichere Weise verdeutlichen.

Wie bereits erwéhnt, sind fiir die Funktion 31+, 19, ) die Maxima der Aufenthaltswahrscheinlichkeit des
Teilchens erreicht, wenn fiir die Winkel ¢ und ¢ gilt: ¢ = 90° und ¢ = 0° respektive 9 = 90° und
o = 180°. Von den beiden punktformigen Maxima bis zu dem , Langengrad®“ des Minimums hin, nimmt
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens kontinuierlich ab.

Fiir die Funktion Sy (¥, ) sieht die Charakteristik des Funktionsverlauf ganz dhnlich aus. Es ergibt sich,

ganz in Entsprechung zur Funktion Sf: 19, ), im Falle des Winkels ¥ = 90°, eine Achsensymmetrie zur
x-Achse, bei der die Funktionswerte fiir die Winkel ¢ = 0° und ¢ = 180° null betragen. Fiir den Winkel
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Abbildung 3.38: Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens, das sich in einem Zustand befindet,
der durch die Funktion S (¢, ) beschrieben wird, wobei sich das Teilchen auf der Oberfliche der
Kugel mit dem Radius 7 bewegt. Entsprechend des Profils der Funktion [Sy (¥, ¢)]? wurden fiir diese
Abbildung, aus Griinden der gréfleren Transparenz nur auf der vorderen Hilfte der Kugel, 5000 Punkte
zufillig verteilt. In Bereichen grofler Punktdichten ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir das Teilchen
hoch. Auf dem Aquator (in der z-y-Ebene) ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen anzutreffen, gleich
null.

z
-+ 0.5
-— 04
0.3 % sin ¢
. . . .0

Abbildung 3.39: Der Schnitt durch die Spezialdarstellung des Funktionsteils 1/3/4msind. Die Linge
der Vektoren sind gleich den jeweiligen Funktionswerten auf der Oberfliche der Kugel mit festem Radius
|7] fiir die jeweiligen Winkel .

¥ = 90° bei gleichzeitigen Winkeln ¢ = 90° und ¢ = 270° erreicht die Funktion Sy ; (¥, ¢) ihre maximalen
Funktionswerte.

Fiir andere Winkel 9 ergeben sich, wieder in Entsprechung zur Funktion Sff 1(¥, ), dhnliche Darstel-
lungen, bei denen die Radien der beiden Kugel immer kleiner werden, bis die Radien fiir die Winkel
¥ = 0° und ¥ = 180° null werden. Die beiden Kugeln miissen sich dabei fiir jeden Winkel ¥ im Ursprung
beriihren. Aufgrund dieser Charakteristik ergibt sich eine Spiegelsymmetrie beziiglich der z-z-Ebene.

Diese Charakteristik 148t sich wieder, wie in der Abbildung 3.43 geschehen, durch eine Punktdichtedar-
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Y Sil(& @) fr ¥ =90°
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Abbildung 3.40: Die Spezialdarstellung der Funktion Sf 1 (0, ) fiir 9 = 90° betrachtet in der z-y-
Ebene. Die Liange der Vektoren sind gleich den jeweiligen Funktionswerten auf der Oberfliche der Kugel
mit festem Radius |7] fir die jeweiligen Winkel ¢.

Abbildung 3.41: Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens, das sich in einem Zustand befindet,
der durch die Funktion Sff 1(9, ) beschrieben wird, wobei sich das Teilchen auf der Oberfliche der
Kugel mit dem Radius r bewegt. Entsprechend des Profils der Funktion [S;, (¢, ¢)]* wurden fiir diese
Abbildung, aus Griinden der gréfileren Transparenz nur auf der vorderen Hilfte der Kugel, 5000 Punkte
zufillig verteilt. In Bereichen grofler Punktdichten ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir das Teilchen
hoch. Auf dem eingezeichneten Kugelumfang in der y-z-Ebene ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen
anzutreffen, gleich null.

stellung auf etwas anschaulichere Weise verdeutlichen.

Wie bereits erwéhnt, sind fiir die Funktion Sy (¥, ¢) die Maxima der Aufenthaltswahrscheinlichkeit des
Teilchens erreicht, wenn fiir die Winkel ¢ und ¢ gilt: ¥ = 90° und ¢ = 90° respektive ¥ = 90° und
o = 270°. Von den beiden punktformigen Maxima bis zu dem , Langengrad®“ des Minimums hin, nimmt
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens kontinuierlich ab.

Eine weitere mogliche Représentation der charakteristischen Eigenschaften der linearkombinierten Ku-
gelflachenfunktionen Sljjml(ﬁ,go) in Abhingigkeit zu den Winkeln ¢ und ¢ besteht darin, die Knoten,
die Richtung der maximalen Funktionsabsolutwerte sowie die Vorzeichen der Funktionswerte in ein kar-
tesisches Koordinatensystem einzutragen, wie es in der Abbildung 3.44 fiir die Funktionen S; (9, ¢),
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Abbildung 3.42: Die Spezialdarstellung der Funktion S; (7, ¢) fiir ¥ = 90° betrachtet in der x-y-
Ebene. Die Liange der Vektoren sind gleich den jeweiligen Funktionswerten auf der Oberfliche der Kugel
mit festem Radius |7] fir die jeweiligen Winkel .

Sffl (9, ) und Sy (J, ) geschehen ist.

Zu beachten ist dabei aber, sich diese Eigenschaften immer in Verbindung mit der Kugeloberfliche vor-
zustellen, auf der sich das Masseteilchen definitionsgeméf ausschlielich bewegen kann.

Wie in Abbildung 3.45 zu sehen ist, konnen auf die gleiche Weise auch die Funktionen Szilm‘(ﬁ,ga)
dargstellt werden.

Die Funktionen S2i|m\ (9, @) lassen sich ebenfalls als Punktdichtedarstellungen abbilden, wie in den Ab-
bildungen 3.46 bis 3.50 dargestellt.
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Abbildung 3.43: Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens, das sich in einem Zustand befindet,
der durch die Funktion S; (¥, ) beschrieben wird, wobei sich das Teilchen auf der Oberfléiche der
Kugel mit dem Radius r bewegt. Entsprechend des Profils der Funktion [S; (1, ©)]? wurden fiir diese
Abbildung, aus Griinden der gréfleren Transparenz nur auf der vorderen Hilfte der Kugel, 5000 Punkte
zufillig verteilt. In Bereichen grofier Punktdichten ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir das Teilchen
hoch. Auf dem eingezeichneten Kugelumfang in der z-z-Ebene ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen
anzutreffen, gleich null.

y
Yy

Abbildung 3.44: Darstellung der charakteristischen Eigenschaften der Funktionen Sy (%, ¢) (links),
S11(9,p) (mitte) und Sff 1(¥,¢) (rechts). Die Schnitte der schraffiert dargestellten Fldchen mit der Ku-
geloberflidche, auf der sich das Teilchen bewegt, ergeben die Knotenlinien. (Da diese Flichen fiir alle
(konstanten) Werte || des starren Rotators gelten, ist es vielleicht auch erlaubt, diese Flichen bereits
als Knotenflachen zu bezeichnen, wenngleich die Kugelflichenfunktionen des starren Rotators keine Kno-
tenfléchen, sondern nur Knotenlinien aufweisen kénnen.) Die Richtung der maximalen Funktionsabsolut-
werte werden durch die gepunkteten Linien dargestellt, und das Vorzeichen der Funktionswerte in den
jeweiligen, durch die Knotenlinien getrennten Bereichen, durch + oder — angezeigt.
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Abbildung 3.45: Darstellung der charakteristischen Eigenschaften der Funktionen Sz (1, ¢) (oben),

S;fl (0, ) (unten, 1. v. 1), Sy (¥, ) (unten, 2. v. 1), SIQ(ﬁ, ¢) (unten, 3. v. L) und S, »,(9, ¢) (unten, 4.
v. L.). Die Schnitte der schraffiert dargestellten Flichen mit der Kugeloberfldche, auf der sich das Teilchen
bewegt, ergeben analog zur Abbildung 3.44 die Knotenlinien; die maximalen Funktionsabsolutwerte liegen
jeweils symmetrisch zwischen den Knotenlinien. Fiir die Funktion Ss (¢, ¢) werden die Vorzeichen der
Funktionswerte in den jeweiligen, durch die Knotenlinien getrennten Bereichen, durch + oder — angezeigt.

Abbildung 3.46: Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens, das sich in einem Zustand befindet,

der durch die Funktion Ss (¥, ) beschrieben wird, wobei sich das Teilchen auf der Oberfliche der
Kugel mit dem Radius 7 bewegt. Entsprechend des Profils der Funktion [Ss (¥, ¢)]? wurden fiir diese
Abbildung, aus Griinden der gréfleren Transparenz nur auf der vorderen Hilfte der Kugel, 5000 Punkte
zufillig verteilt. In Bereichen grofier Punktdichten ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir das Teilchen
hoch. Auf den beiden eingezeichneten zur z-y-Ebene parallelen Breitengraden ist die Wahrscheinlichkeit,

das Teilchen anzutreffen, gleich null.

107



Kapitel 3 Anwendungen der Axiomatik der Quantenmechanik

Abbildung 3.47: Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens, das sich in einem Zustand befindet,
der durch die Funktion S;: 1 (9, ) beschrieben wird, wobei sich das Teilchen auf der Oberfléiche der Kugel
mit dem Radius r bewegt. Entsprechend des Profils der Funktion [S57, (¥, ¢)]? wurden fiir diese Abbildung,
aus Griinden der grofleren Transparenz nur auf der vorderen Hilfte der Kugel, 5000 Punkte zufillig
verteilt. In Bereichen grofier Punktdichten ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir das Teilchen hoch.
Auf den eingezeichneten Kugelumfingen in der z-y-Ebene und der y-z-Ebene ist die Wahrscheinlichkeit,
das Teilchen anzutreffen, gleich null.

Abbildung 3.48: Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens, das sich in einem Zustand befindet,
der durch die Funktion S, (9, ¢) beschrieben wird, wobei sich das Teilchen auf der Oberfliche der Kugel
mit dem Radius  bewegt. Entsprechend des Profils der Funktion [S, ; (9, ¢)]? wurden fiir diese Abbildung,
aus Griinden der grofleren Transparenz nur auf der vorderen Hilfte der Kugel, 5000 Punkte zufillig
verteilt. In Bereichen grofier Punktdichten ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir das Teilchen hoch.
Auf den eingezeichneten Kugelumfingen in der z-y-Ebene und der z-z-Ebene ist die Wahrscheinlichkeit,
das Teilchen anzutreffen, gleich null.
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Abbildung 3.49: Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens, das sich in einem Zustand befindet,
der durch die Funktion S; 5(9, ) beschrieben wird, wobei sich das Teilchen auf der Oberfliche der
Kugel mit dem Radius r bewegt. Entsprechend des Profils der Funktion [S, (0, ¢)]* wurden fiir diese
Abbildung, aus Griinden der gréfleren Transparenz nur auf der vorderen Hilfte der Kugel, 5000 Punkte
zufillig verteilt. In Bereichen grofier Punktdichten ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir das Teilchen
hoch. Auf den beiden eingezeichneten Lingengraden, die die Quadranten der z-y-Ebene halbieren, ist die
Wahrscheinlichkeit, das Teilchen anzutreffen, gleich null.

Abbildung 3.50: Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens, das sich in einem Zustand befindet,
der durch die Funktion S, 5(1J, ¢) beschrieben wird, wobei sich das Teilchen auf der Oberfliche der Kugel
mit dem Radius  bewegt. Entsprechend des Profils der Funktion [S, , (4, ¢)]? wurden fiir diese Abbildung,
aus Griinden der grofleren Transparenz nur auf der vorderen Hilfte der Kugel, 5000 Punkte zufillig
verteilt. In Bereichen grofier Punktdichten ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir das Teilchen hoch.
Auf den eingezeichneten Kugelumféingen in der z-z-Ebene und der y-z-Ebene ist die Wahrscheinlichkeit,
das Teilchen anzutreffen, gleich null.
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Die kinetische Energie des starren Rotators

Die kinetische Energie Ej;, eines klassischen starren Rotators betrégt:

1
Ejin = 5mﬁ‘“ (3.295)
1 m?27 252
Eyin = 5——=5— 2
F 2 mi? (3.296)
Der Ausdruck m#? wird als Tréigheitsmoment © bezeichnet, daraus folgt:
102
Eyin = =— 3.297
kin = 59 (3.297)

Da der quantenmechanische starre Rotator nur die diskreten Werte 02 = I(I + 1)h* annehmen kann,
bedeutet dies, dafl die Rotationsenergie des quantenmechanisch starren Rotators auch nur die diskreten
Werte

1K

E gin = 561(1 +1) (3.298)

annehmen kann, wie es in der Abbildung 3.51 skizziert ist.

124 1=3
6+ 1=2
2+ I=1
0t 1=0

Abbildung 3.51: Die ersten fiinf Niveaus der kinetischen Energie des starren Rotators. Die Energie ist
in Einheiten von /?/20 abgetragen.

Die Energieniveaus liegen umso enger, d. h. die Energiedifferenzen zwischen den erlaubten Energieniveaus
sind umso kleiner, je grofer das Trigheitsmoment © = m? ist, d. h.

e je grofer die Masse m des Rotators und/oder

e je groBer der Radius |7] zwischen der rotierenden Masse und dem Zentrum ist.

Daraus ergibt sich, daB beim Ubergang zu makroskopischen Systemen (also bei groBer Masse m und/oder
grofem Radius |7]) diese diskreten Energieniveaus zunehmend enger aneinanderriicken, bis praktisch hin
zum (Quasi-)Kontinuum.
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3.3 Der starre Rotator oder Der Drehimpuls

Fiir den energetischen Abstand zweier benachbarter Niveaus, d. h. fiir die Energiedifferenz zwischen dem

Niveau | = k£ und dem Niveau I = k + 1 gilt dan

AE = Ep — Ey

1 K2
2

AE = %%(kﬂ
2

AE = %%(/ﬁ—l

n folgender Ausdruck:

(3.299)
Dk +1+1) —k(k+1)) (3.300)
)(k+2—k) (3.301)
)2 (3.302)

In der Abbildung 3.52 ist dieses Verhalten fiir die Energiedifferenzen jeweils zweier benachbarter Niveaus

graphisch veranschaulicht.

AE
[35] w0
8
6
4
2

LBy — By (k=4)
L E,— Es (k=3)
1B —E (k=2)
LB —EB (k=1)
1 E —E (k=0)

Abbildung 3.52: Die ersten fiinf Differenzen zwischen benachbarten Energieniveaus beim starren Ro-
tator. Die Energie ist in Einheiten von i?/20 abgetragen.

Bezug zur Rotationsspektroskopie

Die letzten Ergebnisse sind fiir die Rotationssp

ektroskopie relevant, bei der durch die Wechselwirkung

eines Molekiils mit elektromagnetischer Strahlung (im Bereich der Mikrowellenstrahlung) Uberginge

zwischen den verschiedenen erlaubten Energieni
manenten Dipol wirkt im elektrischen (Wechsel-

veaus induziert werden. Auf ein Molekiil mit einem per-
)Feld E ein Drehmoment, so dafl das rotierende Molekiil

zusétzlich Energie aufnehmen kann, sofern die EINSTEIN-Bedingung (3.307) gegeben ist:

v= = (3.303)
w =27 (3.304)
w= QWATE (3.305)
h?(k+1)
ns (3.306)
w=gVE+DE+D) (3.307)
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Fiir die Winkelgeschwindigkeit wy, im Rotationszustand k& folgt aus Gleichung (3.298) und Ej;,, = %9&1’2

W = g (k+ 1)k (3.308)

und fiir die Winkelgeschwindigkeit wg1 im Rotationszustand k + 1 gilt analog
h
Wkt = g (k+1)(k+2) (3.309)

Vergleiche dazu Abbildung 3.53 fiir das einfache Beispiel des zweiatomigen CO-Molekiils.

Abbildung 3.53: Das CO-Molekiil hat einen permanenten elektrischen Dipol (durch 6+ und §— ange-
zeigt), so dafl auf das rotierende Molekiil in einem elektrischen (Wechsel-)Feld E die Krifte F' und —F
wirken, wodurch die Rotation um den Schwerpunkt bedingt wird.

Die Lage des Schwerpunkts, um den die Rotation stattfindet, ergibt sich dabei aus der folgenden Glei-
chung:
moro = mgcrc (3.310)

Im Falle des Kohlenmonoxids ergibt sich das Trégheitsmoment des Molekiils additiv aus den beiden ein-
zelnen Trégheitsmomenten der mit gleicher Winkelgeschwindigkeit w um den gemeinsamen Schwerpunkt
rotierender Atome:

O = morg + merg (3.311)
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3.4 Das wasserstoffihnliche Atom

Einzig fiir das wasserstoffihnliche Atom, also ein Elektron im Potentialfeld eines Z-fach positiv geladenen
Kerns, ist die SCHRODINGER-Gleichung exakt 16sbar.

Dabei ist es bei der Losung der SCHRODINGER-Gleichung sinnvoll, in einem Koordinatensystem zu ar-
beiten, in dessen Ursprung sich der Kern befindet, der beziiglich dieses Koordinatensystems in Ruhe
ist. Beim Ubergang zu diesem kernfesten Koordinatensystem mufl die Elektronenmasse m. durch die
reduzierte Masse des Elektrons p ersetzt werden.

MmgMe

= ke 3.312
L ( )

Die Amplitudenfunktion v;(7) ld8t sich dann aus der zeitunabhingigen SCHRODINGER-Gleichung ermit-

teln.
B2 (0%py(7) | 0%i(F) | 0%y(7) Ze3
o, 5 T 5 T 2 o
2p Ox Ay 0z dregr/x? + y? + 22
Die Losung, die zweckmiBigerweise in Polarkoordinaten durchgefiihrt wirdX, ergibt ein Amplitudenfunk-

tion in Abhé#ngigkeit von den Polarkoordinaten r, ¥ und ¢ und den drei voneinander abhéngigen Quan-
tenzahlen n, [ und m.

bi(r,9,0) = Ry, (NY™ (0, ¢) (3.315)
n=1,23,...
1=0,1,2,3,...,(n—1)
m=—l,—(=1),=(=2), e, =1,0,1,...,(1=2), (I —1),1

Vi(7) = Bty () (3.313)

Bei der Funktion Y/ (¥, ¢) handelt es sich um die bereits aus Abschnitt 3.3 bekannten Eigenfunktionen
zu den Operatoren £2 und £, (Seite 97).

Die Funktionen R! (r) sind fiir n = 1, n = 2 und n = 3 in den Gleichungen (3.316) bis (3.321) aufgefiihrt.!

Ri(r) = <£>3 % (3.316)

RY(r g\ﬂ/

Ry(r \/
2f\f
Rg(r):g%,/ 5 (6—6g+g2)e—% (3.319)
Rzl)) (r) 9\/_\/_“ 4@ Q

Ri) 9f\/_\/

KPiir die Transformation des LAPLACEoperators V2 von kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten gilt die folgende
Gleichung:

NI@

(3.317)

NI@

(3.318)

Nlm

(3.320)

Nlr:;

(3.321)

0? 02 o2 9% 29 1 o (. 0 1 0?
= (sm 19%> (3.314)

_ _ - = 4+ 2 4 _ - -
Ox2 + oy? + 022  Or2  rOr r2sind 99 r2 sin? ¥ Op2
IDie allgemeine Lésung der Radialwellenfunktion Ril(r) wird hier nicht vorgestellt, weil dafiir Kenntnisse iiber die

sogenannten assoziierten LAGUERRE-Polynome Voraussetzung sind, die durchaus eine gewisse Verwandtschaft zu den bereits
erwdhnten assoziierten LEGENDRE-Polynomen haben.
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Zur Vereinfachung der Radialwellenfunktionen wurden die Substitutionen a und g eingefithrt.™

4reoh?
@=L (3.322)
Heqy
277
0= (3.323)
na

Die Energiecigenwerte E; hidngen beim wasserstoffihnlichen Atom nur von der Quantenzahl n ab (die
Kernladung Z ist ja fiir ein vorgegebenes Atom konstant), weshalb an dieser Stelle ein Wechsel der
Indizierung gerechtfertigt ist, d. h. alle Energieeigenwerte E; mit gleicher Quantenzahl n trotz beliebigen
Quantenzahlen [ und m sind entartet.

Ze2 \° u Ze2\° u
E,=— o) L —— 0) = 3.324
<47r50h) n2 (250h> n? ( )

Die Gesamtfunktion 1;(r, 9, ) = RL (r)V/™ (9, ) ist damit gleichzeitig Eigenfunktion zu den folgenden
Operatoren:

e (2 mit den Eigenwerten ¢2 = [(I + 1)h?

e /, mit den Eigenwerten ¢, = mh

— . 2
e H mit den Eigenwerten E,, = — (Ze}/2c0h)” p/n?

MDer Ausdruck ag = 4#8052/m56% hat in der Quantenmechanik ganz besondere Bedeutung erlangt, da er auf vielfiltige
Weise den Rechenaufwand fiir subatomare Systeme vereinfacht. Der Ausdruck ag stellt eine Konstante dar, die nur aus
Naturkonstanten besteht und die physikalische Einheit einer Lange hat, weshalb ag auch als BoHRscher Radius bezeichnet
wird. Mit ap als Grundlage fiihrt man eine neue Lingeneinheit ein, die sogenannte atomare Einheit (at. E.), fiir die
ap =1 at. E. = 52.92pm gilt.

Da in unserem Fall des wasserstoffihnlichen Atoms nicht die Masse des Elektrons me, sondern die reduzierte Masse u
verwendet wird, nennt man die Substitution korrekterweise a und nicht ag, obwohl die beiden Terme in guter Néherung
iibereinstimmen (ag ~ 1.000544a).
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3.5 Nichtstationire Zustinde und elektromagnetische Strah-
lung

Stationdre Zusténde eines Elektrons, die also eine zeitlich konstante Energie E; besitzen, werden durch
die Zustandsfunktionen ; (7, t) beschrieben.

By

Y1) = ui(F)e” 7 (3.325)

Die Funktion ;(7,t) ist dabei sowohl Losung der zeitunabhingigen SCHRODINGER-Gleichung als auch
der (zeitabhingigen) SCHRODINGER-Gleichung.

Die Linearkombination aus n Zustandsfunktionen t; (7, t) ist zwar nicht mehr Losung der zeitunabhéngigen
SCHRODINGER-Gleichung, sehr wohl aber Losung der SCHRODINGER-Gleichung, d. h. die linearkombinier-
te Funktion W(7,t) beschreibt erlaubte, wenn auch nicht stationéire Zustéinde.

= aiy(it) (3.326)
i=1

:v|f’1

=" aiu(F)e ! (3.327)
i=1

Im folgenden soll die Richtigkeit dieser Behauptung kurz gezeigt werden:

HY (7, t) = BEV(F,t) (3.328)
i=1 i=1

=1
Za By (7, ) Zal Eii(7)1) (3.331)

Ein System mit einer positiven Ladung eg im Koordinatenursprung und einem negativ geladenen Teil-
chen der Ladung —eg an der Stelle 7" hat den elektrischen Dipol i = eg7. Der dazu korrespondierende
Dipoloperator lautet dann:

i = el = eoT (3.332)

Fiir einen stationiéiren Zustand ;(7, t) ist der Erwartungswert des Dipols zeitlich konstant:

) = [ v narnav (3.333)
R®

(i) = / up (Mt tegiu,(Fe 7 AV (3.334)
R®

(ji) = TRl T g / u; (7)iu; (7) AV (3.335)

R®
(i) = eo / wl (F)ru (F) AV # f(t) (3.336)
R®

Im Gegensatz dazu ist der entsprechende Erwartungswert fiir die linearkombinierte, nichtstationére Funk-
tion U(7,t) aus Gleichung (3.327) zeitlich nicht zwingend konstant, denn fiir den Erwartungswert des
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elektrischen Dipols (f) fiir ein Elektron im Zustand ¥ (7, t) gilt:

W= [ vy (3.337)
R?
) =03 Y afajetitT / (7Y (7) AV (3.338)
i=1j=1 s
R

Dieser Erwartungswert ist, im Gegensatz zu dem des stationéren Zustands, zeitabhéngig, es sei denn das
Integral ist gleich null!

Als Spezialfall betrachten wir ein System im stationéiren Zustand ;(7,t) mit der Energie E;. Dieser
Zustand hat einen zeitlich konstanten Erwartungswert fiir den Dipol. Das gleiche gilt fiir einen energetisch
tieferen, stationédren Zustand v;(7,t) mit der Energie E;. Es folgt also auch nach MAXWELL, daf} keiner
der beiden Zustédnde von sich aus elektromagnetische Strahlung abgibt.

Durch Linearkombination der Zusténde (7, t) und ;(7,t) zu einer neuen Zustandsfunktion W(7,t)
mischt man die beiden stationdren Zustinde zu einem zwar nichtstationédren aber dennoch erlaubten
Zustand, da diese Linearkombination, wie oben erwihnt, Losung der SCHRODINGER-Gleichung ist.

E.

U(7,t) = agui (Fe™ Tt + aju;(Fe i 7t (3.339)

Dann ergibt sich fiir den Erwartungswert des Dipols geméf Gleichung (3.337) die folgende Gleichung,
wobei angenommen wird, die beiden Koeffizienten a; und a; seien reell. Der allgemeine Gebrauch kom-
plexer Koeffizienten dndert zwar nichts am Ergebnis, macht aber die Rechnung deutlich aufwendiger und
miihsamer.

E;—E; B;—E;
(i) = epa;a;e™ 7 Jt/u;k(F)Fuj(F) dV +epajae™ T Jt/u;(F')Fui(F) dVv
R? R’
+ eoaiai/uf(F)Fui(F) dVv + eoajaj/u;(F)Fuj(F) dv (3.340)
R?® R?
=C

Die letzten beiden Terme werden zu einem zeitunabhéingigen Ausdruck C' zusammengefafit.

Da 7 ein hermitescher Operator ist (siehe auch Abschnitt 6.2.1 auf Seite 137), liefern zum einen die
Integrale immer reelle Eigenwerte und zum anderen gilt die folgende Vertauschungsrelation:

/uf(F)Fuj(F) dV = /uj(F’)Fuz(F) dVv (3.341)
R? R?

Die beiden komplexen Exponentialterme der Gleichung (3.340) vereinfachen sich nach Gleichung (1.76)
zusammen zu einem rein reellen Cosinusterm.

E; — B,
(i) = 2aiaj/u;k(f’)f'uj(f’) dV eq cos <Tjt) +C (3.342)
R’
=c
E; - B
(i) = C’eq cos <Tjt) +C (3.343)

Interessanterweise zeigt sich in der Gleichung (3.343), da8i der Cosinus den Frequenzterm (E; — E;)/h =
w beinhaltet. Der Erwartungswert des elektrischen Dipols wird sich also mit der Charakteristik einer
harmonischen Schwingung &ndern, deren Kreisfrequenz durch w gegeben ist. Ein mit der Kreisfrequenz w

116



3.5 Nichtstationire Zustinde und elektromagnetische Strahlung

harmonisch schwingender elektrischer Dipol strahlt aber, gem#fl den Gesetzen der Elektrodynamik, eine
elektromagnetische Welle mit eben dieser Kreisfrequenz w aus. Die damit verbundene Energieabgabe kann
nur dadurch kompensiert werden, dafl das nichtstationére System in den energetisch tieferen, stationéren
und damit wieder strahlungslosen Zustand v, (7, t) iibergeht. Daraus folgt wiederum, daf} die Koeffizienten
a; und a; Funktionen der Zeit sein miissen.

Voraussetzung fiir ein derartig zeitlich ,schwingenden® Dipol in einem nichtstationdren Zustand (7, t)
ist aber, dafl der zeitunabhéngige Faktor C’ in Gleichung (3.343) ungleich null sein muf.

¢’ = 200, / i ()P (F) AV (3.344)
R?

Ist dieser Faktor symmetriebedingt gleich null, dann ist auch der elektrische Dipol des nichtstationdren
Systems zeitunabhéngig, und auch das nichtstationéire System emittiert keine elektromagnetische Strah-
lung.

Mit diesen einfachsten Betrachtungsweisen zeitlich abhingiger und zeitlich unabhingiger Erwartungs-
werte flir den elektrischen Dipol eines nichtstationdren und eines stationdren Systems ist damit wieder
eine Briicke geschlagen zwischen der MAXWELLschen Elektrodynamik und dem quantenmechanischen
Verhalten eines Elektrons im Atom; eine Briicke, die BOHR glaubte sprengen zu miissen!
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Kapitel 4

Das Pauli-Prinzip oder Der Spin

4.1 Zwei ununterscheidbare Teilchen im potentialfreien Raum

Zwei identische und damit ununterscheidbare Teilchen der Masse m mogen sich ohne gegenseitige Wech-
selwirkung im potentialfreien Raum bewegen, d. h. es gelte V (71, 73) = const = 0.

Fiir die zeitunabhiingige SCHRODINGER-Gleichung mit der Amplitudenfunktion ;(7,7) gilt deshalb
folgende Gleichung;:
P -
—%Vﬂ/}i(ﬁﬁz) - %Vz%‘(ﬁﬂ"z) = Eii(7,72) (4.1)
Mit dem Separationsansatz ¢; (71, 72) = ¢, (1)1 (72) fihrt dies — analog zu Abschnitt 3.1.3 — zu den
beiden folgenden identischen SCHRODINGER-Gleichungen, mit F; = E, + E,.

h2

—%Vf%(ﬂ) = Epwp(Fl) (4‘2)
hz
S TR4(2) = Byt (72) (43)

Jede dieser beiden voneinander unabhéngigen, identischen SCHRODINGER-Gleichungen ergibt identische
Losungen fiir die Eigenfunktionen 1, (7 ) und t,(72) mit den Energien E, und Ej.

Ein Teilchen befinde sich nun im Zustand ), (7 ) mit der Energie E,, das andere davon ununterscheidbare
Teilchen im Zustand 1),(72) mit der Energie E,.

Der Separationsansatz ;(71,72) = ¥p(71)14(72) mit E; = E, + E, impliziert aber, dafi das Teilchen
1 durch die Amplitudenfunktion ,(71) und das Teilchen 2 durch die Amplitudenfunktion ,(7) be-
schrieben wird. Da aber beide Teilchen ununterscheidbar sind, kann diese Zuordnung zwischen Teilchen
und Amplitudenfunktion prinzipiell nicht nachgepriift werden. Der Ansatz 1} (71, 72) = ¥p(72)q(71) ist
damit genauso richtig wie der erste und ergibt damit dieselben Energien, d.h. ¢;(71, 72) und 9} (7, 72)
sind entartet.

Die Linearkombination (4.4) der beiden gleichwertigen (und damit entarteten) Ansitze stellt damit nach
Abschnitt 6.2.3 auch eine Losung der SCHRODINGER-Gleichung dar, wie sich durch Einsetzen von (4.4)
in (4.1) leicht zeigen liefle.

&i(T, 72) = ¥i(T1, T2) i (71, T2) (4.4)

Die Funktion &; (7, 72) beschreibt jetzt die beiden Teilchen so, daf eines im Zustand 1 und das andere
im Zustand 2 ist. Die Funktion ist ebenfalls Eigenfunktion zum HAMILTON-Operator H mit demselben
Eigenwert E; = E, + E, wie 1;(71,72) bzw. ¥}(71,72) (vergleiche Abschnitt 6.2.3), macht aber keine
Aussage iiber die experimentell nicht nachpriifbare Frage, welches Teilchen in welchem Zustand ist.
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4.2 Ein weiteres Postulat der Quantenmechanik

An dieser Stelle mufl nun zu den bisherigen Postulaten der Quantenmechanik ein weiteres hinzugefiigt
werden, das eine Aussage iiber ununterscheidbare Teilchen macht.

Postulat 6 (Verhalten der Zustandsfunktion beim Austausch zweier identischer Teilchen)
Die Zustandsfunktion eines Systems mit mehreren identischen also ununterscheidbaren Teilchen verhilt
sich beziiglich des (formalen) Austauschs zweier beliebiger dieser Teilchen i und j (charakterisiert durch
den Austauschoperator P;;) entweder symmetrisch oder antisymmetrisch, d. h. die Zustandsfunktion ist
FEigenfunktion zum Operator P;..; mit dem Figenwert +1 (symmetrisches Verhalten) oder —1 (antisym-
metrisches Verhalten).

Es gilt die folgende Eigenwertgleichung:
Poi(1,2,...,4,4,...) =v(1,2,...,4,4,...) = £19¢(1,2,...,4,4,...) (4.5)

Teilchen, deren Zustandsfunktion symmetrisches Verhalten aufweisen, nennt man BOSE-Teilchen oder
Bosonen. Dagegen werden Teilchen, deren Zustandsfunktion ein antisymmetrisches Verhalten haben,
FERMI-Teilchen oder Fermionen genannt. Elektronen und Protonen gehoren zur Familie der Fermionen,
wéhrend z. B. Photonen BOSE-Teilchen sind.

Satz 4.1 (Pauli-Prinzip) Die Zustandsfunktion fiir ein System zweier oder mehrerer Elektronen hat
den Eigenwert —1 zum Austauschoperator P ;.

4.3 Zwei identische Fermi-Teilchen im potentialfreien Raum

Angenommen, die beiden identischen Teilchen aus Abschnitt 4.1 seien FERMI-Teilchen, wobei eines im
Zustand 1 und eines im Zustand v vorliegen soll.

Fiir die Linearkombination der Gesamtzustandsfunktion ergibt sich dadurch der folgende Ausdruck:

Y(71,72) = P (71)2(7) — P1(r2)2 (1) (4.6)

Im Sinne des Postulats 6 ist diese Funktion antisymmetrisch beziiglich des Austauschoperators P, SO
daf} folgende Umformungen giiltig sind:

Prootp(71,72) = Proo (91 (P2 () — 1 (7) (7)) (4.7)
Proa(f1, ) = (v1(P2)h2 (1) — 1 (7)) 2 (7)) (4.8)
Proop(ry, m2) = — (1(71)h2(72) — ¥ (72)Y2()) (4.9)
Prootp(F1, ) = —4(71, T2) (4.10)

Die Linearkombination der Funktion (7, 7) aus Gleichung (4.6) kann auch als Determinante, als soge-
nannte SLATER-Determinante, formuliert werden.

~ Y1) Ya(m)
T1,T2) = _, _, 4.11
LU ¥1(72) ¥2(7) (4-11)
Das Postulat 6 fordert — zumindest bislang ohne weitere Annahmen —, dafl zwei ununterscheidbare

FERMI-Teilchen nicht durch die gleiche Funktion 1 (7) = ¥2(7) = 1(¥) beschrieben werden konnen, da
in diesem Fall die SLATER-Determinante zwei identische Spalten enthielte und damit (7, 7) = 0 gelten
wiirde:

=0 (4.12)
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4.4 Die Slater-Determinante

Allgemein kann ein System aus n identischen FERMI-Teilchen, von denen eines im Zustand v (7), eines
im Zustand ¥9(7), ... und eines im Zustand v, (7) ist, und dessen Amplitudenfunktion (7, 7%a,...,7)
durch ein Produkt aus den Einteilchenfunktionen 1 (7), 12 (7), . . . , ¥, (¥) beschrieben werden kann, durch
folgende antisymmetrische Funktion, eine SLATER-Determinante, charakterisiert werden:

Y1 (F1) ¥2(71) Ys(71) - Pnl 1;
2
D P 7o) = — | 1(Fs) Wa(Ps) Wha(Fs) ... v

<=
=

—
oL
N
<
N

-
el
=
<
w

—~
oL
N
<
3

=~

[T

<

3) (4.13)

V1(7n) Y2(7n) ¥3(7n) ... Yn(Tn)
Die Determinante éndert ihren Wert nicht, wenn Spalten mit Zeilen vertauscht werden:

Y1(T1) P1(r2) ¥1(73) - P1(7h)
Y2(7) Y2(T2) ¥2(73) ... o(F
¥3(71) s(72) ¥s(Ts) ... ¥3(Mn) (4.14)

1/}(7?177?27”~7Fn) =

al-

(7)Y (72) Bu(F5) . Y(Fa)

Beim Ausmultiplizieren dieser Determinante wird offensichtlich, daf sie simtliche mégliche Permutationen
beinhaltet, wie die n Elektronen auf die n verschiedenen Zusténde 1, (7,) verteilt werden kénnen.

Die Vertauschung zweier beliebiger Teilchen, d.h. Vertauschung zweier beliebiger Zeilen, dndert zwar
nicht den Betrag der Determinante, aber deren Vorzeichen. Eine SLATER-Determinante dieser Art ist
also grundsitzlich antisymmetrisch beziiglich des Tausches zweier beliebiger Teilchen.

Zur graphischen Reprisentation der voluminésen SLATER-Determinante (4.13) wird oft die folgende Kurz-
form verwendet, bei der lediglich die (in Gleichung (4.13) fett hervorgehobene) Diagonale zwischen zwei
vertikalen Strichen angegeben wird.

Y71, T2, oo 7o) = [ (7)Y (72) Y3 (73) - . (7)) (4.15)

4.5 Der Spin

Ein System mit mehr als zwei gleichen FERMI-Teilchen mit den jeweils gleichen rein ortsabhéingigen
Amplitudenfunktionen ;(7) ist in der Tat nicht existent. Dagegen kann ein System mit zwei gleichen
FERMI-Teilchen mit jeweils gleicher Amplitudenfunktion ; () sehr wohl existent sein, da FERMI-Teilchen
nebst ihrer ortsabhingigen Amplitudenfunktion noch durch ihren Eigendrehimpuls, ihren Spin, der nichts
mit dem Bahndrehimpuls zu tun hat, charakterisiert werden.

Ein Elektron beispielsweise — und Elektronen interessieren in der Chemie bevorzugt — hat zwei und nur
zwei mogliche Spinzusténde. Diese beiden erlaubten Spinzusténde sind durch die beiden einzig moglichen
Spinzustandsfunktionen o und 3 charakterisiert, die Eigenfunktionen zu den Spin-Operatoren s2 und 5,
sind.

— 1/1 3

2. _ = - 2 _ 2 2

s2a 2<2+1)ha 4ha (4.16)

— 1/1 3

20—~ (Z11)528= 242 4.1

520 2<2+)hﬁ 4716 (4.17)
1

Sa = +§hoz (4.18)
1

8= 18 (4.19)
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4.5 Der Spin

Der Operator s2 ist dabei der Operator zum Betragsquadrat des Spinvektors und 57 ist der Operator zur
z-Komponente des Spinvektors.

Fiir die Kommutatoren zwischen den Operatoren s2, S5, 5, und 5, gelten die gleichen Vertauschungs-
relationen wie fiir die entsprechenden Operatoren des Bahndrehimpulses. Daraus ergibt sich, daf§ der
Spinvektor § nicht scharf gemessen werden kann, wohl aber §- § bzw. |3] und gleichzeitig eine der drei
Raumrichtungen (iiblicherweise s, ).

Die obigen Eigenwertgleichungen zeigen, dafl

e beide erlaubten Spinzustédnde eines Elektrons das gleiche Betragsquadrat 3h> /4 des Spinvektors §
aufweisen und

e die z-Komponente dieses Spinvektors entweder +h/2 oder —h/2 betrigt.

In vollstéandiger formaler Analogie zu den Eigenwertgleichungen des Bahndrehimpulses und den dort
auftretenden Quantenzahlen [ und m; spricht man auch von den Spinquantenzahlen s und mg, wobei fiir
das Elektron folgende Spinquantenzahlen gelten:

1
s=35 (als einziger erlaubter Wert) (4.20)
1 1
P 121
m 5t (4.21)

Mit diesen Spinquantenzahlen kénnen die obigen Eigenfunktionen zu 52 und 55 vollig analog zu den
entsprechenden Eigenfunktionen zu ¢2 und ¢, formuliert werden.

s2a = s(s + )h?a = %hza (4.22)
8 = s(s + 1)h28 = thﬂ (4.23)
S;o = +%ho¢ (4.24)
50 = —%hﬁ (4.25)

Die Eigenfunktionen o und g sind orthonormiert, d. h es gelten die folgenden vier Bedingungen:®
/a*oz do= [p*Bdo =1 (4.26)
/a*ﬁ do= [B*ade=0 (4.27)

Ein Elektron mit der Spinfunktion « wird als a-Elektron oder ,spin-up“-Elektron bezeichnet und gra-
phisch als nach oben weisender Pfeil gekennzeichnet. Dem entgegengesetzt wird ein Elektron, das durch
die Spinfunktion [ beschrieben wird als g-Elektron oder ,,spin-down“-Elektron bezeichnet und graphisch
als nach unten zeigender Pfeil gekennzeichnet.

Der Elektronenspin wird oft mittels einer Rotation des Elektrons um seine eigene Achse charakterisiert,
wie es in der Abbildung 4.1 verdeutlicht wird.

Diese Vorstellungsweise ist methodisch gerechtfertigt, entspricht aber nicht den wirklichen Gegebenheiten.
Der Spin ist ein rein quantenmechanisches Phidnomen, das kein klassisches Analogon hat. Klassische
Drehimpulse ergeben geméfi den Postulaten der Quantenmechanik immer ganzzahlige Quantenzahlen,
wie dies beim Bahndrehimpuls mit klassischem Analogon der Fall ist.

2Die Kurzformen « und (3 haben sich anstatt der korrekteren und allgemeineren Funktionsbezeichnung x, (mit o =
ms = £1/2) eingebiirgert, da fiir das Elektron nur die Funktionen X—1/2 und X1 /o existieren.

121



Kapitel 4 Das Pauli-Prinzip oder Der Spin

a-Elektron (B-Elektron

Abbildung 4.1: Die , klassische* Darstellungsweise des Elektronenspins fiir ein «-Elektron (links) und
ein [-Elektron (rechts).

Der Zustand eines Elektrons wird durch die Amplitudenfunktion ¢ (7) bzw. die Zustandsfunktion ¥ (7, )
nicht vollstdndig beschrieben, da diese Funktionen mit Hilfe der Operatoren 52 bzw. 5, keine Informatio-
nen iiber den Spin liefern. Die Zustandsfunktion soll aber den Zustand eines Systems so vollstéindig wie
notwendig beschreiben.

Die Zustandsfunktion eines Elektrons mufl Informationen iiber den Betrag des Spins und seine z-
Komponente liefern, so dafl die Zustandsfunktion fiir ein Elektron im Spinzustand a folgendermaflen
lautet:

V(7 t,0) = p(Fe T ta (4.28)

Fiir ein Elektron im Spinzustand [ ergibt sich fiir die Zustandsfunktion dementsprechend die folgende
Gleichung;:
U7 t,0) = p(Fe 73 (4.29)

Allgemein ergibt sich also fiir ein Elektron im Atom in einem beliebigen Quantenzustand der folgende
Ausdruck:

\I’n,l,ml,ms (F7t70) = 1l)n,l,ml (F)eii%tXa (430)

Die Variable ¢ als Variable der Zustandsfunktion Uy, ; p, m, (7, t,0) wird neben den Variablen 7 und ¢
auch als Spinkoordinate bezeichnet, obwohl diese Variable nur zwei diskrete Werte annehmen kann.

Die Funktion W, ; m,.m, (7, t,0) setzt sich also multiplikativ aus der Amplitudenfunktion v, ; m, (7), die
Eigenfunktion zu H, ¢2 und 7, ist, der Spinfunktion y,, die Eigenfunktion zu s2 und 55 ist und dem
Exponentialterm, der Eigenfunktion zu E ist, zusammen. Auf die Angabe des zeitabhiingigen Exponen-
tialterms wird aus bereits bekannten Griinden iiblicherweise verzichtet.

In den bereits in Abschnitt 4.4 erwdhnten SLATER-Determinanten mufl anstelle der fragmentarischen
Amplitudenfunktion ;(7;) das Produkt aus der Amplitudenfunktion ;(7;) und einer der Spinfunktionen
a oder 3 (oder korrekterweise y,) eingesetzt werden. Damit kénnen SLATER-Determinaten konstruiert
werden, bei denen zwei Teilchen sich im gleichen Zustand ;(7;) befinden diirfen, sofern sie sich im
Spinzustand o unterscheiden.

Die SLATER-Determinanten fiir ein 2-Teilchen-System verdeutlichen dies.

Beide Teilchen im gleichen Zustand 4 (7) mit G (ﬁl) a(l)y (ﬁl) B(1) ‘ 0 4.31
unterschiedlichem Spin. V() a(2) ¥ (2) B(2) 7 ( )
Beide Teilchen im gleichen Zustand 4 (7;) mit '¢ (ﬁl) a(l) (ﬁl) (1) ' _ .
gleichem Spin, P(R)a@vmae)| =" G
Beide Teilchen in verschiedenen Zustdnden Y1 (M) a (1) ¢ (1) B(1) ‘ £0 (4.33)
¥; (7;) mit unterschiedlichem Spin. Y1 (72) a (2) ¢2 (2) B(2)
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4.5 Der Spin

Beide Teilchen in verschiedenen Zustidnden Y1 (71) o (1) o (7
(0

(1)
; (7;) mit gleichem Spin. U1 (7) o (2) #0 (4.34)

Da die Amplitudenfunktion ,, ; ., (7) als Eigenfunktion zu H, 22 und 7., von den Quantenzahlen n, [ und
my abhingt, und die Spinfunktion x,,, (¢) als Eigenfunktion zu s2 (mit immer gleichem Eigenwert 3% /4)
und 5, nur von der Quantenzahl mgs = £1/2 abhéngt, kann das PAULI-Prinzip auch folgendermafien
formuliert werden:

Satz 4.2 (Pauli-Prinzip (anschaulicher)) FEin Mehrelektronensystem ist nur dann ezistent, wenn
sich die einzelnen FElektronen in mindestens einer der vier Quantenzahlen n, I, m; oder mg unterschei-
den.

Eine andere, dazu gleichwertige, hiufig benutzte Formulierung des PAULI-Prinzips lautet:

Zwei Elektronen konnen dann und nur dann die gleiche Amplitudenfunktion aufweisen, d. h.
in den Quantenzahlen n, | und my; tbereinstimmen, wenn sie in der Quantenzahl mg, d. h. im
Spin, genauer gesagt in dessen z-Komponente, differieren.

Die Spinfunktionen und Spinoperatoren werden iiblicherweise durch folgende Matrizen repriisentiert:”

()
6= (‘1)) (4:36)
=20
w1(1)
w20
P 5w A5y 4 5 = oh? (1 0) (4.40)

Die Kommutatoren dieser Operatoren sind identisch mit den Kommutatoren der Drehimpulsoperatoren,
zu denen es ja klassische Analoga gibt.

Die Funktionen « und § sind Eigenfunktionen zu s, und s2, nicht aber zu 5, oder 5y

<(1) = %fﬂ (é) = %h% (4.41)
) =Zh?p (4.42)

D oE (o)t s

= 3(8) (1) -3() 1

bEine den Eigenfunktionen zu 22 und ¢, analoge, analytische, leicht verstdndliche Darstellung gibt es beim Spin nicht,
da der Spin kein klassisches, leicht verstindliches Analogon besitzt.

Waire das Elektron tatséchlich wie eine Kugel im klassischen Sinne behandelbar, dann kénnte der Gesamtdrehimpuls
klassisch durch Aufsummieren aller Drehimpulse der einzelnen (differentiell kleinen) Massen, in die die Kugel aufgeteilt
wird, berechnet werden. Die korrespondierende quantenmechanische Berechnung dieser differentiell kleinen starren Rotoren
lieferte, im Widerspruch zum Experiment, nur ganzzahlige Quantenzahlen entsprechend Abschnitt 3.3.

h
2
h
2
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Kapitel 4 Das Pauli-Prinzip oder Der Spin

_ hfo-i\(1\ R [0\ &
e 5(1 o><o>_§<i)_§lﬂ
. Rh(0=i\ [0\ B (i h
=31 () -4(3)
__hf1 0\ [(1\_h(1\_h
4= 5 \o0-1)\o) " 2\0) " 2¢
. h(1 0\(0\_h( 0 h
=5 (0—1) (1) ~32 (—1) =3’

(4.45)
(4.46)
(4.47)

(4.48)

Die Ergebnisse der Gleichungen (4.43) bis (4.46) legen sofort nahe, dafi die Funktionen a und f zu

Eigenfunktionen der Operatoren 5; und s, linearkombiniert werden kénnen.

@+ 8) = 2B +a)= ha+p)
Sa-B)=2B-0a)=2a-p

S(a+i8) = 28 ~ii0) = 2(a+if)

St NS

(0 —i8) = 218 +1i0) = —2(a ~i9)

(4.49)
(4.50)
(4.51)

(4.52)

Zum Abschlufl des Abschnittes soll noch kurz die Orthonormalitdt der Spinfunktionen o und ( gezeigt

werden:

/ﬂ*ﬂdaz (01)

(4.53)
(4.54)
(4.55)

(4.56)
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4.6 Das Fermi-Loch

Es ist — auch vom klassisch geprigten ,gesunden“ Menschenverstand her — sofort einsichtig, dafl die
Bewegungen zweier Elektronen aufgrund der CoOULOMB-Wechselwirkung derart korreliert sind, dafl sich
die beiden Elektronen ,aus dem Weg gehen®, d. h. die Wahrscheinlichkeit ist klein, wenn auch nicht null,
daf} sich das zweite Elektron direkt neben dem ersten Elektron aufhilt. Fiir das zweite Elektron besteht
also in der unmittelbaren Umgebung des ersten ein ,,Loch“ seiner Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Fiir das
erste Elektron gilt dieser Sachverhalt natiirlich ebenso. Dieses ,, Loch“ wird bildlich als CourLomMB-Loch
bezeichnet.

Uberhaupt nicht einsichtig ist eine andere Art von , Aufenthaltsloch“ bei FERMI-Teilchen, das kein klas-
sisches Analogon aufweist und seine Ursache im PAULI-Prinzip bzw. Spin hat.

Wir betrachten die beiden SLATER-Determinanten aus den Gleichungen (4.33) und (4.34), setzen jeweils
die Ortskoordinaten der beiden Elektronen 71 und 7% gleich und bestimmen den Wert der Determinanten.

Beide Teilchen in verschiedenen Zustéinden ;(7;) mit unterschiedlichem Spin.
W(i, 7o) = | Prm)edl) ¥a(m)B() wl( Ma(l) ¢ (F)ﬂ(l)‘
U1(r2)a(2) ¥2(72)5(2) 1 (M)a(2) $2()5(2)
= Y1(F)2(F)e(1)B(2) — 11 (P2 (P)a(2)B(1) # 0 (4.57)

Beide Teilchen in verschiedenen Zustéinden ;(7;) mit gleichem Spin.

L [e)a() ga(i)adl)
YILT2) = | (7)0(2) a()a(2)

= 1 (Ma(Ma(l)a(2) — 1 (F(Ma(l)a(2) = 0 (4.58)
Die SLATER-Determinante ¢ (7, 7 ) mit unterschiedlichem Spin ist uneingeschriinkt ungleich null. Fiir die
SLATER-Determinante ¢ (77, 72 ) mit gleichem Spin gilt dies nur, wenn 7 # 7% ist. Fiir den Fall 7} = 7 = 7
wird diese SLATER-Determinante null.

7’1 ’r‘g’r‘

Daraus folgt, dafl bei zwei FERMI-Teilchen, zwischen denen keine klassische Kraft wirkt, d. h. bei unter-
schiedlichem Spin, eo ipso nichts dagegen spricht, dafl beide Teilchen die gleiche Ortskoordinate aufweisen.
Bei zwei FERMI-Teilchen mit gleichem Spin verschwindet die SLATER-Determinante ¢ (77, 7) der beiden
Teilchen, wenn sie die gleiche Ortskoordinate aufweisen.

|’(/}(Fl:const ) FQ) |

Tl1=const

Abbildung 4.2: Qualitativer Funktionsverlauf von (7 —const, 72) beim quantenmechanischen Phénomen
des FERMI-Lochs.

Fiir einen konstanten Wert 71 hat damit die Funktion ¥ (71 =const, 72) mit variablen 7% fiir den Fall 7, = 7%
den Wert null. Da die Funktion (71 —const, 72) noch stetig sein muf, mufl die Funktion fiir 7 auch in
der Umgebung von 71 —const noch kleine Werte aufweisen, d. h. der Betragswert® der Funktion zeigt das
in Abbildung 4.2 dargestellte qualitative Verhalten.

“Dies 148t offen, ob an der Stelle 72 = 7] ein Vorzeichenwechsel der Funktion stattfindet oder nicht.
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Kapitel 4 Das Pauli-Prinzip oder Der Spin

Die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein Teilchen in der Nachbarschaft des anderen zu finden ist, ist also deutlich
reduziert (auch wenn keine klassischen Kréfte zwischen den Teilchen wirken!), wenn — aber nur wenn —
die Teilchen den gleichen Spin besitzen. Dieses klassisch nicht verstédndliche , spinbedingte Loch* in der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit des einen Teilchens in der Néhe des anderen Teilchens mit gleichem Spin
wird als FERMI-Loch bezeichnet. Aufgrund dieses FERMI-Lochs haben FERMI-Teilchen mit gleichem Spin
einen grofleren mittleren Abstand als FERMI-Teilchen mit unterschiedlichem Spin.

Im Falle von — negativ geladenen — Elektronen wird also zusétzlich zum CouLOMB-Loch bei gleichem
Spin das FERMI-Loch wirksam, so dafl der mittlere Abstand im Fall gleichen Spins grofer ist als bei
ungleichem Spin. Dies hat zur Folge, daf} bei gleichen Amplitudenfunktionen zwei Elektronen mit gleichem
Spin eine geringere COULOMB-Abstoflung aufweisen als zwei Elektronen mit ungleichem Spin.

Unter sonst gleichen Bedingungen ist somit ein System mit zwei Elektronen gleichen Spins energiedrmer
als eines mit zwei Elektronen unterschiedlichen Spins (vergleiche auch HUuNDsche Regel!).
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Drehimpuls und magnetischer Dipol

5.1 Klassische Behandlung

Nach den klassischen Gesetzen der Elektrodynamik induziert ein Strom der Stérke I, der in der gezeigten
Richtung eine Fliche A umfliefit, einen magnetischen Dipol || = T A, wobei der Vektor [ in der gezeigten
Weise rechtshiindig senkrecht auf der Fliche A steht. (Abbildung 5.1: links im Bild)

=
=

i

Sy

Abbildung 5.1: Ein beliebiger Kreistrom I induziert einen magnetischen Dipol ji, der senkrecht auf der
umfahrenen Fliche A steht (links im Bild). Ein Elektron, das sich mit der Geschwindigkeit v auf einer
Kreisbahn bewegt, erzeugt senkrecht zur umfahrenen Fléche einen Drehimpuls 7 und einen entgegenge-
setzt gerichteten magnetischen Dipol /.

Fiir ein Elektron mit der Ladung ey, das sich auf einer Kreisbahn mit dem Radius r und der Geschwin-
digkeit v in der gezeigten Richtung bewegt (Abbildung 5.1: rechts im Bild), gelten klassisch folgende

Zusammenhénge:
- q eov 2 €0 €0
=JA=-A=—7r° = —mevr =
1] t 2rr 2m, ¢ 2me

14| (5.1)
Aus der Definition der Stromrichtung im Vergleich zur Bewegungsrichtung des Elektrons resultiert fiir
den magnetischen Dipol die folgende Gleichung:

- €0 »

i=— 4 (5.2)

2Me
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5.2 Quantenmechanische Behandlung

Ein Elektron, daf sich auf einer Kreisbahn gem#fi Abbildung 5.1 (als Spezialfall eines starren Rotators)
bewegt, kann nach Abschnitt 3.3 nur die Bahnimpulsbetrige \E_] = /l(l 4+ 1)h mit den z-Komponenten
1, = mih besitzen. Das Einsetzen dieser ausschliefilich erlaubten Werte in die Gleichung (5.2) des klassi-
schen magnetischen Dipols ergibt folgende Werte fiir den Betrag des Dipols eines Elektrons und dessen
z-Komponenten:

- €0 7 €0
S, P TS ,
il = ol = 2T T 53
- €0 __© L] 2=0,1,2,...,00
e = g e T T mlt{mlz—l,—l+17...,07...+l—17+l (54)

Aufgrund der bisherigen volligen formalen Analogie zwischen Bahndreh- und Eigendrehimpuls des Elek-
trons kénnte man nun schluifolgern, da§ der Spin eines Elektrons mit den Quantenzahlen s und mg einen
analogen magnetischen Dipol erzeuge:

N €o €o €o 3
= — = — N/ 1 = — .
7] 2me 51 2meh s(s+1) 2me n 4 (5:5)
__ %, __ %
Hy = S, S B, himg (5.6)

Dieser Analogieschluf} ist allerdings voreilig, denn es zeigt sich experimentell — wie auch theoretisch mit
der Quantenelektrodynamik nachvollziehbar® —, dal der vom Spin bewirkte magnetische Dipol ziemlich
genau doppelt so grof ist wie oben erwartet.

3
] = 2.0023u3\/; (5.7)

y = —2.0023pupm, (5.8)

2Die Herleitung dieser Gleichungen wird nicht nachvollzogen, um den Rahmen des Skriptes nicht vollig zu sprengen.
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5.3 Das Elektron im Magnetfeld

Auf einen magnetischen Dipol ji wirkt (definitionsgeméif}) in einem homogenen Magnetfeld H ein Dreh-
moment in der links in Abbildung 5.2 angezeigten Weise.

L

A

S

Abbildung 5.2: Links im Bild: Auf einen magnetischen Dipol der Gréfle [ wirkt in Abhéngigkeit zum
vom Magnetfeld eingeschlossenen Winkel v im homogenen Magnetfeld H ein Drehmoment. Rechts im
Bild: Die Abhanglgkelt zwischen dem Winkel v und der potentiellen Energie E' des Dipols im Magnetfeld,
fir die £ = ,uH uH cos~y gilt. Bei paralleler Ausrichtung von /i und H ergibt sich die grofite potentielle
Energie, da sich gleichnamige Pole abstofien. Stehen [ und H senkrecht aufeinander, so ist die potentielle
Energie definitionsgeméf gleich null.

Aus der rechten Grafik in Abbildung 5.2 wird ersichtlich, daf3 die Energie des magnetischen Dipols vom
Cosinus des Winkels v abhéngt, den der Dipolvektor mit den Feldlinien des Magnetfeldes bildet. Da dem
makroskopischen magnetischen Dipol jede beliebige Orientierung im Magnetfeld erlaubt ist, kann der
magnetische Dipol jeden beliebigen Wert der Energie als Funktion des Orientierungswinkels v annehmen.

Fiir den mit dem Spinvektor gekoppelten Vektor des magnetischen Dipols eines Elektrons gilt dies nicht.

Fiir den Winkel zwischen dem Spinvektor 5§ und den Feldlinien eines homogenen Magnetfeldes H sind
nur die beiden Werte ;3 = 54.7° und 2 = 125.3° erlaubt. Da der Spinvektor 5 und der Magnetfeldvektor
il (entgegengesetzt) gekoppelt sind, sind fiir den Magnetfeldvektor ji ebenfalls nur diese beiden Winkel
v1 = 125.3° und 5 = 54.7° erlaubt (siehe Abbildung 5.3).

N
5
m
> 2
I
M o§
S

Abbildung 5.3: Der Spinvektor § und der magnetische Dipolvektor ji kénnen im homogenen Magnetfeld
jeweils nur die zwei bestimmten Werte v; = 54.7° und yo = 125.3° annehmen.

Aus diesen diskreten Winkeln ergibt sich eine Quantelung der Energie des Dipols im Magnetfeld zu den
beiden diskreten Energien Fy und Fs (siehe Abbildung 5.2).
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Die beiden Spinzustéinde o und g eines Elektrons, die bei Abwesenheit eines dufleren Magnetfeldes ener-
giegleich sind, unterscheiden sich im Magnetfeld energetisch, wobei die Differenz zwischen den Energien
Ey und E, proportional der dufleren Magnetfeldstéirke ist, wie in der Abbildung 5.4 gezeigt wird.

E
Es

AFE = hv

H

Abbildung 5.4: Die Abhéngigkeit der energetischen Aufspaltung AE zweier Elektronen unterschiedli-
cher Spins von der Stérke des angelegten dufleren Magnetfeldes H.

Durch Absorption eines Photons geeigneter Frequenz v = AE/h kann ein Ubergang vom energetisch tiefe-
ren Spinzustand zum energetisch hoheren Spinzustand induziert werden. Dieser Vorgang ist die Grund-
lage der Elektronenspinresonanz-Spektroskopie (ESR-Spektroskopie). Analoges gilt fiir den Kernspin;
die strahlungsinduzierten Uberginge zwischen den verschiedenen Energieniveaus des Kernpsins sind die
Grundlage der Kernspinresonanz-Spektroskopie (NMR-Spektroskopie).
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5.4 Der Gesamtdrehimpuls eines Atoms

An einem Atom mit mehreren Elektronen mifit man im Normalfall (bei Abwesenheit starker duBerer
Stoérungen, z.B. starker Magnetfelder) nicht die einzelnen Bahndrehimpulse E_; und Eigendrehimpulse
§; der Elektronen bzw. deren magnetische Dipole, sondern nur einen Gesamtdrehimpuls J bzw. dessen
magnetischen Dipol, der durch die vektorielle Addition der Einzeldrehimpulse bzw. der Einzeldipole
gebildet wird.

Bei dieser Vektoraddition der Einzeldrehimpulse 7 und § miissen allgemein zwei Modelle unterschieden
werden, ndmlich die RUSSELL-SAUNDERS-Kopplung und die j-j-Kopplung.

Russell-Saunders-Kopplung: Die Eigendrehimpulse §; der einzelnen Elektronen koppeln vektoriell zu
einem Gesamtspin S (also S =), 5;) mit einer (ganz- oder halbganzzahligen) Quantenzahl S und
den (ganz- oder halbganzzahligen) Quantenzahlen Mg = =S, —(S—1),...,(S—1), S mit AMg = 1.

Gleichermafien koppeln davon unabhéngig die einzelnen Bahndrehimpulse 0; zu einem Gesamt-
bahndrehimpuls L (also L = > 7 ) mit einer ganzzahligen Quantenzahl L und den ganzzahligen
Quantenzahlen M, = —L,—(L —1),...,0,...,(L—1),L mit AM; = 1.

Diese beiden Drehimpulse Lund S koppeln zum observablen Gesamtdrehimpuls J (also J=L+

S") mit einer ganz- oder halbganzzahligen Quantenzahl J und den ganz- oder halbganzzahligen
Quantenzahlen M; = —J,—(J — 1),...,(J — 1),J mit AM; = 1. Die Léinge des resultierenden

Gesamtimpulsvektors betréigt dann | | = /J(J + 1)h; seine erlaubten z-Komponenten sind durch
J, = M jh gegeben.

Kopplung Der Elgendrehlmpuls §; eines Elektron ¢ koppelt vektoriell mit dessen Bahndrehimpuls
7; zu einem Gesamtdrehimpuls Ji (also Ji=8i+ Z; ) mit einer halbganzzahligen Quantenzahl j und
den halbganzzahligen Quantenzahlen m; = —j,—(j — 1),...,(j — 1),j mit Am; = 1.

Diese einzelnen Drehimpulse fi der Elektronen koppeln zum Gesamtdrehimpuls J (also J= > i),
iiber dessen Quantenzahlen bereits oben unter dem Stichwort der RUSSEL-SAUNDERS-Kopplung
berichtet wurde.

Die RUSSEL-SAUNDERS-Kopplung wird bei leichteren Atomen, die f—f—Kopplung bei schwereren Atomen
angewandt, wobei der Ubergang flieBend ist. Fiir den Chemiker ist die RUSSEL-SAUNDERS-Kopplung sehr
viel wichtiger als die f—j—Kopplung, weshalb im Abschnitt 5.4.1 nur die RUSSEL-SAUNDERS-Kopplung
explizit behandelt wird.

5.4.1 Das Vektormodell der Russel-Saunders-Kopplung

5.4.1.1 Kopplung der Einzelbahndrehimpulse E_; zum Gesamtbahndrehimpuls L

Bei dgr Kopplung zweier Einzelbahndrehimpulse 571 und Zg entsteht ein neuer Gesamtbahndrehim-
puls L mit der Quantenzahl L und den (formalen) magnetischen Quantenzahlen M; = —L,—(L —
1),...,0,...,(L—1),L.

Die moglichen erlaubten Quantenzahlen L des resultierenden Gesamtbahndrehimpulses werden dadurch
erhalten, dafl zur grofieren der beiden Quantenzahlen /7 und lo sdmtliche erlaubten magnetischen Quan-
tenzahlen m; der kleineren Quantenzahl addiert werden.

Beispiel:
lh =2
lb=1 = m,=-1,0,1
= L=I0-1011+0,l1+1
= L=1,23
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Bei der Kopplung mehrerer Einzelbahndrehimpulse werden die einzelnen Impulse jeweils schrittweise
miteinander gekoppelt, d. h. zum Ergebnis der Kopplung zweier Impulse wird analog ein dritter gekoppelt,
zu diesem Ergebnis ein vierter, usw.

5.4.1.2 Kopplung der Eigendrehimpulse §; zum Gesamtspin S

Fiir zwei Elektronen ergeben sich, analog zu der obigen Kopplung unter Abschnitt 5.4.1.1, die moglichen
Quantenzahlen S des resultierenden Gesamtspins S aus den Summen der Quantenzahl s des einen Elek-
trons (immer s = 1/2) und den moglichen magnetischen Quantenzahlen mg des anderen Elektrons (immer
ms=—1/2und my =1/2) zu S =0 und S = 1.

Bei mehreren Elektronen findet analog zu Abschnitt 5.4.1.1 die Kopplung schrittweise statt.

5.4.1.3 Kopplung des Gesamtbahndrehimpulses L mit dem Gesamtspin S unter Bildung
des Gesamtdrehimpulses J

Analog zu den bisherigen Kopplungen ergeben sich die folgenden Quantenzahlen J fiir den resultierenden
Gesamtdrehimpuls J:

fir S > L:J =5+ mogliche Werte von M, (5.9)
fir S < L:J =L+ mogliche Werte von Mg (5.10)

Ein Atom mit RUSSEL-SAUNDERS-Kopplung wird durch das Termsymbol L ; charakterisiert, wobei die
Platzhalter M, L und J folgendes bedeuten:

e M steht fiir die Multiplizitdt, mit M = 25 + 1:

S =0: Singulett = 'L; (5.11)
1

§ =5 : Dublett —> Ly (5.12)

S =1: Triplett = %L (5.13)

o [ steht fiir die Quantenzahl des Gesamtbahndrehimpulses L:

L=0= Mg, (5.14)
L=1= Mp;, (5.15)
L=2=— Mp, (5.16)
L=3= MF, (5.17)

e J steht fiir die Quantenzahl des Gesamtdrehimpulses J.

Im folgenden sollen diese Termsymbole anhand der Beispiele des Wasserstoff- und des Heliumatoms kurz
erldutert werden:

1. H-Atom:
L=1=0
1s-Konfiguration: S=s=1 25% (5.18)
’=
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L=1=0

2s-Konfiguration: S=s=3 25% (5.19)
7=
L =

2p-Konfiguration: S=3 2P%,2P% (5.20)
=43

Die beiden Zusténde 2P, /2 (sprich: Dublett ,,P“ einhalb) und 2Py /2 unterscheiden sich in ihrer Energie
(Feinstruktur des Spektrums). Der Zustand ?P; /o und 25 /5 (der Konfiguration 2s) sind praktisch

energiegleich.

2. He-Atom:
1s?-Konfiguration:
1s2s-Konfiguration:

1s2p-Konfiguration:

1SO
150 351

1p, 3p, 3P, 3P,

Wichtig fiir die Bestimmung derartiger Termschemata ist, daB8 abgeschlossene Elektronenschalen immer
mit L = 0 und S = 0 zum Gesamtdrehimpuls J beitragen und deshalb nicht beriicksichtigt zu werden

brauchen.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts noch drei grundsitzliche Bemerkungen iiber die RUSSEL-SAUNDERS-

Kopplung:

1. Wihrend die Quantenzahlen L und S noch eindeutig und deshalb ,,gute* Quantenzahlen sind — sie
definieren ja die Term-Symbole der RUSSEL-SAUNDERS-Kopplung —, sind die Quantenzahlen Mg
und M7, keine ,,guten Quantenzahlen. An ihre Stelle treten J und M, wie es in der Abbildung 5.5
fiir das Heliumatom mit dem Termschema ®P; gezeigt wird.

Abbildung 5.5: Das Vektorbild der RUSSEL-SAUNDERS-Kopplung fiir das Heliumatom in der 1s2p-
Konfiguration mit dem Termschema, 3P;.

Der Gesamtimpuls Jmit J =1 liege in der Orientierung M ; = 1 vor, d. h. die Spitze von J mit der
Linge v/2h liegt auf dem eingezeichneten Kreis. Wihrend |L| und | S| jeweils — wie auch |J| und M
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— scharf meBbar sind, gilt dies nicht fiir Mg und M, da es beliebig viele Orientierungen der beiden
Vektoren § und L mit unterschiedlichsten, nicht mehr gequantelten Werten der z-Komponenten
L. und S gibt, die vektoriell zu J aufaddieren, oder bildlich ausgedriickt: S und L prézessieren
gemeinsam um J, wobei S, I und J in einer Ebene liegen miissen.

. Der magnetische Dipol /i liegt aufgrund des Gesamtdrehimpulses J nicht mehr zwingend antiparallel

zu J, wie die Abbildung 5.5 verdeutlicht, in der zusétzlich zu den Drehimpulsvektoren S, L und
J die dazu korrespondierenden, magnetischen Dipole jig, fir, und [i; eingezeichnet sind. Zu s
korrespondiert ein im Vergleich zu ji, doppelt so ,langer® magnetischer Dipolvektor jig.

Ubergiinge zwischen Zustéinden verschiedener Multiplizitiit (z.B. ‘P, — 3Py) sind — bei sonst
gleichen Randbedingungen — iiblicherweise um den Faktor 10% unwahrscheinlicher als Uberginge
zwischen Zustéinden mit gleicher Multiplizitiit (z.B. 3Py — 3Py).
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Kapitel 6

Ausgewihlte mathematische
Grundlagen der Quantenmechanik

6.1 Der Hilbert-Raum

Zwischen dem vertrauten, dreidimensionalen Vektorraum [R® und dem fiir den Chemiker wenig vertrau-
ten HILBERT-Raum gibt es weitgehende formale Analogien, die im folgenden aufgezeigt werden. Diese
Analogien erleichtern wesentlich das Verstdndnis des fiir die Anwendung der Quantenmechanik wichtigen
HILBERT-Raumes:

Dreidimensionaler Vektorraum

HIiLBERT-Raum

Die Vektoren 11,75, 73, . .. sind die Elemente des
Vektorraumes.

Die Funktionen f1(7), fo(7), f3(7),... sind die

Elemente des HILBERT-Raumes.

Die Vektoren sind eindeutig festgelegt durch
die Angaben der drei Komponenten ap, (mit
p=1,23,...,00 und ¢ = 1,2,3) entlang der
drei Basisvektoren €, €, und €, d. h. der Vek-
torraum ist dreidimensional.

Die Funktionen sind eindeutig festgelegt durch
die Angabe der Funktionswerte fiir die unend-
lich vielen Punkte 7, ..., 7 im dreidimensio-
nalen Vektorraum, d. h. der HILBERT-Raum ist
unendlich-dimensional.

€ €y €, 1 T Too
71 a1 @12 ais fl(F) fl(Fl) fl(F2) . fl(Foo)
> | a1 az a3 fa(P) | fa(T1)  fa(i2) f2(7)
3 | as1  as2  as3 f3(7) | fa(f)  f3(i2) f3(7)
Vektorsumme: Funktionensumme:
73 =71 + 7 (6.1) [3(7) = f1(7) + fa(7) (6.2)

Skalarprodukt, d.h. Multiplikation korrespon-
dierender Komponenten, dann Addition der
(drei) Einzelprodukte.

Skalarprodukt, d.h. Multiplikation korrespon-
dierender Funktionswerte, dann Integration
iiber den Definitionsbereich des gesamten HIL-
BERT-Raumes [H* (Addition der unendlich
vielen Einzelprodukte).
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Forsetzung. ..

(6.3)

Forsetzung. . .

(filf2) = /.ﬁ@wxﬂdv (6.4)

[H>

Orthogonalitit, d.h. gilt 71 - 72 = 0, dann sind
71 und 73 linear unabhéngig.

Orthogonalitit, d. h. gilt (f1|f2) = 0, dann sind
f1(7) und f2(7) linear unabhingig.

Vektortransformation: T, =

t11 t12 t13 ail a1
to1 tog To3 a12 | = | a22
t31 t32 133 a13 a23

Die Transforrriationsm_atrix T ist linear, wenn
T(r + 7)) =T(7) + T ()

Funktionsoperation: O f1(7) = fa(F)

Der Operator O ist linear, wenn

O(f1(F) + f2(7) = O(f1(7)) + O(f2(7))

Jeder Vektor 7, ist auf jede vollstindige Basis
,projezierbar*.

Jede Funktion f,(7) ist auf jede wvollstindige
Basis ,projezierbar*.

Ty = Ap1€p + Ap2Cy + Gp3Cs 6.5 o > o

7 = ople by kot (69) B =3 e (67)

Tp = A1 €0 + Aoy’ + ay,5€: (6.6) e

=t Fo(P) = apg ey (7) (6.8)
q=1

Jede vollstandige Basis besteht aus drei vonein-
ander linear unabhéngigen Basisvektoren.

Jede vollstindige Basis besteht aus unendlich
vielen voneinander linear unabhingigen Basis-
funktionen.

»Projektion® eines Vektor bzw. einer Funktion auf ihre jeweilige Basis heifit, den Vektor bzw. die Funktion
durch Linearkombination der Basisvektoren bzw. Basisfunktionen darzustellen.

Die Gesamtheit aller Vektoren 7, bildet den dreidimensionalen Vektorraum.

Die Gesamtheit aller Funktionen f,(z) bildet einen unendlich eindimensionalen, unitiren Raum; die
Gesamtheit aller Funktionen f,(7) bildet einen unendlich dreidimensionalen, unitéren Raum, den HIL-
BERT-Raum.
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6.2 Einige Theoreme

6.2.1 Hermitesche Operatoren und reelle Eigenwerte

Definition: Ein Operator O ist hermitesch, wenn die folgende Gleichung gilt:
[ wiovav= [ {@vifwav = [ vy (6.9)
R’ R’ R’

Satz 6.1 (Reelle Eigenwerte bei hermiteschen Operatoren) Die Figenwerte eines hermiteschen

Operators sind reell. Umgekehrt gilt: Zu einem reellen Eigenwert korrespondiert ein hermitescher Opera-
tor.

Beweis:
O = ot (6.10)
»Multiplikation® von links mit ¢* und Integration iiber den gesamten Raum ergibt:
/ P*OYdV =o / Y dV (6.11)
|R,3 |R,3

Aufgrund Gleichung (6.9) kann die linke Seite von Gleichung (6.11) wie folgt umgeformt werden:

/{6*¢*}wdv:o/¢*¢dv (6.12)

R? IR®
o* / P*pdV =o / P pdV (6.13)
IR® IR®
0" =o (6.14)

Man erkennt, daf} die Eigenwerte o und o* gleich sein miissen. Eine Zahl o und ihre konjugiert komplexe
Zahl o* kénnen aber nur dann gleich sein, wenn die Zahlen o und o* rein reell sind, g. e. d.

Der Beweis gilt auch umgekehrt, also von unten nach oben, wobei folgt, dafl die linke Seite von Gleichung
(6.12) gleich der linken Seite von (6.11) sein mu$.

6.2.2 Orthogonalitit von Eigenfunktionen

Definition: Zwei Funktionen v, und v sind orthogonal, wenn der folgende Zusammenhang gilt:

/ Yoy dV = / Yptpa dV =0 (6.15)
|R,3 |R3
Satz 6.2 (Eigenfunktionen mit nicht entarteten Eigenwerten sind orthogonal zueinander)

Die FEigenfunktionen 1; mit den nicht entarteten Eigenwerten o; zum hermiteschen Operator O sind
orthogonal zueinander.

Beweis:

Ot; = 0;1h; (6.16)
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»Multiplikation® von links mit ¢7 und Integration iiber den gesamten Raum ergibt:
/ z/J;‘Uwi dV = o; / Vi dV (6.17)
R? R?

Aufgrund Gleichung (6.9) kann die linke Seite von Gleichung (6.17) wie folgt umgeformt werden:

/{6*w;}¢idvzoi/¢;¢idv (6.18)
R? R?
i [ wiuav=o; [ wjuiav (6.19)
R’ R?
0= (0i — 0}) /w}‘widv (6.20)
R?

Fiir den Fall, dafl die Eigenwerte o; und o} nicht entartet sind, gilt die Gleichung 0; — 0} # 0. Dann wird
die rechte Seite der Gleichung (6.20) aber nur null, wenn das Integral null ist, d. h. die beiden Funktionen
¥; und ¢} miissen orthogonal sein, g. e. d.*

6.2.3 Linearkombination entarteter Eigenfunktionen

Satz 6.3 (Linearkombinationen sind wieder Eigenfunktionen) Jede Linearkombination aus ent-
arteten Figenfunktionen zum Operator O ist ihrerseits ebenfalls Figenfunktion zum Operator O mit glei-
chem FEigenwert o.

Beweis: .
Ov; =oh; Vi=123,....n (6.21)
62 Ciwi = Z 616¢1 = Z CiO¢i = OZ Cﬂﬂi (622)
i=1 i=1 i=1 i=1
Q.e. d.

6.2.4 Eigenfunktionen als vollstindige Basis

Definition: Eigenfunktionen 1; zum Operator O mit nicht entarteten Eigenwerten o; sind gem#f Ab-
schnitt 6.2.2 zwingend orthogonal. Nicht orthogonale Eigenfunktionen 1; zum Operator O mit
entarteten Eigenwerten o; konnen durch Linearkombination in orthogonale Eigenfunktionen 1/)3 mit
weiterhin entarteten Eigenwerten gewandelt werden (vergleiche Abschnitt 6.2.3).

Definition: Die Funktionen 1; und 1 sind orthonormiert, wenn folgende Gleichung gilt:P

. _ s _JO Vj#k
/ijkdv— Jk—{l V= k (6.23)
R®

Satz 6.4 (Vollstindige Basis) Die Gesamtheit aller orthonormierten Eigenfunktionen zum Operator
O bilden innerhalb ihres Definitionsbereiches eine vollstindige Basis, d. h. jede beliebige in diesem Be-
reich definierte Funktion ¢ kann mit der Gesamtheit der Basisfunktionen {i;} durch Linearkombination
ausgedriickt werden.

aEigenfunktionen zu entarteten Eigenwerten (o; — o;f = 0) brauchen nicht orthogonal zu sein, kénnen es aber sein.
bDas Symbol 01 wird als KRONECKERsymbol bezeichnet.
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Beweis: Die Funktion ¢ wird als Linearkombination aller Basisfunktionen v; dargestellt.

o=3 a (6.24)
=1

Man multipliziere von links mit )} und integriere iiber den gesamten Definitionsbereich.

/ wjgde:f:ai / Wi dV (6.25)

i=1

R? R?

/ YipdV = iaiaij (6.26)
R® =

[ woav —q, (6.27)
R?

Auf diese Weise ist es moglich, jeden einzelnen Koeffizienten a; der Linearkombination in Gleichung (6.24)
eindeutig zu bestimmen, q. e. d.

Es zeigt sich, da8 die linearkombinierte Funktion ¢ nicht orthogonal zur Funktion ; ist.

6.2.5 Superpositionsprinzip

Die Funktionen ¢; seien die orthonormierten Eigenfunktionen zum Operator O. Ein Zustand werde durch
die Funktion ¥ beschrieben, die Eigenfunktion zu B, aber nicht zu O sei. Die Messung der Observablen B
am System ergibt dann einen scharfen MeBwert b gem#fl BU = b¥ (Postulat 3 auf Seite 30). Die Messung
der Observablen O am System ergibt entsprechend dem Postulat 4 auf Seite 30 fiir eine unscharfe Messung
den folgenden Erwartungswert (O):

[ vrovdv

R?

(0) = IR TG (2.1)
R?

Die Funktion V¥, die ja nicht Eigenfunktion zum Operator O ist, l#Bt sich mit den Eigenfunktionen ¢;
des Operators O entsprechend Abschnitt 6.2.4 linearkombinieren:

U=> " ap; (6.29)
i=1

Der Erwartungswert (O) aus der Gleichung (2.1) 148t sich unter Einsetzung dieser Linearkombination
weiter umformen:

I X aes {5 zlcwi} av

3 j=1
0)="" = (6.30)
f Z at, P Z anpndV
|R3 m=1 n=1
f3 21 a;e; ;ai {6@} dv
(0) = R" 7 N — (6.31)
f Y AP Do AnpndV
|R3 m=1 n=1
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Y ale; Z:laioigoidv

oy RIZL T (6.32)
f Do an P D anpndV
|R3 m=1 n=1
> 2 ajaio; f ©ipidV
0) — j=1li=1 |R3
> 2 apan [ phendV
m=1n=1 |R3
a;faioidﬂ
j=14=1
0) = %= (6.34)
2—21 2—21 az, anOmn
> afaqo;
(0) = ==——— (6.35)
Z ay,an

(0) = Z L, (6.36)

Der Vergleich mit der Gleichung (1.60) zeigt, daf der Ausdruck afa;/ Y .-, aka, gleich der Wahrschein-
lichkeit W; ist, die Observable o;

(0) = i Wioi (6.37)

am System mit der Zustandsfunktion ¥ = Zfil a;p; zu messen. Im Falle der normierten Zustandsfunkti-
on VU gilt Y | aka, = 1, so daBf die Wahrscheinlichkeit, den Wert o; zu messen, gleich a;a; ist. Umgekehrt
gilt, dafl bei einer normierten Funktion ¥ der Koeflizient a; gleich der Wurzel aus der Wahrscheinlichkeit
W; ist, den Mewert o; zu messen:©

a; = \/W; (6.39)

Ein Beispiel zum Superpositionsprinzip

Ein Ensemble aus n roten Kugeln wird durch die Funktion ¢,, die Eigenfunktion zum Operator F (zur
Observablen ,Farbe der Kugel“) ist, beschrieben, mit der Eigenwertgleichung Fy, = ry¢, (mit dem
Eigenwert r=rot).

Ein Ensemble aus n griinen Kugeln wird durch die Funktion ¢4, die Eigenfunktion zum Operator F ist,
beschrieben, mit der Eigenwertgleichung Fg, = g¢, (mit dem Eigenwert g=griin).

Ein Ensemble aus %n roten und %n griinen Kugeln wird durch die normierte Funktion W, die nicht

Eigenfunktion zu F ist, beschrieben, kann aber durch die Funktionen ¢, und ¢, linearkombiniert werden:

U = a,0r + agipg (6.40)

°Fiir eine nicht normierte Funktion ¥ lautet die Gleichung:

(6.38)

140



6.2 Einige Theoreme

Aufgrund der Wahrscheinlichkeiten W, bzw. Wy, eine rote bzw. griine Kugel anzutreffen, lassen sich die
Koeffizienten der Linearkombination a, und a, bestimmen, mit:

ay = /W, = \/g (6.41)
ag = /Wy = \/g (6.42)

Also muf} die Linearkombination der Funktion ¥ lauten:

4 1
U=1/-¢r — 6.43
NPV (6.43)

Ein weiteres Beispiel wird im Abschnitt 7.1.1 auf der Seite 144 gezeigt.
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Naherungsverfahren

7.1 Néiaherungsverfahren fiir Zustandsenergien

Nur fiir allereinfachste Systeme — wie den harmonischen Oszillator, das Rechteckpotential, den starren
Rotator und das Wasserstoffatom (bzw. allgemein ein Zweiteilchenproblem) — ist die SCHRODINGER-
Gleichung exakt losbar.

Bereits Atome und Molekiile, die aus drei Masseteilchen bestehen, wie das Heliumatom oder das H;—
Molekiil, sind nicht mehr exakt losbar, und zwar aus prinzipiellen Griinden, nicht aus Griinden der
Unvollkommenheit der mathematischen Methoden.?

Zur Anwendung der Quantenmechanik auf chemische Systeme, die komplexer als das Wasserstoffatom
sind, ist man folglich auf Naherungsmethoden angewiesen. Dieser Zweig, der in der Chemie angewandten
Quantenmechanik, wird hiufig als Quantenchemie bezeichnet.

Fiir die Quantenchemie sind zwei Néherungsverfahren wesentlich:

1. die Variationsmethode und

2. die Stoérungstheorie.

Die Variationsmethode optimiert eine zur wirklichen (nicht exakt zugénglichen) Zustandsfunktion genéherte
Funktion so, dafl die Energie moglichst gut der gemessenen Energie angepafit wird.

In der Storungstheorie wird das vorgegebene, nicht exakt losbare Problem durch ein einfacheres Pro-
blem ersetzt. Der dadurch begangene Fehler wird dann nachtréglich in Form einer ,,Storung® (teilweise)
korrigiert.

7.1.1 Die Variationsmethode

Das Variationsprinzip

Behauptung: Der Erwartungswert (E)? einer Funktion ¢ liegt energetisch hoher als oder allenfalls gleich
wie der energetisch tiefste Eigenwert Ey des hermiteschen Operators H zur korrekten (aber nicht
exakt zuginglichen) Eigenfunktion vy, wobei die Funktion ¢ allen Anforderungen einer ,guten®
Zustandsfunktion im Sinne der Quantenmechanik gerecht werden mufl (Stetigkeit, Eindeutigkeit
und quadratische Integrierbarkeit).

2Auch in der klassischen Mechanik sind nur Zweikorperprobleme exakt losbar!
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g (p[H)
s _ R’ _ (9lH¢
B =TT ey = ) (r1)
R
(E)? > Ey = }Zé’o = E;:f’o = E, (7.2)

Die Gleichung (7.1) wird als RiTz-Quotient bezeichnet und die Gleichung (7.2) driickt das Variations-
prinzip mathematisch aus.

Der Beweis des Variationsprinzips

Da die (nicht exakt zuginglichen) Eigenfunktionen v; (i = 0,1,2,3,...,00) zum HAMILTON-Operator H
eine vollstéindige Basis bilden wiirden, so sie denn bekannt wiren, was im folgenden angenommen wird,
kann die Funktion ¢ auf die Basis {t;}, die orthonormiert sei, projeziert werden.

¢ = aib (7.3)
1=0

Setzt man jetzt die Linearkombination aus Gleichung (7.3) in den Integralausdruck aus Gleichung (7.1)
ein, so erhilt man die folgende Gleichung fiir den Erwartungswert (E)?:

J Z *w*HZaJwJ dVv
R® =

(E)? = (7.4)
/ Z aivy Z ajp; dV
R? =
Z E afaj f wjﬁiﬁjdv
By = R (7.5)
2%) E ara; f Yi; dV

Im Z#hler ersetzt man jetzt nach der Eigenwertgleichung H1 = Ev den Term Hvp; durch Ejt; und in
Zghler und Nenner wird entsprechend der Orthonormierungsbedingung [ R® Vi¢; AV = d;; eingesetzt.

ZZanE f’l/J’l/deV

=0 j=0

(B = (7.6)
> Eafaj f Yy dV
i=0j=0 R®
Z E afa;E;di;
(E) = == (7.7)
12)32 a;a;di
Z ala; E;
<E>¢ _ i:go _ (7.8)

> aja;
=0

Mit dem tiefsten Energiewert Ej ergibt sich letztendlich fiir die Differenz (E)? — Ej ein recht einfacher
Ausdruck.

Z CL a; Ey Z a;ai
(E)? — Eo = - (7.9)
Z ara; > afa;
i=0
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i ajai(Ei — Eo)
(B) — By = =5 (7.10)

o0
> aja;
1=0

Da die Beziehungen afa; > 0, > o, afa; > 0P und (E; — Ep) > 0 gelten, gilt folglich (E)? — Ey > 0, d. h.
(E)? > Ey, q. e. d.

Um die physikalisch-mathematische Bedeutung der Gleichung (7.10) besser zu verstehen, ist es hilfreich
eine Umformung entsprechend des Superpositionsprinzips (siehe Gleichungen (6.35) und (6.37) im Ab-
schnitt 6.2.5) vorzunehmen.

(B)? — Ey = i Wi(E; — Ey) (7.11)
1=0

(B)? — Ey = i WiE; — i Wi Ey (7.12)
1=0 =0

(E)” — By = i WiE; — Eo i Wi (7.13)
=0 =0

(E)? — By = i W,E; — Eyl (7.14)
=0

(E)? = i W E; (7.15)

1=0

Jetzt wird offensichtlich, daf}, wenn die Funktion ¢ normiert ist, das Koeflizientenprodukt a}a; mit der
Wahrscheinlichkeit W;, die Energie F; zu messen, identisch ist.

Die Ableitung des Ritz-Quotienten

Eine Funktion ¢, die die oben genannten Bedingungen erfiillen mufl und von n (n < oo) voneinander
unabhingigen Parametern c; abhingt, kann durch die Minimierung von (E)? als Funktion dieser Pa-
rameter so optimiert werden, dafl ¢ beziiglich der Energie im Rahmen der vorgegebenen Parameter die
bestmogliche Niaherung zur exakten Eigenfunktion 1y darstellt.

Fiir diese Energieminimierung gelten die n voneinander unabhingigen Minimalwertbedingungen fiir (E)?:

o(E)?
ack

=0 Vk=123,....,n (7.16)

Die so erhaltene Funktion ¢ ist nur beziiglich des Energiekriteriums die bestmégliche, aber nicht unbedingt
beziiglich anderer Observablen, wie z. B. der Elektronenverteilung!

Die Minimalwertbedingung kann durch Einsetzen der rechten Seite von Gleichung (7.1) fiir (E)® und
anschlieBender Umformung nach der Quotientenregel in eine Form gebracht werden, die eine weitere
Bearbeitung zu einem Néherungsverfahren hin vereinfacht.

O(E)? B

=0 (7.17)
9 (¢|Ho) _
der, (d]9) - (71

bPiir ZZO afa; = 0 wire die Linearkombination in Gleichung (7.3) ebenfalls null und damit ungiiltig.

144



7.1 Niherungsverfahren fiir Zustandsenergien

Mit der Quotientenregel wird dieser Ausdruck zu:

(0l0) 222 — (4 H )%
(019))°
ORI i

=0 (7.19)

=0 (7.20)

(919) —agi'?

Mit Division durch (¢|¢) ergibt sich folgende Gleichung, in der wieder der Erwartungswert (E)? =
(p|H)/{¢|¢) vorkommt:

o(¢[Ho) 2(lo) _

BV

o By (7.21)
Og[H) _ .\ 0(8l0)

e~ B (7.22)

Der lineare Variationsansatz (Ritzsches Verfahren)

In der Quantenmechanik ist der lineare Variationsansatz, das sogenannte RiTZsche Verfahren, besonders
wichtig, bei dem die Funktion ¢ durch eine Linearkombination aus n festen Funktionen ¢; und n zu
optimierenden Koeffizienten ¢; dargestellt wird.

¢ = Z cipi (7.23)
i=1

Diese Vorgehensweise fiihrt zu einem System von n Gleichungen mit n unbekannten Koeffizienten ¢;, das
bekanntermafien mit dem GAUSs-Verfahren losbar ist. An die Eigenschaften der Funktionen ¢; werden
nur wenige Forderungen gestellt, damit der Intuition bei der Wahl einer physikalisch geeigneten Form
keine unnotigen Schranken auferlegt werden. Damit die Funktionen physikalisch sinnvoll bleiben, miissen
sie quadratisch integrierbar sein. Sie konnten orthonormiert sein, was zwar zu einer mathematischen
Vereinfachung fithrt, aber die Moglichkeiten bei der Wahl der Funktionen behindert.

Es W(;rden auch Ansétze gemacht, bei denen die Koeffizienten im Exponenten von Funktionen des Typs
e~ 4" oder r%e~%" stehen. Geht man allerdings auf diese Weise vor, so erhoht sich der Rechenaufwand
je nach Ansatz betrichtlich.

An dieser Stelle soll nur der Weg gezeigt werden, der die Grundlage des RiTZschen Verfahrens, d. h. des
linearen Ansatzes, darstellt.

Der Ausgangspunkt der Herleitung ist dabei die Gleichung (7.22), in die die Linearkombination fiir ¢ aus
Gleichung (7.23) eingesetzt wird. Fiir stationére (zeitunabhingige) Probleme ist der HAMILTON-Operator
reell und hermitesch, so dafl sich bei der ausschlieBlichen Verwendung reeller Basisfunktionen ¢; und ¢;
und reeller Koeffizienten c; und c; kein Fehler ergibt.°

0
ack<¢|H¢> (E)? a—<¢|¢> (7.22)
Jer /chsojHZczsode ack /Zcmzwzdv (7.24)
|R3 |R3 =1
z":z”: gpvﬁw-dvicc- = <E>¢zn:zn: / w-gpldvic-c- (7.25)
— = I ‘ dcy I — I ey, I
Jj=1i=1 R? j=11i=1 R®

°Der Ansatz liele sich auch problemlos mit einem komplexen HAMILTON-Operator, komplexen Basisfunktionen und
komplexen Koeffizienten durchfithren. Die Rechnung ist dann zwar anders, fithrt aber zum prinzipiell gleichen Ergebnis.
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Die beiden Integrale [ R? 0jHp;dV und [ R® ¢i¥i dV werden durch die Abkiirzungen Hj; und Sj;
ersetzt.

n n n n
0

0
Z Z a—CijCiHji = <E>¢ Z Z a—CijCiSji (726)

j=1i=1 j=1i=1

Es gilt fiir die Doppelsumme iiber Hj;:

n n 8
>0 e, it (7.27)

=1 =1
a n n
= 87 Z Z CjCiHji (728)
k2=
%{ cie1Hy1 + cieoHyg + ...+ cickHik + ... + cienHip
+ coc1Hoy + cocoHos + ... + cackHaoyx + ... + coc, Hop,

_ + . + . + ...+ . + ...+ : (729)
+ cxc1Hyq + cxcoHys + ... + ckexHik + ... + ckenHyn ’

+ : + : + ...+ : + ..+ :
+ cpenHpr + cpeoHyo + .00+ cpnekHuk + ... + enenHon

=cHix+coHok + ...+ c1Hiy + coHko + ...+ 2¢k Hgr + ...+ cnHgn + ...+ cnHuie (7.30)

Die Integrale Hy; und H;; sind aufgrund der Hermitizitat von H und den reellen Funktionen invariant
gegeniiber Vertauschung. Es gilt also Hy; = H;x, so daf} sich schliefflich eine einfache Summe ergibt:

=c1Hn +coHko + ...+ c1Hiy + coHko + ...+ 2¢k Hgl + - .-+ cnHgn + ... + e Hiy (7.31)

= QClHk.l + 262Hk2 + ...+ QCka-k- + ...+ 2CnHkn (732)
—23 ciH (7.33)
=1

Analog zur Doppelsumme iiber Hj; gilt fiir die Doppelsumme iiber Sj;:

Z Z aiCijCiSji =2 Z ClSkl (734)
i=1

j=1i=1

Folglich vereinfacht sich die Gleichung (7.26) folgendermaflen:
23 Hyic; = 2(E)* ) Sic; (7.35)
i=1 i=1

zn: Hyc; = (E)? zn: Skics (7.36)
i=1 =1

Die letzte Gleichung gilt fiir alle £ = 1,2,3,...,n, so dal man allgemein n voneinander unabhéngige
Gleichungen erhalt:

> ciHp = (E)*Y Sk VEk=1,23,...n (7.37)
=1 =1
> ci(Hyi— (B)*Si) =0 VEk=1,23,...,n (7.38)

i=1
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Die Siakulargleichungen

Jetzt haben wir ein Gleichungssystem von n Gleichungen mit n unbekannten ¢;, das nach bekannten
Verfahren gelost werden kann. Diese Gleichungen werden in der Literatur hiufig als Sékulargleichungen
bezeichnet.

k=1: ¢ (Hll — <E>¢Sl1) + co (H12 — <E>¢512) +...+cp (Hln — <E>¢S1n) =
/{3 = 2 : C1 (H21 — <E>¢Sgl) =+ (6] (H22 — <E>¢522) 4+ ...+ Cn (Hgn — <E>¢52n) =
. . . . . (7.39)
: : + : + @+ : =
k=n: ¢ (Hn — (E)?Sn1) + 2 (Hp2 — (E)?Sp2) + ... 4 cn (Hpn — (E)?Shy) =

o O o O

Dieses homogene, lineare Gleichungssystem hat nur dann nichttriviale Losungen, wenn die Determinante,
die sogenannte Sidkulardeterminante, gleich null gesetzt wird.

(Hi1 — (E)?S11) + (Hi2 — (E)?S12) + ...+ (Hin — (E)?S1)
(Ha1 — (E)?S21) + (Ha2 — (E)?Sa2) + ...+ (Han — (E)?Say)
. . . ) =0 (7.40)
: + : +  + :
Die Auflosung dieser Determinante ergibt eine Gleichung n-ten Grades?, welche die n Losungen (E)g,
(E)?, ..., (E)?¢ liefert. Das Einsetzen des tiefsten Erwartungswertes ((E)$) in das Gleichungssystem
(7.39) ermoglicht unter Bestimmung der Koeffizienten ¢, ca, . . ., ¢, die Losung dieses Gleichungssystems.

Der Koeffizient ¢; gibt dann an, wie stark die Funktion ¢; in die Linearkombination (7.23) der Funktion ¢,
die auf diese Weise optimal der wirklichen Zustandsfunktion des Grundzustandes ¢g entspricht, eingeht.

Hiufig werden die bei der Losung der Gleichung (7.40) erhaltenen energetisch htheren Erwartungswerte
(E)? (i > 0) ebenfalls in die Gleichung (7.39) eingesetzt, um damit die Koeffizienten der Niherungsfunk-
tionen ¢; der angeregten Zustéinde zu bestimmen. Dieses Verfahren bringt in der Praxis haufig praktikable

Ergebnisse, wenngleich das Variationsprinzip natiirlich nur fiir den Grundzustand gilt.

7.1.2 Storungstheorie

Es werde vorausgesetzt, da fiir ein Problem eine SCHRODINGER-Gleichung der Form H°yS = E2v°
existiere, die nicht exakt losbar sei. Im Gegensatz dazu gebe es ein sehr #hnliches Problem mit sehr
dhnlicher SCHRODINGER-Gleichung der Form H1p, = E,t,, die exakt geldst sei, wobei H® = H + NH
sei.

Die Eigenwerte und Eigenfunktionen der exakt losbaren SCHRODINGER-Gleichung Epn = E,v, werden
nun mittels der Stérungstheorie in Richtung auf das interessierende System hin korrigiert, oder anders
formuliert ,,gestort”, wobei der Operator AH als ,Storoperator fungiert, da dieser Operator das verein-
fachte, exakt losbare System zum nicht exakt 16sbaren, wirklichen System hin “stort“. Der Parameter A
darf dabei Werte zwischen null und eins annehmen, um die Stérung kontinuierlich ,ein-* und ausschalten
zu konnen.

Da die beiden Eigenwertprobleme sehr dhnlich sein sollen, darf die Stérung durch den Operator MH nicht
sehr groB sein, d.h. es mufl H > Ve gelten.

Die in der zu l6senden SCHRODINGER-Gleichung

@+ﬂﬂﬁ:mﬁ (7.41)

d Alternativ zu den Sikulargleichungen (7.39) wird in der Literatur auch hiufig diese Gleichung als die Sikulargleichung
(n-ten Grades) bezeichnet.
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nicht exakt zugénglichen Funktionen v, und Energien E, werden in einer Reihe entwickelt, wobei die
Terme jeweils um eine Groflenordnung kleiner werden.©

V2 =+, ) . mit g, > YL S>> L (7.42)
EX=E,+E +E/+... mitE,>E,>E!>. .. (7.43)

Setzt man jetzt diese beiden (noch ungendherten) Reihen in die Gleichung (7.41) ein, so erhélt man
folgendes Eigenwertproblem:

(F+ ) @+ 0+ +) = (Bt By + B4 (Gn + ¥+ +.0) (T.44)

Lost man jetzt zuerst nach null auf, klammert aus und sortiert dann nach der Gréflenordnung der Pro-
duktterme, dann erhélt man folgende Gleichung, wobei die dritte Zeile Terme enthélt, die etwa eine
Groflenordnung kleiner als die der zweiten Zeile sind, und die der zweiten Zeile etwa eine GroBenordnung
kleiner als die der ersten Zeile sind.

(Hton — Enthn)
+ (Ep; FNH Y — Ept, — E;Lwn)

+ (Hyy + XH'), - Byl — By, — Ellin)
+...=0 (7.45)

Fir die Stérung ,,0. Ordnung® wird nur die erste Zeile beriicksichtigt, d.h., sie entspricht dem exakten
Eigenwertgproblem Hv,, — E,v, = 0.

Bei der Storung 1. Ordnung wird zusétzlich die zweite Zeile beriicksichtigt, so dafl man aus der zweiten
Zeile der Gleichung (7.45) eine weitere Gleichung erhiilt.

Y, + N by = Entlly + Elihn (7.46)

Fiir die Storung 2. Ordnung wird zusétzlich aus der dritten Zeile der Gleichung (7.45) ein dritte Gleichung,
usw.

Bei der weiteren Durchfithrung der Storungstheorie 1. Ordnung mufl nun unterschieden werden, ob die
ungestorten Energien F,, entartet oder nichtentartet sind. Der einfachere, aber weniger wichtige Fall,
nichtentarteter Energien F,, wird in Abschnitt 7.1.2.1, der kompliziertere und in der Praxis, aus noch
zu diskutierenden Griinden, viel wichtigere Fall der Entartung nicht gestorter Energien F,, wird in Ab-
schnitt 7.1.2.2 behandelt.

7.1.2.1 Stérung 1. Ordnung nichtentarteter Zustinde

In der Gleichung (7.46) zur Storung 1. Ordnung sind die Funktion !, und die Energie E! nicht be-
kannt. Die Funktion 1/, kann aber durch eine Linearkombination aus den bekannten Funktionen v,
(n=0,1,2,3,...,00), die ja eine vollstindige orthonormierte Basis {;} darstellen, entwickelt werden,
so daf} jetzt die Koeflizienten a; der Linearkombination bestimmt werden miissen.

U, = ag; (7.47)
i=0
Durch Einsetzen in Gleichung (7.46) erhilt man folgende Gleichung.
HY ani + NH o = En Y agth; + Eliby (7.48)
i=0 i=0

€In den Lehrbiichern werden diese Reihenentwicklungen meist anders behandelt!
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Die Gleichung wird auf beiden Seiten von links mit (C (j=0,1,2,3,...,00) multipliziert, wobei Y7 eine
beliebige konjugiert komplexe Funktion aus der vollstindigen Basis {1;} darstellt. Im Anschlufl daran
wird iiber den gesamten Raum integriert und die Integrale werden, wenn moglich, vereinfacht.

/@Fiaﬂm dV + A / ViH dV = B, / w;iaiwidV+E; / i dV (7.49)

=0 =0

R R? R? R
> ai / YrHY; AV + A / VEH Y dV = B, Y a; / P dV + B, / i, AV (7.50)
=R R? =R R?

> aE; / wj¢idV+A/wjﬁ/wndV:EnZai/¢jwidV+E;/¢jwndV (7.51)

=0 =0

R? R? R? R’
i=0 R i=0

Das Integral [ R? wjﬁlz/}n dV wird durch den kiirzeren Ausdruck H J’n ersetzt.

Da die Basis {¢;} orthonormiert sein sollte, konnten die einfachen Normierungsintegrale durch das
KRONECKER-Symbol ersetzt werden. Auf jeden Fall lassen sich die Summen auf jeweils einen Summanden
reduzieren, da nur fiir den Fall n = i = j die Bezichung d;; = 1 # 0 gelten kann.

CLjEj + /\Hjln = Enaj + E;L(S]n (753)
Fiir den Fall j # n ist 0, = 0 und es ergibt sich fiir den Koeffizienten a; folgender einfacher Ausdruck:

NH,

“ 5 E; (mit j # n) (7.54)

a;
Damit gilt: Wirkt auf einen ungestoreten Zustand n mit der Eigenfunktion 1, eine durch den Operator
\H repriisentierte Storung, dann kann die Zustandsfunktion 2 des gestoérten Systems (ndherungsweise)
durch die folgende Gleichung beschrieben werden:

o0

0 AHj,
Yy = tn + Z m% (7.55)

V i#n
Der Koeffizient a,, mul — ohne das an dieser Stelle zu zeigen — aus Normierungsgriinden der Funktion
1y null sein.

Fiir den Fall j = n ergibt sich aus Gleichung (7.53) die vollkommen plausible Gleichung fiir den Er-
warungswert von E .

anEp + AH.,, = Epan + E6un (7.56)
E| = \H! =) / W H ¢ AV (7.57)
R®

Die Energie E; des gestorten Zustands ldft sich dann (ndherungsweise) durch den folgenden Ausdruck

bestimmen:
ES =E,+ \H], (7.58)

Die Stérung 1. Ordnung bewirkt also, daf3 die ungestorte Funktion 1, im gewissen Mafle die ungestorten
Funktionen v; anderer Zustédnde ,,einmischt“. Dieses Einmischen sdmtlicher Funktionen 1;

e findet nur statt, wenn das Integral (zbi\ﬁlz/}n) aus Symmetriegriinden ungleich null ist, und
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e ist umso stérker ausgeprigt, je kleiner die Energiedifferenz F,, — E;, d. h. je energetisch ,naher“ die
Energie F; des einmischenden Zustands v; der zu korrigierenden Energie F,, ist.

Eine kleine Stérung )\F/ heifit, dafl die Koeffizienten a;, mit denen sich die Funktionen ; in die ungestorte
Funktion ), einmischen, sehr viel kleiner als eins sind, d.h. das notwendige Kriterium fiir eine fiir die

Storungstheorie hinreichend kleine Storung ergibt sich durch folgende Relation:
\H]
ﬁ«l VZ:O,I,Q,S,,OO (759)

7.1.2.2 Stérung 1. Ordnung entarteter Zustédnde

Besonders reizvoll ist die Storungstheorie bei der Anwendung auf im ungestorten System entartete
Zustdnde 1; mit der Energie E,, wenn durch die Storung die Entartung aufgehoben wird, wie es in
der Abbildung 7.1 dargestellt ist. Bei der Bildung der Storungsenergie 1. Ordnung E/, = )\(wn|ﬁlz/}n> ist

Abbildung 7.1: Authebung der Entartung der ungestorten Zustédnde t; mit der Energie E,, durch die
Anwendung einer Stérung 1. Ordnung zu den gestérten Energien ES = E,, + E,.

der Gebrauch der Funktionen 1, uneindeutig, da es gem#fl dem Theorem aus Abschnitt 6.2.3 unendlich
viele Linearkombinationen aus den Funktionen 1, gibt, die alle Eigenfunktionen zum Operator H mit
dem Eigenwert F,, sind. Aus der Zahl unendlich vieler Linearkombinationen gibt es aber einige bestimmte
Linearkombinationen ¢, die in Gleichung (7.60) eingesetzt die richtige Storenergie 1. Ordnung liefern.

By, = (v}

" > (7.60)

Diese Funktionen ¢ sind die Eigenfunktionen zum Stéroperator F/, durch den ja die Entartung aufge-
hoben wird.

Es werden deshalb aus den vorgegebenen, entarteten Funktionen ,, durch Linearkombination die Eigen-
—

funktionen 1} zu H bestimmt, die dann in Gleichung (7.60) zur Bestimmung der Stérenergie 1. Ordnung

benutzt werden.
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