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Energiewerte, Wellenfkt. und Aufenthaltswahrscheinlichkeiten
in einem rechteckigen Potentialtopf

-

X — - -

a 0 a
Abb. 4.16a,b. Energieeigenwerte eines Teillchens 1im unend-
lich hohen eindimensionalen Potenualkasten. (a) Wellen-
funktuonen, (b) Aufenthaltswahrscheinhchkeit W(E ., x) dxy

i x) ]~ dx des Teilchens
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Lésung der SG mit beliebigen Potentialen
(bisher eindimensionales Rechteckpotential)

Das Potential um das Minimum X, kann wie jedes Polynom als Taylorsche
Reihe entwickelt werden:
V(x)=V (x0) + V' (zo)(® — xp) + %V”{a? — axq)?
Vﬂ'_ ﬂ V”_ d2V v A
T d= — dax®

Im Minimum:

e V=0

e V(xo) = konstant (darf subtrahiert werden)
o Vi ir(x) = %V” (o) (& — x0)?

Dies ist das Potential eines harmonischen Oszillators (V oc x*!)

V = [f Fdx = -%L‘.J:E(l) : V < 0 — anziehend _

DGL: m# = - kx (2) ke
KM Losungsansatz: x — A coswt (3) — & = Agcos \J’ ;t

(3) in (2) : -mAwcoswt = —kA coswt = '

f&)]| QM :stact F = ma jetat: SG Erwarte wieder
diskrete Energie-

niveaus, wie beim

Rechteckpotentiall

Hv = EWw

H =- 2?20 ;:2 + Z2w2x?(1), wobei H = Hamiltonoperator
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Inklusive Normierung: < ¢ | ¢ >= 1 gilt: !

n.g
mw\1 1 &2 [mw e
niL )] — H, 3 —— ). & = 34| — '
en() = (7)) gege@ew(=5) e ==/ 1 "
0.2
mit H,(&) = (—-1)" cxp(gz}%m(Hermitesche Polynome) i
z.B.: Hy =1, Hi=2x, Hy = 42* — 2, H; = 8x* — 12z, “0.2
H, = 16x* — 4822 + 12, it
Hi — 295 _ 16023 4+ 1202 + .... x=0 mit E=O verboten
Hopi1(z) = 20 H,(2) — 2nH,_1 () nach Unsicherheitsrel.->

Nullpunktsschwingungen

(Rodrigues-Gleichung)

n
— g — Gausskurve & \J \/ S
w1 — Polx AN 4

w2 — p(4x? — 2) \ NS \_/

Rechts: 2 Plots zusammengefiigt: f\\_/ 3
a) die Amplitudenfkt. %\//{ >
des harm. Osz. fir n=0,1,2..,5 \ |
aufgetragen gegen Auslenkung m)

x bei der jeweiligen Energie E, R }{__‘/\A 0

b) das Potential als Fkt. von x f 0 ™
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Lésung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators

2 LOSUNGSARTEN:

1. algebraisch via Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (oder Auf-und
Absteigeoperatoren)

2. analytisch (wie vorher beim Rechteckpotential)

Hier: nur 1. (Notation Griffiths)

5G : 5 [(T;m) + {m"‘"m)ﬂ U= Ew(2)

oder (a_a_|_ - %h.u.:) @ = Ep (6)

so auch : ara_— H - Lhw(T
(u? + v? = (u + iv) (u — iv)) * 2h(7)

Aus (5 N :ra_a,. —a.a_ = |la_a
Definition der Auf - undA bsteigeoperatoren: (5) +(7) t + [ +]

4= gt £ imwr (3) Der Kommutator [a_a.]=hw
Was 1st g._q+f(x)'? zO, d.h. T niChT g|eiChzei1'ig
a_af= ;= (Ei — imw :-::) (?—:% + -iirnw:rf) Elgenfk‘r von a_ und a,.

2m \ ¢ dx

1 By
ﬁ,z—": + hmw c{dxf — ﬁ.?nwm% + (mwz)? f]
Kettenregel auf xf anwendenl!

[(%é)z + (mwzx)® + ﬁ-?”w‘] f(4)

2 |-
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Lésung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators

Weun Ho eine Lisung der SG Hy = By ist (1), dann gilt (2) : Happ =
(E + hw)aye.

Dies ist wieder eine SG mit Wellenfunktion a, ¢ und Energie F = hw

D.h. statt die kontinuierlichen Lésungen der KM fiir den harmonischen
Oszillator hat man jetzt diskrete Lésungen mit Energien £ = nhw (n = 1

Beweis fiir (2): esgilt: Hy = Ep, H=a_a, - -E—_ﬁw} —undH =aja_ + -ﬁu.:}
Wir berechnen :
H ai = (aya_ + ﬁw)l‘l+50 = ata—_atyp + ﬁwaﬂo =

= (B 4 jhw)p + jhwasp = (B4 hw)ayp aay = H 4 5

So auch:

Ha_¢ = (E - hw)a_

d.h. a_ erniedrigt die Energie um hw (Absteigeoperator)
und a, erhéht die Energie um fiw (Aufsteigeoperator)

Energiestufen von hw ist gerade das, was man braucht um
diskrete Energieniveaus eines harm. Osz. zu beschreiben.
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Lésung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators

Daraus folgt: Durch Verschiebungsoperatoren kann ich oc viele Losungen
der SG ﬁnden

hat ihre eigene Energie
>0 [E Ji + :-*nwzaz] d.h. es muss eine niedrigste
nergie geben,
fur die gilt: a_we= 0 oder [ -i:-*nw'tcpg] =0 —

—r~j%f';—°:— fada—xlng.:ﬁ :—m“‘;f +ec—

mw
— ) = Agexpl(— x?)
wo(x) 0 €X] oh
Welche Energie En gehdrt zu g7
SG : Hpo= (agpa_ + %ﬁ..n:l)f,-?u = Eowo

Da a_g¢p = 0 muss gelten : Ey = %ﬁwo — Nullpunktsenergue

Da die Wellenfunktion der niedrigsten Energiestufe jetzt bekannt ist, kin-
nen alle weitere Energiefunktionen durch Anwendung der Aufsteigeoperatoren
berechnet werden:

wo = Agexp(—

ﬂm:c:' )

|:ﬁ.d

4 + urnu..a] exp(—m“’“' ) =

Ag PP o Friceas
= |3 (_T) + E.ﬂl-.pi] exp(—"55—)

=1 A wv2ma exp(— e

— By = %hwl usw.

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 18.05.2010



Inklusive Normierung: < ¢ | ¢ >= 1 gilt: !

n.g
mw\1 1 &2 [mw e
niL )] — H, 3 —— ). & = 34| — '
en() = (7)) gege@ew(=5) e ==/ 1 "
0.2
mit H,(&) = (—-1)" cxp(gz}%m(Hermitesche Polynome) i
z.B.: Hy =1, Hi=2x, Hy = 42* — 2, H; = 8x* — 12z, “0.2
H, = 16x* — 4822 + 12, it
Hi — 295 _ 16023 4+ 1202 + .... x=0 mit E=O verboten
Hopi1(z) = 20 H,(2) — 2nH,_1 () nach Unsicherheitsrel.->

Nullpunktsschwingungen

(Rodrigues-Gleichung)

n
— g — Gausskurve & \J \/ S
w1 — Polx AN 4

w2 — p(4x? — 2) \ NS \_/

Rechts: 2 Plots zusammengefiigt: f\\_/ 3
a) die Amplitudenfkt. %\//{ >
des harm. Osz. fir n=0,1,2..,5 \ |
aufgetragen gegen Auslenkung m)

x bei der jeweiligen Energie E, R }{__‘/\A 0

b) das Potential als Fkt. von x f 0 ™
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Berechnung der AW beim klassischen Oszillator

Wahrscheinlichkeit, das Kugel sich am Position x aufhdlt:

Betrachte Energie und verlange gleiche Energie wie in der QM (Korrespon-
denzprinzip):

1 1 1
E="mv?4+ _mo*s2?=(n+ Hhw
2 2 ( 2}

S P — E'IEETH—'I.:lﬁw ﬂwz.r?_% Tn(z) v1

T

2)in(1):Px) =k /2 (3

k aus Normierung : [J™°* P(x)dx =1 (4)

Emin

R
mit X,in= 0 ; Xmax = 1;'% (aus (2) mit v = 0)

(bermtze :

a1 1 _ SLEme m.
Aus (3) + (4): k = £(5) © Jimt arca111(.rl)4|m; R

. . w/m
(5) in (3): P(x) V (2nt+ 1) hw—muw? x?

Dies entspricht klassische AW mit E=(n+1,/2)hw.
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Lésung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators

n =2

y 2 2
W () o (da’z” — 2)(4_(1/2)”' o

n=1

2,.2
W (@) o {2&:}:]{4._[1/2)“ o

=10

—(1/2)a*s

wolx) ox e

Nullpunkts-“Schwingung”

to und |thg|? Gauk-Funktionen
zentriert bei @ =0

Paritdtsoperator = Spiegelung gegen Ursprung (x->-x).
Eigenwert + oder -1, hier (-1)
Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 18.05.2010




Lésung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators

Beachte folgende Eigenschaften der o, (x):

1) Alle Wellenfunktionen sind # 0 auflerhalb des klassisch erlaubten Bereichs (V(x) > E,, im
Bild auf der jeweiligen Achse markiert)
= Exponentiell abklingendes Eindringen in den klassisch verbotenen Bereich

(Tunneleffekt)

2)  Wellenfunktionen haben definierte “Paritdt” (die beim H-Atom erwihnten ©(d)- ®(¢) eben-
falls, dort aber nicht diskutiert): bei Spiegelung am Ursprung (x — —ax) kein Vorzeichen-
wechsel fiir gerade n (+), Vorzeichenwechsel fiir ungerade n (-).

3) Asymptotisches Verhalten fiir n > 1

(n + 1) Maxima fiir |1, |*

Hauptmaxima  aufen:  Ogzsillation
um die klassisch  zu  erwartende
Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines
schwingenden Systems (maximal an
den Umkehrpunkten @ = £L)

|||”I|”H AR el = Bohrsches Korrespondenzprinzip:
NIRRT ALl Ubergang zur klassischen Physik im

0 Grenzfall sehr hoher Quantenzahlen
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Der anharmonische Oszillator

Beispiel fiir Abweichung eines harm. Osz.:Energieniveaus eines
zweiatomiges Molekil mit "Morse-potential” mit Dissoziation ab
einem bestimmten Distanz und Energie

Dissoziationsenergie

&[‘ 'I Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 18.05.2010

12



Der klassische harmonische Oszillator

[ =] =] [ = [

5.1. Classical motion of the
harmonic oscillator

The state of a classical harmonic oscillator is
determined by Newton's equation of motion:

(agsurming that the mass of the particle is
equal to 1) The solution is

z(#) = aszin(# — &), (position, blue curve)

#(#) = acoz($—b) , (wlocity, green curwe)

The constants ¢ and & hawe to be deter-
mined from the initial conditions

2 =g and #(0) =pp.
Here thew are given by

a=1, b= —m/f2,

Papge 2 of 3
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Bewegung im Impulsraum

t = 2.085

oscillating functiom ...

-4 -2 0 2 g

and its Fomrier transform

rr [r=r]=[-=] [ | [

5.3. Oscillating state "0+1"

3: Momentum space

A harmonic oscillator eigenfunction ., is
related to its Fourier transform ¢.. hy

balk) = (—1)7¢a(k).

For the titme ewnlution of an arhitrary state
in the field of a harmonic oscillator we hawe

Pzt + /2 = 7 (k7).

Up to a phase factor, we wave function in
morrentum space at titne £ looks like the

wanve function in position space at time
t + ?Fl{'lE. An analogous relation holds be-
tween monentum and position of a classical

harmonic oscillator

Page 1 of 1
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Bewegung im Phasenraum

For any solution z,!'Jl':m, ﬁ} of the the harrmonic

ascillator, the Fourier transform ik, %) is a
solution of the sarme eguation:

Cod . 1 of? a
1 E?l!;['i‘:rﬂ = E(_E ‘|"E‘32) Pk, E)

Hence the product

Flz, b t) = 9,4 ?ﬁ“‘:rﬂ

is a solution of the two-dinensional oscilla-
tor equationn which reads (after the wariabkle
substitution & — &)

o
iE.ﬂ:mryrﬁ=

] ==] B [ ) fwd).

5.3. Oscillating state "0+1"

4: Wave function in phase space
Page 1 of 1
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Der Drehimpuls

Im kugelsymmetrischen Coulombpotential gibt es

nur radiale Krdafte, d.h. keine Drehmomente auf

das Elektron im H-Atom! Daher erwarte ich
Drehimpulserhaltung im Falle der Kugelsymmetrie

und Wellenfkt. sollte Eigenfkt. des Drehimpulsoperators
sein. Bei mehreren Elektronen wird Kugelsymmetrie
aufgehoben- > kleine Storungen -> kénnen nur
numerisch berechnet werden.

Hier nur Einelektron-Atome.

™

Kugelflachenfunktionen sind Eigenfunktionen desOperators 7 -
Drehimpuls ist quantisiert: |L| = ,/I(I+1).h
[...Drehimpulsquantenzahl

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 18.05.2010



Kartesische
Koordinaten:

Kugelkoord.:

Mathematisches Intermezzo

2 2 2 .
505 T 5.3 T 5= Laplace - Operator

1 0 3] 1
i 12 - 3\2 V ; 1‘ 9‘ ,
2my r2 Or (I 3.;1) + 2'?1‘1.;.'1‘2 + (I g *ro)

o gk 2 7 .
X = rsintcos r=/x2 432422

—

V432 422
[} l1.:|
z=rcost} (0 = arctan™— .
X

vy =rsint}sing 1} = arccos

Betrachte ein Langenelement ds:
— ds = xi, + yi, + zt, Einheitsvektoren: i, i,, 0,
»\ | — (rsinfcos ¢)i, + (rsinfsin @)ty + (rcos ).

Wim de Boer,

ds.=dr dsg=r dO ds,=r sin® d¢

Karlsruhe Atome und Molekiile, 18.05.2010



Hamiltonoperator fiir kugelsymmetrisches Potential

Wir betrachten nochmals den Hamilton-Operator wie er zum Beispiel bei der Diskussion des
Wasserstoff-Problems auftrat. Es ist

H(7.p) =T (P) + V() (573)

Wir stellen den Laplace-Operator A = V2 in Kugelkoordinaten dar Es 1st

gr_ 10 (.,.a)Jrvﬁ‘?

— a_ |7 5
r2 9r ar 2

: a) (576)

und dem Quadrat des Bahndrehimpulsoperators kénnen wir den Operator der kinetischen Energie
schreiben als

L

T=T+ . (577)

T 2m e
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Vertauschungsrelationen

Wir wollen nun die Vertauschungsrelation fiir die Komponenten des Drehimpulses ermitteln. Wir
berechnen den Kommutator

g - f'yf‘.? - ﬁzﬁu . (54‘3)

Hierzu betrachten wir zunéichst den Operator f,yfz. L,L.—L.L, = ihL
- . . f-".2-":::1: - ﬁzﬁg i-ﬁ ,I:y
LyL: = (pat = Paz) (Pay — PyT) S

= D:TPzlY — PrZPrY — P2TPyT + Pr2PyT

N ;. T3 D om a P
= YPXPy — ZYP; — TPPy T ZPyPr

Kurzform: (543)

In dhnlicher Weise erhalten wir durch explizites Ausrechnen LxL = ihL
L.Ly = yp:pox — 2yP; — T°Paby + 2PyThs - (544)

Wir subtrahieren jetzt (544) von (543) und finden

-,

L,L, - L.L,=yp, (xPy — Pox) + 2Dy (PoT — TP5) . (545)
Unter Verwendung der obigen Vertauschungsrelationen zwischen Ort und Impuls bekommen wir

L L. — L.L,=ih(yp, — py2) = ih L (546)

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 18.05.2010



Vertauschungsrelationen

Gesamtdrehimpuls und eine der
Komponenten nur gleichzeitig zu
bestimmmen.

Gesamtdrehimpuls und Energie
gleichzeitig zu bestimmmen.

Z-Komponente des Drehimpulses
und Energie gleichzeitig zu bestimmmen

E(W)
I(1 + 1)h*F (6, @)
H'?ﬁF{ . "'I"'}

&[‘ 'I Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 18.05.2010 20




Drehimpuls in der QM

Wadhrend also in der klassischen Mechanik der Drehimpuls eines
Teilchen, das sich ein einem kugelsymmetrischen Potential bewegt,
nach Betrag und Richtung zeitlich konstant ist, sagt die QM, dass
zwar der Betrag des Drehimpulses zeitlich konstant ist, dass aber
von seinen drei Komponenten nur eine einen zeitlich konstanten
Messwert besitzt! Dies kann man auffassen als eine Prdzession

des Drehimpulses um die Achse mit dem konstanten Messwert.

Weiter sind die konstante Komponenten quanhsuer'r mit Eigenwerten

V/(*1) h fiir fund mh fiir 7, mit —l<m<|

Beweis folgt

&[‘ 'I Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 18.05.2010
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Rdumliche Einstellung eines Drehimpulses

IL| =
[(+1)]" T

y

Abbildung 3.11: (a) Raumliche Einstellung eines Drehimpulses. (b) Einstellméglichkeiten des Drehim-
pulses L mit der Quantenzahl / = 2. Ly und L, sind unbestimmbar, nachdem |L| und L: festgelegt wurden
und liegen auf Kegelmanteln.

Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators sind die Kugelflachenfunktionen.Fiir
jedes Paar Quantenzahlen I,m gibt es eine eigene Funktion Y, (0,¢) (spdater mehr)

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 18.05.2010



Mathematisches Intermezzo

Gradient einer Funktion f: V f

of ., 19f 1 af

V= —il, +-—
T=% +r‘699—|—r21119650

Divergenz einer Funktion F :

V F= L .

&51,‘ | ﬂ SE &3 i@
ar oe i

Os 8 sy (] Ha a Os
IF, | 5L IFp| 32 || 5z 8F¢|—?l i

Toae || oy A || Or
dr ae ( )

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 18.05.2010



Mathematisches Intermezzo

(2) in (3) :

‘U’Ef:?+vf:;~[a Eﬁlllg_i‘Fagrslng_i_Fﬂga( h Sf)}

72sin8 | Or' r rsin @ e

_ l?ai( z_i)_|_ . (E%sin&?%g)—l—r:silnzgg;{

sin @

oder:

1 o [2
vﬁ — = |

wobei [? = [2 + {2 4- 12 = Drehimpuls? und der dazugehdrige Operator 12

- .| 1 a8 (., 0 1 0
I = —h" | ——|smb— | + —
sin & 00 a0 sin” 6 Op?

Beweis folgt

D.h. die Winkelabhangigkeit des Laplace-Operators wird durch den Dre-
himpuls bestimmt.

& Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 18.05.2010



Drehimpulsoperator von kartesischen Koor.
in Kugelkoordinaten umwandeln

Fiir Funktion f = f (r, 0, ¢) gilt:

(Il=7TxpP):
df = %{dr -+ %dﬂ + %dcp und demzufolge :

oder & — 9@ | 909 | 99 D

or of a8 of Bga S‘f a
—|_ —|_ dx Oz Ir +Bm39 dx S’

dx Or dx 96

wobel:

ar _ o e k2 .2 a2 2 e — Do
e -~ = sinflcosp (aus : r? = z* 4 y* + 2% — 2rdr = 2xdr — Z-

sin 6 cos ¢ )

= ’H'?ld darccos o

— M(aus : 8 = arccos -
- Ve ryres? o

2oz

— r2a/ @2 fy?

Yy _sing o — o Y
x4 y? 7 sin @ (EII_IS - P arctan - )

cosBcosp 8  sing J

—_— I. s i
x 51119{:05&‘05? —|_ r o8 rsin @ e

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 18.05.2010



Drehimpulsoperator von kartesischen Koor.
in Kugelkoordinaten umwandeln

Analog folgt:

a o .- - sin@cos e I cose O
. Ay sin 6 sin kpﬂr _|_ T a0 _|_ rsin @ e

Einsetzen in [/.:

. G
[. = —ih—
I

so auch:

_ P 9

2h |sin op—— cot @ cos po——
@59 -+ wf?a

¥

[ L 0 st d 9
co in HQE?-' CcOS upﬂgd

womit fur
P=024+ 102412

9 (inp? ), 1
sin0a0 \" " "86) " sinZ 0 92

folgt:

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 18.05.2010



Stehende Wellen auf einem Kreis

fi“r?

Betrachte stehende Wellen auf einem Kreis (cosg oder eim?)
Randbedingung: 2 (¢)= & (p+21) oder Aeim® = Aeim(v+2n)
= m=0,+1,:2.. (Quantisierung durch Randbedingung!)

Betrachte EEEE=T] :i & (p)= =hm & (¢) —z-Wert des
- Drehimpulses ist

quantisiert!

Wie groB ist Gesamtdrehimpuls, d.h. Erwartung voni>

&[‘ 'I Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 18.05.2010 27



Eigenwert des Drehimpulses ist JI(1+1) h

Warum ist der Eigenwert von (= 1(14+1)A" und nicht [’/
Annahme: 2F(8, ) = w?h*F(8, ¢)
Zu beweisen: w? = [(l + 1)

[ Fm = (lo—ily)(L,
[F+P+M .}Fhm
(I - E—ﬁfz)ﬂm

(W?h? — m2h* — mh*)F,,.(1)
Setze F;jm — Fgﬁmnm — ngg

Dann gilt : f‘I‘FIaanam = 0 oder damit aus (1) w? = m2 4 Mmee = 0 oder (2)

W? = Mynaz(Mmaz +1) = 1L+ 1)
Da L, immer kleiner als L,,; muss gelten: |m|< | und 1>0,1=0,1,2,3

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 18.05.2010




Maégliche Werte von L, fiir mehrere Werte von L,

L. in Einheiten von h

Abbildung 3.10: Mogliche Richtungen eines Drehimpulses mit definierter Komponente L. und definier-
tern Betrag |L| fur verschiedene Bahndrehimpulsquantenzahlen /.

Da |L|>Lz und Lx, Ly unbestimmt, liegt Vektor L auf Kegelmantel
mit Offnungswinkel cos® = |m|//1(1+1)

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 18.05.2010



Zusammenfassung Drehimpuls

Klassische Mechanik: Drehimpuls in kugelsymmetrischen Potential
nach Betrag und Richtung zeitlich konstant - alle drei Komponenten
haben wohldefinierte Werte.

Quatenmechanische Beschreibung:
Betrag von L zeitlich konstant

L| = J!(f + 1) .h, aber von Komponenten hat nur L- zeitlich konstanten
Welwert - anderen beiden Komponenten nicht gleichzeitig mel3bar.

Z-Richtung sei "Quantisierungsachse’

20 A

L ¥Y=I1l+1).7 und L.¥ =mh¥?Y = Quantisierung der
Richtungseinstellung.

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 18.05.2010



Rdumliche Einstellung eines Drehimpulses

IL| =
[(+1)]" T

y

Abbildung 3.11: (a) Raumliche Einstellung eines Drehimpulses. (b) Einstellméglichkeiten des Drehim-
pulses L mit der Quantenzahl / = 2. Ly und L, sind unbestimmbar, nachdem |L| und L: festgelegt wurden
und liegen auf Kegelmanteln.

Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators sind die Kugelflachenfunktionen.Fiir
jedes Paar Quantenzahlen I,m gibt es eine eigene Funktion Y, (0,¢) (spdater mehr)
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Zum Mitnehmen

Die Randbedingungen der SG fiihren zur Quantisierung der Energien

Ein beliebiges Potential kann im Minimum als quadratisches Potential
angendhert werden (Taylor-Entwicklung). Dies entspricht das
Potential eines harmonischen Oszillators, dessen Energien

wieder quantisiert sind. Die Wellenfunktionen der einzelnen
Energieniveaus konnen elegant mit Aufsteige- und
Absteigeoperatoren bestimmt werde.

Drehimpulse sind quantisiert:

A +

IL| =
+1)1"2h
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