Vorlesung 11.:

Roter Faden:

Losung der SG fiir das H-Atom

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch: Demtréder, Experimentalphysik 3,
Springerverlag
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Das Wasserstoffatom

Elektron in kugelsymmetrischen Coulombfeld des Kerns
Schrodingergl. exakt loshar.
sonst existiert nur numerische Losung

Aber: Spektren d. H-Atoms zeigen Feinstruktur - diese kann mit
Schrodingergl. vorerst nicht beschrieben werden.

In relativistischer Theorie jedoch beschreibbar.

Ziel: alle wesentlichen mdglichen Phanomene an Hand
Einelektronensystem behandeln.
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Atom mit kugelsymmetrischem Potential

Kugelsymmetrisches Potential: E,.; = f(r)

Ubergang . kartesischen Koordinaten (x,y,z) auf Kugelkoordinaten
(r,9.¢) - siehe Abb.

Es gelten folgende Trasformationsgleichungen. 2y B =ED
X = rsindcos g = r = ? "
y = rsindsing = 3 = arccos :}\/r

A —
z = rcosd = ¢ = arctan(y/x) LN

Differentiation im A-Operator —

A=LL(22) 4 L (6ngL )+ 1L
e O cr r?sind 00 oJ rosind cp”
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Winkelabh. des Impulsoperators entspricht Drehimpulsoperator

A= L2 ;*:L]+ (wmﬂ )-— .
e or cr inJ -:“3 cJ nd oo’

- s 1 O _ O |
- = —h~ sin— | + —5—-

sin & 90 0 sin” 0 dg*

oz _ | H(EEJ) 2
= —|""— |- =
0

re dr 515 her?

Eigenfkt. des Drehimpulsoperators sind
17'(9.9) = Pj'(cos9). ©u(9) ...Kugelfldchenfunktionen  (spéter mehr)

mit Quantenzahlen |,m, die Quantisierung von I und I,
bestimmen: Elgenwer'Te V/(+1) b fiir Tund mh fiir 1, mit —-I<m<I
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Der Drehimpuls

Im kugelsymmetrischen Coulombpotential gibt es

nur radiale Krdfte, d.h. keine Drehmomente auf

das Elektron im H-Atom! Daher erwarte ich
Drehimpulserhaltung im Falle der Kugelsymmetrie

und Wellenfkt. sollte Eigenfkt. des Drehimpulsoperators
sein. Bei mehreren Elektronen wird Kugelsymmetrie
aufgehoben- > kleine Stérungen -> kdnnen nur
numerisch berechnet werden.

Hier nur Einelektronatome.

o

Kugelflachenfunktionen sind Eigenfunktionen desOperators .-
Drehimpuls ist quantisiert: |L| = JI(I+1).h
[...Drehimpulsquantenzahl
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3-D Schrédingergleichung in Kugelkoor.

— DAY+ EpolV = E¥Y mit AP = &L 4 & | ST

2m ox e, '|| B cz™

Schrodingergleichung in Kugelkoordinaten

L < (r: cl )+ 1 — (a]ﬂ&tl )+
r= or cr r<sing o

+ 1L (E - VI)Y =

e sindg  odp-

Losung mit Produktansatz: ‘Y (r,3,¢) = R(r).0(3). 0(¢)

Erwarte als Lésungen:

1) o viele Energieniveaus, die nur von r abhdngen, d.h. «
viele Energieeigenfunktionen, erwarte ich Polynom in r mit « vielen
Termen, da die Zustandsfkt. Linearkombinationen der Eigenfkt. sind.

2) Da die Energien nur von r abhdngen, erwarte ich, dass die Winkelab-
hdngigkeit der Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Raum auf der Fldche
eines Einheitskugelskugel abgebildet werden kann. Dies ergibt fiir
©(0) ¥(¢) die beriihmte Kugelfldachenfkt, die Eigenfkt. des Drehimpuls-
operators sind. Da das Elektron eine stehende Welle bildet, erwarten
wir fir &(p) = Ce mo,
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Lésung der 3-D Schradingergleichung

Einsetzen In Schrédingergl. in Kugelkoordinaten
1115({(1"-' )_|_ S111.3 5(11135@)_'_

+22 (E — V(r)r’sind = —,—I,%
h T

Linke Seite hangt nur von r und 9 ab, rechte nur von ¢
Gleichung muB fur ALLE Werte von r,9, ¢ gelten —
Beide Seiten mussen gleich einer Kostanten C; sein —

Fur rechte Seite: <L — ¢, @ m ganzzahlig
o | = “"magnetische”
Lésungsfunktion: @ = 4. e=/Cio Quantenzahl durch

® muR im ganzen Raum eindeutig sein — Randbedingung in 2

O(p) = O(p +n.2x) = 127 = | — [C)
Damit ergibt sich fur die Losungsfunktionen @, (¢) = 4.e™?

mmitm = Z

2T

Normierung: J DO5H(p). Dp(@)dp =1 = 4 = L

20
O
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Stehende Wellen auf einem Kreis

)l% - Fa F i -'-.|'
1 ¢} i) /=
_ Em? + } re dy _, r hip2

Betrachte stehende Wellen auf einem Kreis (cos¢ oder e'™?)
Randbedingung: & (p)= € (p+21) oder Aeim® = Aeim(e+2n)
= m=0,+1,+2.. (Quantisierung durch Randbedingung!)

Betrachte -= ‘;; $ ()= =fm & (¢) —z-Wert des
Drehimpulses is'

quantisiert!

Wie groB ist Gesamtdrehimpuls, d.h. Erwartung voni?
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Eigenwert des Drehimpulses ist JI(I+1) h

Warum ist der Eigenwert von (2= 1(I4+1)A* und nicht [2h* ?
Annahme: *F(8, ) = w*h*F(8, ¢)
Zu beweisen: w? = [(Il 4 1)

E—E-I—Ff,ﬂl = (fm o Ifﬂ)(fm —|_ ify)F;,m
(p - JE - ﬁ-'zz)FE,m
= (Wh? — m?h* — mh*)F(1)

SEtze FLTH — Flamfnmm = FE?E

Bewels:

Dann gilt : EJFFEMRM = 0 oder damit aus (1) w® = m2 __ 4 Myqe = 0 oder (2)

W? = Myaz(Mumaz + 1) = 1L+ 1)

Da L, immer kleiner als L, muss gelten: |m|< 1 und 1>0,1=0,1,2,3
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Mdgliche Werte von L, fiir mehrere Werte von L,

..... | lLV . N 'i — __%7(\
7 ] |5, ~ N ./
T T W NI NN T
L AR VAR WAL,
-4“; /=2 \/ \ \/
5 ) |=3— : f\/

Abbildung 3.10: Mogliche Richtungen eines Drehimpulses mit definierter Komponente L; und definier-
tem Betrag |L| fur verschiedene Bahndrehimpulsquantenzahlen /.

Da |L|>Lz und Lx, Ly unbestimmt, liegt Vektor L auf Kegelmantel
mit Offnungswinkel cos® = |m|/J1(1+1)
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Lésung der 3-D Schradingergleichung

I

Normierte Funktionen: @©,,(¢) = #L

aT

Funktionen sind orthogonal - es gilt: | D5 Ppdp = Oy
0

Omn = 1 fUr m = n sonst Null
Bestimmung derLosungsfunktion O(39)

Vorgangsweisn:—:-'
St 3 ( = dR )+—EI - {sin 93== FE' )+

%(E — V(r))r sing = C; = ﬁ?3 mal —L

S1n~9

und umordnen — rechts nur Terme in &, links nur solche In r
+ L (P24 2m2(E - V(r)} =

R dr
1113‘:6)+ = (>
Sin 3

1

sin-G .::FJ}(
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Lésung der 3-D Schradingergleichung

Vorsicht: m hat hier zwel Bedeutungen

m...Masse und m = /C; - magnetische Quantenzahl

Wieder gilt: Linke Seite hangt nur von r ab, rechte nur von 9
Gleichung muRB fur ALLE Werte von r und 8 gelten =

Belde Seiten mussen gleich einer Kostanten C, sein =

Erhalten fur Funktion ©(%):

' ( oY __m  _ _~. _
Osind 43 s J dd ) (-.. m=magn. QZ

m=0undcosd = — Legendresche Differentialgl.

Lla-H2]+00=0
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Lésung der 3-D Schradingergleichung

Losung in Form einer Potenzreihe:
Reihe darf nur endlich sein, damit ® auch

O = ag + a1 + axé’ T fir £=+1, d.h. 6=0 oder 180, endlich bleibt

Einsetzen - Koeffizientenvergleich (gleiche Pot &F)

k(k+1)-C3

(F+2).(k+1)

Reihe hat endliche Zahl an Gliedern - Reihe bricht nach |-ten Glied ab,
dh.aj=0aberam, =0 = C,=/(/+1) mt /e N

Rekursionsformel: ap» = ax.

| ="Drehimpuls” QZ = ganze Zahl aus Randbedingung von ©

Reele Losungsfunktionen - Legendre Polynome

®;(&) = const. Pj(cos§)

Wegen Eindeutigkeit d. Aufenthaltswahrschellichkeit am gleichen Ort
gilt ©(3) = £0(5 + 1)

_\S(IT Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 20.05.2010
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Lésung der 3-D Schradingergleichung

m=magh. QZ

- Y E ' 1l d {.,04d9 Y\ _ m:_ _ )
Farm # 0 lasst sich 51— (594 ) - 24— = =,

durh "assozierte Legendrefunktionen” |6sen - enthalten m

Bestimmungsgl.: P1*(cos9) = const. (1 = &*)™? ;’%(P;(g))

Weil P,(¢) Potenzreihe bis &' = es muR gelten m| < I
Da m positiv aber auch negatlv sein kann gilt;
—[ <m <+l

-
|'.L

4

Normierungsbedingung: J P (cosd)| sindd = 1

J=0

ﬂ(rll Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 20.05.2010
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Lésung der 3-D Schradingergleichung

Produktfunktion:
Y'"(3, @) = Pl'(cos8). D, () ....Kugelflachenfunktionen

I 27

Normierung: | [ [¥7'(9.¢)? sin9d9dp = 1

9=0 =0

Y7(9,9)|°...Aufenthaltswahrscheinlichkeit im
kugelsymmetrischen Potential - Abhangigkeit in 3, ¢

g(llll Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 20.05.2010 15



Kugelflachenfunktionen fiir /=0,1,2,3

] m Y (D, ¢) -
I
0 0 i
i . ) ]
1 +1 T4 Vﬁ = sine?
/3 cos ©
0 E \, ~cos v
2 +2 %\x / 13 sin® Pe™2? zZA
+1 ¢% Vf ﬁ cos ¥ sin Y et? }4
0 1 /54 3 3
H\,-’#E{ 2 cos? ¥ — sin” 1 ) >
- - 'Ill % +37q CN
3 +3 :FE \, sin® Yed3? |
e
+2 11/ 25 cos ¥ sin” ve® P
75 .
+1 qtévf% sin® (5 cos? ¥ — 1)e®™?
1 /7, 3 A x
0 7 v’ (5 cos> 19 — 3cos ¥ )

Das Absolutquadrat der Kugelfldchenfunktionen |¥7(2,¢)[* gibt die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit eines Teilchens im kugelsymmetrischen Potenzial als Funktion der Winkel

% und ¢ an.

ﬂ(llll Wim de Boer, Karlsruhe

Atome und Molekiile,

20.05.2010
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Kugelflachenfunktionen fiir /0,1,2,3

- _ ]
1=0 1
0.6 - 06 -
330 30| -0 ]
0.4 4 0.4 -
300 60 _
0.2 - ; 02-
00270 90 o070
0.2 - 0.2 -
240 120 1
0.4 4 0.4 4
0.6 - 06 -
0.6 - 0.6 -
04 - 04
300 |
0.2 - 02 -
0.0270 0.0 4
0.2 - 0.2 - 0.2 -
240
04 - 0.4 - 0.4 -
06 - 06 - 06 - ' 150
180 180 180

Abbildung 3.7: Polardarstellung des Absolutquadrats der normierten Kugelflachenfunktionen. Die Lange
des Vektors vom Ursprung zu den Kurven gibt |17"(cos )| fiir die verschiedenen Winkel ©# an. Alle
Diagramme sind rotationssymmetrisch um die =-Achse, die hier als vertikale Achse gewahlt wurde.

ﬁ(llll Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 20.05.2010 17



Quadrat der Kugelflachenfunktionen fiir =0,1,2

| =1 1=1

m=10 m=1
4

1=2 % { =2

m=1 m=2

Abbildung 3.8: Dreidimensionale Darstellung der Quadrate der normierten Kugelflachenfunktionen | 17|
fir /=0,1,2 und 3. Zeichnet man einen Vektor vom Zentrum der betreffenden Figur in eine bestimmte
Richtung, so gibt die Lange eines Vektors vom Ursprung zum Schnittpunkt mit der Oberflache der Figur

den Wert von |¥77|* an.
ﬂ(llll Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 20.05.2010
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Quadrat der Kugelflachenfunktionen fiir /=3

=

=3
m=10

Abbildung 3.8: Dreidimensionale Darstellung der Quadrate der normierten Kugelflachenfunktionen |17
fur /=10,1,2 und 3. Zeichnet man einen Vektor vom Zentrum der betreffenden Figur in eine bestimmte

Richtung, so gibt die Lange eines Vektors vom Ursprung zum Schnittpunkt mit der Oberflache der Figur
den Wert von [¥77]? an.

ﬂ(llll Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 20.05.2010 19



n / m Bezeichnung | Entartungsgrad | m| Winkelfunktion

1 [0] o 5 1 0 s=1/\an
f
2 | 1| -1,0,1 p 3 0 p::iﬁcoaﬁ
1 Pe=y %sin Y COS
3.
Py = V’ 7= sinvsing
3|2 -2bis+2 d 5 0 | dy2 ,0=1/5/161(3cos* ) —1)

.= /15/4xsinv) cos 1} cos ¢

dy- = /15 /4w s v cosd sing
. — C s .
2 | do_p=+/15/4xsin" ¥ cos2g

dy, = \/15/4msin’ ¥ sin2¢

I | d,

4330553 7 7
5 4| -4 bis +4 7 9
65 -5Dis+5 J 11

n=Hauptquantenzahl aus Rydbergscher Formel
(bestimmt Energie unabh. von |,m, daher Entartung der Energie)
Tabelle 3.3: Funktionennamen und Entartungsgrad fir Zustande mit verschiedener Drehimpulsquanten-
zahl /. Ebenso gezeigt ist die mathematische Form der Winkelfunktionen fir die s-, p- und 4-Zustande
in kartesischen Koordinaten.
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Die 5 Kugelflachenfunktionen fiir =2, n=3

3d

o<

I 3d,,
3d,. .
-] 2Ty
- z& g 15
g 3d.. -
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Zusammenfassung

Wir wollen zum Abschluss dieses Abschnitts einige allgemeinen Aussagen zusammenfassen, die sich
beziiglich der Kugelfldchenfunktionen. also den Eigenfunktionen des winkelabhingigen Anteils der
Schrédinger-Gleichung, machen lassen:

o Die Wellenfunktionen geben die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir das Auffinden des Elektrons im
Emelektronenatom (z.B. Wasserstoffatom) an. Die Kugelflichenfunktionen J7 beinhalten dabel
die Information tiber die Winkelabhingigkeit dieser Amplitude.

o Die Charakterisierung nach Drehimpulsen entspricht einer Multipolentwicklung, wie man sie aus
der Elektrodynamik kennt.

o Wie im Falle des freien quantenmechanischen Teilchens 1st die Wellenfunktion des Einelektronen-
atoms intrisisch komplex. Die komplexe Phase wird durch den Winkel ¢ bestimmt. Dabet wire
es moglich durch Linearkombination von 17" (¢, ¢) und ;7™ (23, ¢ ) die komplexe Phase zu elimi-
nieren. Dies wiirde aber bedeuten, dass die entsprechende Funktion zwar weiterhin Eigenfunktion

von L? aber nicht mehr von L. wire, !

g(llll Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 20.05.2010 22



Kugelfldachenfunktionen

1.7. Spherical harmonics
2: Spherical plot of the absolute value

EN
non
L4

1: Introduction
# 2:Spherical plot of the absolute walue
5: Spherical plat or the real part orbltal)
4: Map of the complex values
5: Colar plot an the unit sphere

ﬂ(llll Wim de Boer, Karlsruhe

Topics

Spherical harmonics 1

fof 2)
Y™ (0, )

A non-negative function f(#,) of the angular vari-
ables can be visualized by a spherical plot. In the
direction defined by ¥ and v we plot a point at a
distance r = f{i, ) from the origin. The set of
all these peints forms a surface in three-dimensional
space.

Spherical Plot of |

Atome und Molekiile,

~ Mavigate
m: 554 -F2-101 25456
Egjlmm e e e a@esssses
Sl mem@ @@ e s EEew
BB EE R R
R R R R R
o Ew
'R
-

oo kL R

[ Irl | Re T I map ISphere

1731
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Losung der Radialabhdngigkeit der SG

Atomkern: Ladung +Z.e, Masse m»
Elektron: Ladung -e, Masse m,

A - DAY ZE P - By, )

2m 2my T © degr

——1 Ay'T" Kinetische Energie des Elektrons

— ,,hj A>'T" Kinetische Energie des Kerns

_Ze_\p potentielle Energie der Coulombwechselwirkung

-1£|;|

FUhrt man reduzierte Masse 1t = (my.m>)/(m1 +m2) €in =
DAY 4 B ()Y = EY

Kugelsymmetrisches Potential: 'T'(r. 3.¢) = R(r). 17 (2. ¢)

Funktion R(r) und Energieeigenwerte bestimmen.

ﬂ(rll Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 20.05.2010
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Lésung der Radialgleichung

Produktansatz: ‘Y(r.%. ¢) = R(r). Y7 (3. ¢)
Gleichungf Radialfunktion:

L L () + 2 (E =~ Epor()R(r) = <57
Drehimpuls ‘L‘ - Jii+1) R

Mit Coulombpotential ergibt sich
et (Er 55 ) - S Jro) -

r— oo lerme mit 1/r und 1!r~ - ()

d2R(r)
dr?

ﬂ(llll Wim de Boer, Karlsruhe
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Randbedingungen fiir Radialgleichung:

erwarte Aufenthaltswahrs. maximal fiir
bestimmte Bahnen zwischen r und r+dr.

Definiere W(r)=r R(r), so dass 4rn|W|2dr
die Wahrscheinlichkeit angibt, dass Elektron
in Kugelschale zwischen r und r+dr zu finden.

Setzt man R(r) = W(r)/r in Radialgl. ein, dann
findet man fiir r=© : W= Aekr + Be-kr mit
k=(V(2uE))/h

ﬂ(rll Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 20.05.2010 26



Lésung der Radialgleichung

Dies ergibt  R(r) = W(r)lr = 4" + £ ¢

E>0 Y(r1) = 2elo) Elektron das Kem verlassen wil
/weite Term - einlaufende Kugelwelle (StoRprozeR)

Fr E < 0 gebundene Zusténde mit x = /<2uE h=i.k
R(r-=m)=4.¢e™ + 5"

R(r) normierbar; endlich - B =0

g(llll Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 20.05.2010



Losung der Radialgleichung

() Elektronenwelle  (b)
__,,.-i..._”“f = A_._ alkr 4 A g-ikr A
=0l E<0 r

Abbildung 3.12: (a) Ein- und auslaufende Kugelwellen eines Elektrons im kugelsymmetrischen Poten-
zial mit positiver Gesamtenergie £ > 0. (b) Exponentiell abklingende Amplitude der Wellenfunktion des
Elektrons bei E < 0.
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Lésung der Radialgleichung

Allgemeine Lésung: R(r) = u(r).e™ einsetzen, mit a = ;f;
_f;* +2(L - h}i + [ = _1:' ]” — () Ldsung:
| | Laguerre Polynome
Fdr u(r) Potenzreihenansatz - a = n.x
.. Y. 7l 2
Energieeigenwerte: E, = — 20 = _ é“fﬁ = _Ry* £
EA LN { E,:':,.".".".“ ' v
Rydergkonstante Ry* = -5
: Eqfl™

Identisch mit Energieformel gemafR Bohrmodell!
Quantelung von a aus Randbedingung dass Wellenfkt =0 im «

Anmerkung:

Gebundene Zustinde - gequantelte Zustinde
Aus Summation ergibt sich fiir Drehimpulsquantenzahl: / < »n — 1

ﬂ(rll Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 20.05.2010 29



Losungen der SG fir QZ n,I,m

Tabelle 5.1. Die normierten radialen Eigenfunktionen R(r) "
lf.uguerrr:*-!’uf_}mmw‘}Iur ein Elektron im C nulnmh Potential
“ x=Zrinag. oy = 4m]h

l Rn,l" 1 "‘:.l'

(N = (Z/nag)*

e 44

Tabelle 5.2. Die normuerten vollstiindigen Fléht_nhlﬂkllnnm
eines Elektrons im Coulombpotential V(r) = —Z e~

[/ (dmgyr)

Eigenfunktionen 1), ; ,, (1. &, @)

l 0 2Ne
2 0 2Ne (1 — x)
gt
2 I = Ne *x
3|0 e (1ot B
3 | 2\/,—NE x(2 —x)
Ly L T
3 & m Ne:ox
4 o |oNe(1-3x42¢ - %)
&1 3N (1-x+%)
¥ :
/ E AL ]
4 2 2y/3Ne % (1)
2 —x.3
4 3 NﬁNe X

ﬂ(llll Wim de Boer, Karlsruhe
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3/2
ol {2
dv/ 2 \ o
0 I z 3/2
4421 \ fo

&L ¢=Zr/ 20 cog oY
0

3/2
s e (i) f: e~ 21120 gin Petip

—Zr/ 3ay ‘ﬂl‘l 9 E:I:E::,ra

o ﬂ) E—E"_I'Eﬂu

£y

- Q) Zr o =Zr{3ay cog 13

i Q) Zr o—Zr{3ug sin Petie

SL‘J“ | 21" J‘)E—zﬁ"}u[;
iy

(i

tIn

~Zrf ‘”utlqu 0—1)

—Zr{3ay sin tfcos t?ﬂiw
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Nomenklatur

Quantenzahlen - Buchstabennomenklatur.

zB.: Zustand mitn=2, =1, m=0 = 2pc - Zustand
nN=4,1=3, m=2 = 4fo - Zustand

Energie des Zustands hidngt NUR von Hauptquatenzahl ab!

Es gibt daher zu jedem 7/ wegen —/ < m < +/ insgesamt (2/+ 1)
energetisch gleiche Zustédnde — entartete Zustande

n—1

=0
verschiedene Zustéande (n,l,m) mit n” verschiedenen Wellenfunktionen
V,m(r.3.¢) = verschiedene raumliche Verteilung - z.B.: alle Zustande

mit | = 0 haben kugelsymmetrische Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Diese Zustande haben ALLE selbe Energie E,, — i = »’
“Entartungsgrad”
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Nomenklatur

Tabelle 5.3. Buchstabenbezeichnung der Zustande (/, m

o S e
e

o e
A

i

ﬂ(llll Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 20.05.2010 32



Radialfunktionen

20

rin Einheiten von a/Z

rin Einheiten von a_/Z

0.8~
— h=2
n=1
¥ 15 s 08
;;q;: ! F%‘““ RES
= Z 04
o o
210 :
a a
: 3 02 R3p
i i
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Rdaumliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit

(2,0,0) v

(3.0,0)

(=3.1,0) =.,2,0)

Abbildung 3.15: Schnitt durch die raumliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons in einem Ein-
elektronenatom fur verschiedene Quantenzahlen .7 ).
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Radialer Aufenthalts-
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Vergleich mit Bohrschen Atommodell

Der Erwartungswert (r) = [y 7R (v)r*dr fiir den mittleren Abstand des Elektrons vom Kem ist die
quantenmechamische Grofe, die dem Bohrschen Radws entspricht. Er ergibt sich fur den Grundzustand
des Wasserstoftatoms mt der 1s-Wellenfunktion aus Tabelle 3.5 zu

J_\ I — 3 - ;
o= A e/ gy = (3.3.92)
Hnﬂ 2
r=(

Der quantenmechamsche Erwartungswert stimmt also nicht ganz mit dem Bohrschen Radius iberem.
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Zum Mitnehmen

Die dreidimensionale SG fiir das H-Atom ldsst sich wegen
der Kugelsymmetrie des Potentials in drei eindimensionale
Gleichungen der Kugelkoor. r 6 und ¢ umformen.

Die Wellenfkt. kann als Produkt VY (r.3.¢) = R(»). Y7 (9. ¢)

geschrieben werden, wobei R vom Potential abhdngt
und die Kugelfldachenfkt. Y durch den Drehimpuls fiir
aller kugelsymmetrischen Potentiale bestimmt wird.

Niza An ahkhhhs Ll n'n Aaln-"nvlln- ot in
Die drei unuuuuuglgc Fieicni ungern jurnimern 4u Jdrer Rarnuwve

mit drei Quantenzahlen: n,|,m, wobei die Haupfquan’renzahl
n die Energie bestimmt, | die Quantelung des gesamten
Drehimpulses und m die z-Komponente des Drehimpulses.

Zu jeder Energiewert gehdren k=3 ,_,"-! (21+1) =n? Eigenfunktionen,

alle mit der gleichen Energie (n>-fach entartet).
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