Vorlesungen 7+8:

Roter Faden:

Losung der Schrodingergleichung
Operatoren und Messungen

Siehe auch: http://www.chemie.uni-bremen.de/stohrer/skript/QM-Skript.pdf
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Zum Mitnehmen

Die Wahrscheinlichkeit einer Messung in der QM
wird gegeben durch das Quadrat der absoluten
Wert einer komplexen Zahl ¥, die man
Wahrscheinlichkeitsamplitude nennt, z.B.

fiir die Wahrscheinlichkeit P ein Teilchen zu einer
bestimmten Zeit an einem bestimmten Ort
anzutreffen gilt:

P=|¥(x,1)|2

¥ ist eine Losung der Schrédingergleichung:

H ¥(x,1t)=E ¥(x,1)

wobei H der Energieoperator und E die Energie ist
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Nochmals “Herleitung” der Schrédingergleichung

Nehme zuerst de Broglie - Welle fiir eine ebene Welle N freies Teilchen

W = expilbker — wt) (1)

p = hk (2)
E = hw (3)
k., w sind unabhangige Parameter, d.h. p und E unabhanglg
22 2
Fiir ein freies Teilchen mufs jedoch gelten: E = —23,“— oder hw = _:-1 k (4)
Schridinger: Wie kann man (4) mit (1) verkniipfen?
pund E mit Ableitungen von ¥ nach x und nach t verkniipft:
.3 d
hiwW = 2h = (5)
(4) wird erfiillt, wenn gilt ( siehe (5) + (6) )
SG (7) :
R® d2T AT
- — 2 Fr—
2rrig dax2 ot

Die Schrddingergleichung (Wellengl. kann Aufenthaltswahrscheinlichkeit (AW) eines

Teilchen als Fkt. von Ort und Zeit zu bestimmen. Bedeutung in QM daher wie F=ma
der KM, womit Bahn als Fkt. von Ort und Zeit bestimmt wird!
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Die relativistische Wellengleichung (Klein-Gordon-6Gl.)

Re]atlﬂstlsch kann man eine ahnliche Gleichung herleiten:

statt E = benutzt maﬂ E2 = p?c? + m*c?

oder (ﬁ.m}z = (hk)*c? + m?
2 2
oder -ih;% = hic zd el + m2

oder ?12;_22 — A+ mﬁﬁ?’i} U(x,t) =0

oder |:||—|— T } U(x,t) = 0 (Klein-Gordon-Gleichung)

5‘2 . N 6‘2 5.2 5.2 ﬂﬂ
ﬂ:Quabla = 5z — A(—Laplace Operator) = 57 — 57 — 5y7 — B

Ebenso :

Dirac-Gleichung fiir s = %- Teilchen (s = 5 =Spin)
Procca-Gleichung fiir s = 1 Teilchen (s = 1 = Spin)

Fur das Wasserstoffatom: o = V“ 1L — 13? SO V < < C

— nicht mehr relativistisch — Schrndlngerg121hung O.K.

Vorteil der SG: E > O (immer). KG: auch E<O (=Antiteilchen)
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Losung der S6

Pr(x,t) ist eine Funktion von 2 unabhiingigen Variablen — Variablentrennung, — d.h. versuche Lésun-
gen W (z,t)= @(x)f(t) (8)
Mathe:

Die allgemeine Losung der DGL ist eine Linearkombination dieser trenmbaren Losungen : W(x,f) =
Z;::J=1 wnl(z) fnlt)

- . 2 2
Fir (8) gilt: |5 = tpg—f g =227((9)

Schridinger-Gleichung : (9) in (7) : (10)

AR bhvont) h L8 )+ V(1)
f df aon.vont ) = 2-;;—199,[-1;1;2 Lo DOTLIE + (N

"

nur moglich wenn . = R = Konstante = E
Jetzt: 2 Gleichungen:

1. ihs = Ef (11)

2 g2
2. — 22 L V= Eyp (12)

(Die Variablentrennung hat die partielle DGL in zwei normale DGL umgewandelt!)
Losung von (11) : f(t) = c:exp(—-i%
Losung von (12) : nur lésbar, wenn das Potential V(x) bekannt ist.

Allgemeine Lésung der Schridingergleichung (13):

= Ent
W(x,t) =) caly u:exp{-i%)

n=1
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Losung der S6

Eeaf:htw Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist unabhéangig von t:
i|111| dV = [UbdV = | "1'11‘1{-|-.!E“Ijlu,:'i'\].ll—i—}tﬂ = [@*pdV = i|u,,| dV

{-unabhmblb von ) Es gibt stationdre Ldsungen!
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Der Hilbert-Raum

Dreidimensionaler Vektorraum

HIiLBERT-Raum

Die Vektoren v, 72,7, ... sind die Elemente des
Vektorraumes.

Die Funktionen fi(7), fo(7), fa(r),... sind die

Elemente des HILBERT-Raumes.

Die Vektoren szind eindeutig festgelegt durch
die Angaben der drei Komponenten a,, (mit
p=1,23, ..., und g = 1,2,3) entlang der
drei Basisvektoren €, e, und €., d. h. der Vek-
torraum ist dreidimensional.

Die Funktionen sind eindeutig festgelegt durch
die Angabe der Funktionswerte fiir die unend-
lich vielen Punkte 71, ..., 7~ 1m dreidimensio-
nalen Vektorraum, d. h. der HILBERT-Raum ist
unendlich-dimensional.

& &, & 7 .
1| oan a2 as filr) | Alm) b)) o filr)
B 21 oo @93 fal(7) fal7y) fal7a) Sfa(r)
T as1 32 33 fa(7) falr) falra) falrac)
Veltorsumme: Funktionensumme:

(6.1)

3 =171 + 7o

fa(7) = f1(7) + fa(T) (6.2)
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Der Hilbert-Raum

Skalarprodukt, d.h. Multiplikation korrespon- Skalarprodukt, d.h. Multiplikation korrespon-
dierender Komponenten, dann Addition der dierender Funktionswerte, dann Integration
(drei) Einzelprodukte. uber den Definitionsbhereich des gesamten HIL-
BERT-Raumes [H™ (Addition der unendlich

vielen Einzelprodukte).

(il fa) = [ () fol ) AV (6.4)
-

Orthogonalitdt, d. h. gilt ¥; - 75 = 0, dann sind Orthogonalitit, d.h. gilt {fi|f2) = 0, dann sind

r1 und 75 linear unabhéingig. f1(7) und fo(7) linear unabhingig.
Vektortransformation: TF = 7 Funktionsoperation: Ofi(F) = fa(F)

Wenn O|f>=0|f;> dann heisst

|f,> eine Eigenfkt. von O und

o der zu O gehérende Eigenwert.
Eigenwerte entsprechen Messwertel

Die Transformationsmatrix T' ist linear, wenn Der Operator O ist linear, wenn
I'(ri+7m2) =T(")+T(r) O(f1(7) + fa(7)) = O(f1(7)) + O(f2(7))

t11 t12 t1a 11 21
to1 tag fog ap | = | aa2
ta1 ta2 faa aia e
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Der Hilbert-Raum

Jeder Vektor 7, ist auf jede vollstindige Basis [ Jede Funktion f,(7) ist auf jede vollstindige

e Basis ,projezierbar®.
wprojezierbar®. :

III—TH

pi .!-f'"-f

(p1€5 + 0,96, + A3€, (6.5) =1

Einheitsvektoren im Hilbert-Raum meistens geschrieben

als: "ket-Vektoren” |2> und das Skalarprodukt wird dann

<&| &> wobei <&| als “bra-Vektor” bezeichnet wird und
komplex konjugiert + transponiert bedeutet.

Skalarprodukt ist also ein “"bracket” und entspricht "Modulus”
einer komplexen Zahl, z.B. &=(x, +iy, 0) und &*=(x,-iy,0)

<&*|&>=x2+y?.
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Eigenwerte und Eigenfunktionen

Figenfunktionen beschreiben Figenzustande, d.h. physikalisch mogliche Zustande, die durch messhare
(Groken, den Eigenwerten, charakterisiert werden,

Allgemeine Eigeufuul{tinusgleichuug: 0 U = OV ( O = Operator, 0 = Eigenwert)
Operator anwenden entspricht der Durchfithrung einer Messung,
— Kollaps der Wellenfunktion auf Eigenfunktion, z.B. Schrodingers Katze:

"I’H = Cllljb T Cg‘l’nb—} C} ‘IJH = "I"b oder 0‘1"[;: = ‘Ijnb
(¢:Messung durchfiihren = “gucken” — Eigenfunktion ¥, oder Uy,

Grundpostulat der Quantenmechanik:

Messungen und Projektionsoperatoren der Wellenfkt. auf Eigenfkt fiihren
beide zur “Kollaps” der Wellenfkt auf eine Eigenfkt. Der Eigenwert o der
Eigenfunktionsgleichung 6%=0¥ ist identisch mit dem Messwert. Zu jedem
Messvorgang gibt es einen entsprechenden Operator.
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Kurzfassung der Eigenschaften der Eigenfunktionen

1. Eigenfunktionen sind orthonormal, d.h. ihr Skalarprodukt ist = 0;
2. iibliche Schreibweise: |W >= Jr < | = Jr*
(Dirac - Notation: <| = BraVektor,|>= KetVektot <|> Bracket)
[T wdV = [P dV =< ¥ |T >
(Beachte: ¥ komplex, daher & = a + ib oder Aexp(iy) — ¥*= a - ib
oder a-exp(—iy) — ¥*¥ = (a+ib)(a-ib) = a®+ b?
oder U*W¥ = Aexp(—ip)-Aexp(ip) = A®

1

Orthonormal: 0

z.B.: < Wy |1I-'}{ == oy Wy + coWrpp |C1 Uy + coWrnp =
2 < Wy | Wy > + €3 < Unp [Wnp > + 20102 < Wy |[Upp >
= ¢? 4+ ¢2 = 1, wobei:

c,z = Wahrscheinlichkeite, dass Katze bewusstlos ist
cs = Wahrscheinlichkeit, dass Katze nicht bewusstlos ist

2. Eigenfunktionen sind komplett , d.h. alle miéglichen Eigenzustinde sind beriicksichtigt (*Vektror-
raum komplett aufgespannt”)

z.B.: ¥ hat nur 2 orthonormale Komponenten, d.h. die Katze ist entweder bewusstlos oder nicht

bewusstlos.
Bei der Eigenfunktion der Energie hat man unendlich viele Energieniveaus
(E O‘T:?) — oo groler Vektrorraum — Eigenfunktion und Polynome mit unendlich vielen Termen.
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Beispiel

Gegeben sei der Zustandsvector eines Systems mit zwei maglichen Zustdnden
|¥>=a,|®8,>+ a,|®,>. Die Eigenfunktionen sind |&,> und |&,> und eine Messung
wird mit Wahrscheinlichkeit 0,2 das System in Zustand |&;> vorfinden.

In der QM wird diese Wahrscheinlichkeit ausgerechnet durch Anwendung des
Operators A auf den Zustandsvektor. Z.B A|&,>=|%,> und A|&,>=0 wenn A
der Projektionsoperator auf den Zustand |&;> entspricht. Weiter gilt fir
orthogonale Basis < &,|%;>=1 < &,|%,>=0

In der Praxis entspricht die Anwendung eines Operators eine Messung, weil
eine Messung auch den Zustandsvektor auf eine Eigenfunktion projiziert!
Z.B Operator A entspricht bei der Katze eine Messung des Blutdruckes,
womit bestdtigt wird dass die Katze nicht bewusstlos ist. Beide, Messung
und Operatoranwendung verursachen einen Kollaps der Wellen- oder
Zustandfunktion auf einen Basisvektor (=Eigenzustand).

Damit gilt <¥|A|¥>=0,<&|Aay|B >+ + 0,<T,|A| 0,|B,>=0,2 d.h
der "Uberlapp” von |¥> und <Z| bestimmt die Wahrscheinlichkeit.
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Erwartungswerte

Allgemein: Erwartungwert < O > einer Variablen O (x) ist [ O(z)f(z)dz,

wobei f(x) die Wahrscheinlichkeit ist, dass D(x) vorkommt.

In Bracket-Schreibweise: < 0 > = [¥* O (x) ¥(z)dz = < U|0O|¥>,

wobei ¥(x) eine Eigenfunktion des Operators O ist, d.h. OU(z) = OF (O = Messwert).
Beweis: < O > {Erwartungswert} = [ U*0 Udx = {O0 = 00} = O ¥*¥dx = 0 {Messwert}

Aufgabe: Finde fiir jeden moglichen Messwert den zugehérigen Operator C}I

. e
Energieoperator: H- z‘im% + < mu.: 2% , denn es gilt:

2.2

HU = B (—Schrédingergleichung) mit E = Py ITmwie

Zm

Hieraus folgt: Beachte:
Jede Messung projiziert
* Impulsoperator: p = 5 ¥ auf Eigenfunktion, d.h.
o Ortsoperator: beeinflusst ¥. Dies kann
+ . in Theorie nachvollzogen
* Drehimpuls : | | werden durch Projektions-

operator, der auch “Kollaps
In Komponenten : [, = zp, — ypy = 2yl -
* v u | der Wellenfkt. herbeifiihrt.

”n
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Zusammenfassung der Operatoren fiir Observablen

Wim de Boer, Karlsruhe

[ WOWdV
R’
[ U wdV
R* Kurzschreibweise fiir
Berechnung eines
Mittelwertes eines
Operators (entspricht
Mittelwert einer Messung):

<0>=<¥|0|¥>/<¥|¥>
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Vertauschungsrelationen

Allgemein: 2 Observable sind gleichzeitig messhar, wenn 020; = 0102, d.h. die Operatoren sind
vertauschbar, oder 0,0, - 0,0, =0

In Kurzform : [ Oy, 02 ] = 0 ([0,02] = 0,0, - 0,0,) (auch Kommutator genannt)

Beweis: 01‘1’ = {)111‘—} X 02} — 0 01: 0201‘1’ ( )

(0201 0102)‘1’ (0,0,-0,0,)¥=0, wenn ¥ gleichzeitig Eigenfkt.

von O; und &, ist. Kommutator glelch O bedeutet also das Messung

von O1 keine Nachwirkung fiir anschliessende Messung von O, hat.
Umgekehrt: wenn Kommutator zweier Variablen # O, dann sind diese
nicht gleichzeitig scharf zu bestimmen. Unsicherheit gegeben durch [ ].

Bsp C) 0 0= naw( )
{jp{jm:n_(ﬂ n-'l,-_l_?h B\F()
(0:(-010 - Opom}‘l’ = %‘I-' oder IGIOP] = %

= Ort und Impuls sind NICHT gleichzeitig messhar, weil die Operatoren nicht vertauschbar sind
(wie man das ja aus der Heisenberg schen Unschérferelation auch erwartet hatte).
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Weitere Vertauschungsrelationen

Gesamtdrehimpuls und eine der
Komponenten nur gleichzeitig zu
bestimmmen.

Gesamtdrehimpuls und Energie
gleichzeitig zu bestimmmen.

Z-Komponenete des Drehimpulses
und Energie gleichzeitig zu bestimmmen

Figenfunktionen der Energie sind auch Eigenfunktionen des Drehimpulses.
Zustandsvektor fiir die Energie im Vektrorraum unendlich vieler Energien:
> = Z:le cnWy (¥, = Eigenfunktion fiir das Energieniveau E,)
—<E>=<UHU>=} " AE?
L’.ﬁ = Wahrscheinlichkeit, Energie E;, zu messen.

Bei Messungen an vielen Atomen (NICHT viele Messungen an EINEM Atom wegen Kollaps der
Wellenfunktion!)

findet man fiir die mittlere Energie: < E > =Y c2E?
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Bedingungen einer Zustandsfunktion

Eine Zustandsfunktion mufi, aufier dafi sie Losung der SCHRODINGER-Gleichung ist, drei Kriterien
erfiillen. damit sie physikalisch ,sinnvoll® sein kann:

1. Stetigkeit:
Es darf keine .,Spriinge” im Funktionsverlauf geben.

. Eindeutigkeit:
Zu jeder Kombination von Variablenwerten gibt es genan einen Funktionswert.

. Quadratizsche Int ﬁgriu?rlmrkeit 1nd Normierbarlkeit:
Die bei der Losung der SCHRODINGER-Gleichung (2.2) erhaltene Zustandsfunktion ¥ ist nicht not-
wendigerweise normiert, das heifit das Integral f dW = f Re f Re - f e T dbydVe. .. dVy ist
nicht notwendigerweise a priori gleich eins. Da die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen 1 irgendwo im
Raum. das Teilchen 2 ebenfalls irgendwo im Raum, ... und das Teilchen N irgendwo im Raum zu
finden. gleich eins ist, mufi dieses Integral aber immer gleich eins sein. Um dies zn erreichen, wird
die Funktion ¥ mit der Normierungskonstanten ¢ multipliziert, wobel ¢ daduarch bestimmt wird,
dafi das Integral [dW = [ R I R --- I R el dVydVz . dVy (als .Summe® der differentiell

kleinen Einzelwahrscheinlichkeiten dW) gleich eins gesetzt wird:

fl:lﬂ-"zf f j AT el dVdVs . dVy =1 (2.9)
R*J R R*

Daraus folgt der Ausdruck

. 1
t'\ I:'\_

e S S v AV, VY

der mur dann definiert ist, wenn das Integral im Nenner endlich ist; die Zustandsfunktion also,
wie man sagt, quadratisch integrabel ist. Die Funktion e ist ebenfalls Losung der SCHRODINGER-
Gleichune:
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Ubersicht der Postulate der QM

Postulat 1 (Existenz einer Zustandstfunktion) Jeder Zustand eines Systems von N Tetlchen mit
der jeweiligen Masse my; wird so vollstdndig wie mdaglich durch eine Zustandsfunktion (v, 7o, ..., Py . 1)
beschrieben.

Jede experimentell mefibare Grdfse des Systems (,Observable®) Lann mitiels der Zustandsfunftion U
berechnet werden.® So ist beispielsweise der Ausdruck Ul AV dVe . dVy proportional der Wahrschein-
liehheit AW zur Zeit t das Teilchen 1 an der Stelle ¥ im Volumenelement AV, das Teilchen 2 an der
Stelle Fo im Volumenelement dVa, ... und das Teilchen N an der Stelle ¥y im Volumenelement dVy 2u
finden.

Postulat 2 (Quantenmechanische Operatoren) Zu jeder Observablen O des Systems Borrespondiert
ein entsprechender gquantenmechanischer Operator O, deren elementaren Vertreter in der Tabelle :
aufgelistet sind.

Postulat 3 (Scharfe Messung) FEs gebe einen Satz identischer Systeme jeweils mit der Zustandsfunf-
tion U, die Eigenfunktion zum Operator O sei, so daff gilt O = ol. Jede Messung der Observablen O an
den einzelnen Systemen ergibt immer den gleichen Wert o; jede sich wiederholende Messung an ein und
demselben System ergibt ebenfalls tmmer den selben Wert o, sofern die Messung nicht den urspriinglichen
Austand ¥ des Systems verdndert.

Postulat 4 (Unscharfe Messung) FEs gebe einen Satz identischer Systeme jeweils mit der Zustands-

funktion U, die nicht Figenfunktion 2um Operator O sei. Messungen der Observablen O an den einzelnen

Systemen fithren nicht 2um jeweils gleichen Wert, sondern 2u einer Vgrteilung, deren Erwartungswert®

durch <o0>=<¥|O|¥>/<¥P|¥> gegeben ist

aDie Variablen 71,72, ..., 75, t der Zustandsfunktion (7, 72, ..., 7. t) werden hiufig aus Platzgriinten ™ nicht explizit
angegeben.

PBei einer endlichen Zahl von Messungen wird der gefundene Mittelwert in der Regel vom berechneten Erwartungswert
abweichen; erst bei einer unendlichen Zahl von Messungen geht der Mittelwert in den Erwartungswert iiber.
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Ubersicht der Postulate der QM

Postulat 5 (Schriodinger-Gleichung) Die Zustandsfunktion U ist Lisung der SCHRODINGER-Glei-
chung (2.2).

EV=HU = (B, +V)¥ (2.2)

Der Operator H = E};,, + V wird als HAMILTON-Operator bezeichnet, wobei Ej;,, und V fiir die Opera-
toren der kinetischen bzw, potentiellen Energie stehen. Diese Operatoren ergeben sich aus den klassischen
Observablen gemifl Postulat 2 wie folgt:
1 1.
Ejin = =mi? = —p" (2.3
kin = 9 om’! &9)

l—— 1 R, |
Erin = —pp=—(=thV)(-thV) = = —V (2.4)

2m 2m ‘ 2m

“Das Integral f R OdV bezeichnet die Integration iiber den gesamten Dr.‘:ﬁnitirlnshcreich des dreidimensionalen Haumes

. . . . " . o0 o0
R? und stellt damit eine Kurzschreibweise fiir das dreifache Integral f - f drdydz dar. Der Ausdruck dV

hezeichnet hierbei das differentiell kleine Volumenelement dV = dz dyd=.
In der Literatur werden die Integrationsgrenzen bei der Integration iiber den gesamten dreidimensionalen Raum hiauhg
weggelassen, so dafl sich die Svmbolik fiir diese Operation auf den Ausdruck f OdV beschrinkt.
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Losung der SG im eindimensionalen Fall

Die zeitabhingige SCHRODINGER-Gleichung fiir diesen einfachen Fall lautet dann:

I (.t he 920 (x.t
T i L) AL A L) R VA T (2.13)
ot 2m  Or?

Es gilt jetzt, eine Funktion ¥(x,t) zu finden, die sowohl dieser Gleichung geniigt als auch alle Nebenbe-
dingungen erfiillt.

1. Ansatz

Am simpelsten ist die Methode, sich der bereits bekannten Funktion (1.36) einer harmonischen Welle zu
bedienen.

U(r, t) = Asin(k,z — wt) (2.14)
Durch Einsetzen iiberpriift man, ob die Funktion Losung der SCHRODINGER-Gleichung ist.

dsin(k,z — wt) h2A 92sin(kyx — wt)
ot - 2m dr?
h2Ak2

—1hAwcos(k,.x — wt) . = sin(k,x — wt) + VoA sin(k,.x — wt) (2.16)

1hA

+ VoA sin(k,x — wt) (2.15)

. , (PR N L ‘ .
—ihwecos(k,r — wt) = 5 — 4+ Vo | sin(k,x — wt) (2.17)
m

Diese Funktion ist offensichtlich nicht Lisung der SCHRODINGER-Gleichung, da die linke Seite nicht gleich
der rechten ist.
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Ansatz zur Losung der SG im eindimensionalen Fall (1)

Durch Einsetzen wird wieder gepriift, ob die Funktion (2.18) Lésung der Gleichung (2.13) ist.

IIJI::;E? f:l _ chiili}n:m..t!—ujf:l _ ‘4Cikmn‘c—imf |:218:]

(i'}{:‘i“;m‘t:_“;ﬂ ?-12‘4 E}gﬂi{kmxtf—u}f} .
hA————— = — - VpAel!lFer—wh) 2.19
i ot 2m Or? + vode \ )
—_ P ER . 'i!'":l hz P “ S xfjl - “ N 'fj .
1h( —lw)Ae" =" = —%U ko) Ae\ =T LV e TR TR (2.20)

ih(—iw) = ——(1%k3) + 1} (2.21)
2m
h2k?

fiw = =~ 4+ 14 (2.22)
2m

S

=+ — (2.23

2m + fi i‘ )

Die Funktion ist also dann Losung der SCHRODINGER-Gleichung, wenn die Bedingung der Gleichungen

(2.22) bzw. (2.23) erfiillt ist.

Nur komplexe Funktionen als Ldsung der SG!
Gilt nicht fiir relat. Klein-Gordon-Gleichung,
weil dort die ZWEITE Ableitung der Zeit vorkommt.
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Ansatz zur Losung der SG im eindimensionalen Fall (2)

Die Bedingung (2.22) ist physikalisch sinnvoll, da sie nach Einsetzen der DE BROGLIE-Gleichungen (1.56)
und (1.57) zur klassischen Energiebedingung fiihrt.

B2
ho= =% 1 (2.92)
2m
1
COm
E= %mﬂf + ¥ (2.25)

E=5=4V (2.24)

Die Zustandsfunktion U(x,t) = Ae'==<t) ist, wie bereits erwihnt, eine komplexe Funktion und kann
nach EULER in einen Realteil und einen Imaginirteil zerlegt werden.

U(z,t) = Acos(k,z — wt) + 1A sin(k,x — wt) (2.26)

Der reelle Funktionsteil steht fiir eine sich in z-Richtung von links nach rechts bewegende harmonische
Welle mit der z-Komponente k, des Wellenvektors k& und der Kreistrequenz w. Fiir den imaginiren
Funktionsteil gilt dies analog im imaginiren Raum.
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Ansatz zur Losung der SG im eindimensionalen Fall (3)

Als nichstes soll die konjugiert komplexe Funktion von ¥(z, 1) in Gleichung (2.27) getestet werden.

T*(,t) = A*e ilker—wt) (2.27)
i:j{:,—i{kmm—mt} ﬁ:}l* E:Jﬁe—i{ﬁ.:w\t:—u;fj 3
hA*—— = — ——— + VAt et (2.28
At 2m 2 ! 2.25)
SE Ak~ kg —wt) EE 21,24 g* —1{kzz—wt) roA*  —1{kgz—uwt) (
h(lw)A e "Wt = — —_(17f ) A e et T L P A e Mm Tt (2.29)
2m
o he g g . .
h(lw) = ——(17k7) + 1o (2.30)
2m
W2 ,
~hw=—"F4+W (2.31)
2m

Die Funktion ist zwar im mathematischen Sinne Losung der SCHRODINGER-Gleichung, aber vom physika-

liSChC"H Stﬂ-ﬂd :J'U.Ilkt- alls lln&:il]ﬂi.":‘ Y dﬂ- 'E"iﬂﬂ Ilﬂ‘:‘fi-t-i.fﬂ' (}C'Sﬂnltﬂﬂﬂl"‘:‘iﬂ —hu.r' I"["F::U]t-iﬂrt{'\ ﬁ'ﬁ-hrﬂﬂd diﬂ GC" C‘Ili‘.*ﬂ]..t-'["
LT L ] ,
ﬁgki

5=+ Vo immer positiv ist.
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Ansatz zur Lésung der SG im eindimensionalen Fall (4)

Eine Variation der Funktion ¥(z,t) ist die Funktion ¥'(z,t) = Aell=Fzo=wt Wia sich sehr leicht durch
Vergleich zeigen lafit, ist ¥'(x,t) ebenfalls Lésung der SCHRODINCER-Gleichung, mit dem gleichen Er-
gebnis wie im Ansatz 2. Die Zustandsfunktion U/(z,t) beschreibt ein sich auf der x-Achse nach links

bewegendes Teilchen. Die allgemeinen Losungen der SCHRODINGER-Gleichung lauten dann folgenderma-
fien:

Uy o(z,t) = £ 0 (2.36)

U oz, 1) = AeFer=et) £ feil“haa =t (2.37)

U o(z,t) = Ao (eMe™ £ 7o) (2.38)
U, o(z,t) = Ae ™" (cos(k, ) + isin(k, ) + cos(k,z) T isin(k,z)) (2.30)
U (2,t) = 247" cos(k, ) (2.40)
Uh(z,t) = 24e " “"isin(k, ) (2.41)

Beide Zustandstunktionen entsprechen im Realteil stehenden Wellen und sind ebentalls physikalisch sinn-
volle Losungen der SCHRODINGER-Gleichung, wie sich durch Einsetzen in die SCHRODINGER-Gleichung
leicht zeigen lafit.
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Zusammenfassung

Tabelle 2.2 Die Wahrscheinlichkeitsdichten und Eigenwertgleichungen fiir die gefundenen Zustandsfunk-
tionen. Die erste Spalte enthélt die zugrundeliegenden Funktionen, die alle Losung der SCHRODINGER-
Gleichung sind. Die zweite Spalte enthilt die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Teilchen. In den letzten
drei Spalten sind die Eigenwertgleichungen fiir die angegebenen Observablen aufgefiihrt; der erste Teil
der Gleichung steht im Tabellenkopt, der zweite in der Tabelle.

dW — —
Funktion f Ez‘f*‘ =...|pf=... | Ef=... Hf =..

o 1i2h2

I [:;11 t:] = ‘4(\1[""”}'_*#) A*A Tk, U fiw Wl (,}—? 1 ID) s
2m

f b , , h2k? f

U (2,1) = Aeil-her—wt) A'A —hk, U fuw 5 L4V U
2m

. ) f PN

Uy (z,t) = 24e " cos(k,x) || 4A*Acos®(k,z) ¢ hwly }—* Vo | Iy
2m

- g, coL Rk

Uy (z,t) = 24e™™ Ysin(k,z) || 4A*Asin®(k,z) © hwWs T?; + V0 ) ¥y

JA*Adx wird « fiir x> © da A*A unabh. von x! Also ebene Welle NICHT quad.
integrierbar. Muss Welle lokalisieren, damit A*A null wird im Unendlichen!!!




Erwartungswert von p

Der Erwartungswert wird hier nur einmal exemplarisch fiir die Zustandsfunktion ¥} (x, t) berechnet,
da das Ergebnis fiir W5 (x, ) das gleiche ist.

o
Jr' III’;L* (a0, t::lmlIfi (e, t)dx
—
=
S o (e, )W (L t) dae

—

o)
S 24re'f cos(k,x) { —ihi-} 24e * cos(k, ) da

— D

‘.f'. 2A*ewt cos(k,xr)2Ae 1t cos(k, x)dx
4A* Aitk, [ cos(k.x)sin(k,.x)dx

— XD

(P = (2.54)
4A4*A [ cos?(k,z)dx

Dieses Integral 148t sich leicht graphisch 16sen. Das Integral [ cos(k,x)sin(k,x)dz im Zihler ist

tiber eine ganzzahlige Phase gleich null, ansonsten endlich und klein, nimlich maximal f wie sich
v

graphisch ebenfalls leicht zeigen ldt. Das Integral [ cos?(kyx)dz im Nenner ist unendlich groB.

Damit folgt fiir den Gesamtansdruck:

o
= —

(p.) = 1Rk 0< |a| <

1
2k,

{:pn‘} =0

Abschliefiend bleibt zu bemerken, dafl zwar alle vier Zustandsfunktionen Losung der SCHRODINGER-Glei-
chung sind, sie aber im Sinne der Quantenmechanik noch keine ,guten® Zustandstunktionen darstellen,
da keine von ihnen quadratisch integrierbar ist.
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Wellenpakete sind Ldsung der SG

Wellenpaket ist Superposition vieler Wellen: gy [ O )ellkor—w () g 1.

_Taxpm,n hZ 920 (z,t)
T C9m Ox2

fan)
i 2 a2
iﬁi (-TIZ[I: . :Ic.iikmi'—u,lihm :'f:'c'l;:T — _ﬁ_i (—T(;ﬂ . -:I{:.il:-'!n:mﬂ.t'—:..;,ll:l!ﬂm ]f:'clkT
ot h ' Im O '
— — o0
1(! cx t—wi b )t Wher—wikyg )

ot

/ 1hC (k) _ dk., ] — dk. (2.61)
\ or

T 2
f —f—c[a;ﬂ]{i%ﬁjac-i'i*mﬂ‘—w'“ﬁm?fi'd;.:m (2.62)
T

—

oo
/ ihC I:A, :ll:—lu.:l:k :I] 1(!m\t:—-,;.'li:kz:llf}dkm _
— 00

T 5 o 7 hik2
/ﬁu.,-tikmjac*-mﬁ]c-lf-*w~ﬂ—wf-*w?f-*cuz:m= /ﬁ;” C (ke )eilker—wlka)t) q (2.63)

— N — IR

wlk,) = hk?/(2m) erfiillt ist.

Die letzte Gleichung ist aber nur dann giiltig, wenn die Bedingung
da nur dann die Integranden gleich sind, q. e. d.

Wellenpakete sind Lésung der SG und sind quadratisch integrierbar

Atome und Molekiile, 04.05.2010
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Wellenpakete als Lésung der SG jedoch
begrenzt durch Unschadrferelation

(_TIIJE{‘-J: :IC"H' Fpr—w(fky)E) d rIC:T

Liegt als Anfangsbedingung eine Gauss-Kurve vor

{ ;;"’ y Wahrscheinlichkeitsdichte <¥|¥>

2

x ‘ ug [ o2t | b o,
x,0) = ug exp {——} soist @Q(k) = — exp {———1#.1'} dr = up—==exp {——f; }

2b? ) 2h? Vo 2

=P

ebenfalls eine Gauss-Kurve, denn es 1st fi: exp{—paz’ + gr}dr = \/% exp {q—}

T(x, )/

Die Fouriertransformierte eines gaussformigen Wellenpaket mit Standardabweichung o
ergibt im Impulsraum wieder einen Gaussform, jedoch mit Standardabweichung 1/c !
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Unschdrferelation im Phasenraum

Phasenraumpunkt [dx,dy,dz,dpx,dpy,dpz] nicht beliebig
genau zu bestimmen:AxApx>h  AyApy>h  AzApz>h
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Lésung der SG bei Streuung am Doppelspalt

t = 0.00

Teil der
Welle
reflektiert.

Anfang:

Gaussches
Wellenpakef

&[‘ 'I Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 04.05.2010 30



Losung der SG bei Streuung an einem attraktiven Potentialwall

t = 0.00

Streuung von
2 Teilchen
(Gaussche
Wellenpakete)
mit Impakt-
parameter z O

&[‘ 'I Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 04.05.2010
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Lésung der SG in einem externen Potentialfeld

lonisationsgrenze

Coulombpotential # Rechteckpotential
bei kleinen Abstdnden

Abb. 5.5. Termschema des H-Atoms entsprechend den Energiewerten in (5.18). Die Energieskala ist mabstabsgetreu
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Lésung der SG fiir Teilchen in einem endlichen
Potentialtopf (schwach gebundener Zustand)

—no <2< 0  (Bereich I)
0 <x<a (Bereich II)
a <x< oo (Bereich I)

—oc << () (Bereich I)
0 <x<a (Bereich I
E -V, a <xr< oo (Bereich II)

Ansatz: 1];'(;1’.1 f‘) — 'U('I-\)U_l_

h2 d2u(r d2u(x 2m(V(x) — F
v dfulx) + V(z)u(xr) = Fu(x) = (1’1‘(2 ) — ( ;22) )

da?

Lésung (=)
fir II

w ()

Quadratische Integrierbarkeit verlangt
u, fir x<0 und ug fiir x>0.

Zusdtlich Stetigkeit der Ldsung ergibt
gezeichnete Lésung: AW max. im Topf,
aber exp. abnehmend ausserhalb
(=Tunneleffekt, klassisch nicht erlaubt!)
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Lésung der SG fiir Teilchen in einem unendlich
tiefen Potentialtopf (gebundener Zustand)

2?11(1”9—}5‘)‘_ A . o~ i » ’ Ao
Bereich I lim ualzr) = lim AeV n =0 ’ = (BL.IL?C[I I)
v T ula : < a (Bereich 1)

_ 217}(1".5—}:_,'3‘. . - , o~ T \‘ v
Bereich :  lim up(z) = lim Be V % =0 ’ <z< oo (Bereich I

""D — 00 ""CI —

2mE |
s—a=nm mitn=>01,23,...

h

nar Quantisierung

Uy(xr) = C'sin —x der Energie durch

a Randbedingungen!

Bereich I: V(r,t) =10 ~

Bereich 1I: U, (x,t) = Csin (“Fx) e ™' )
L. /nT i m2h%n? Ey = mh70? / 2ma? = 0
= C'sin ( 'r) exp

a h 2ma?

=¥=0, daher sinnlos,
da Teilchen nicht
vorkommt. -> n>0,
d.h. n=1,2,3....

Bereich II: Y(x,t) =0

n=1 entspricht Nullpunktsenergie, die nicht
unterschritten werden kann, auch bei T=0K.
Nach Unschdrferel.= Nullpunktsschwingungen
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Normierung der Wellenfunktion

N Gesamtwellenfuntion:

0
02dax 4+ C? [ sin? nﬁ;’. 1a /['12 lr=1
AUS / dax + /111 au’r+ da 2 | :
e 0 el l:[fn(_’l_‘_’f) — . E S1T1 (

X 2 . J_ J_ X £
S111 ar {.13_’.‘- = = — — 5111 2{1.'1.‘- .
f 2 4a Realteil ¥ formt stehende Wellen

(a8

+0=1
0

Amplitude der
)-©) =

r  sin2%"x
0+ C? [3 T fa” ]
4"

2
2 ([ sin 2%%a

SA\\s T TyE Wellenfkt. ¥,
| fiir diskrete

o [a sin2nm _ s
C* 53— —= * Energieniveaus
@ >« V5 (Eigenfkt.
~2 ' - -
C ( — der Energie)
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Energiewerte, Wellenfkt. und Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

-

X — - -

a 0 a
Abb. 4.16a,b. Energieeigenwerte eines Teillchens 1im unend-
lich hohen eindimensionalen Potenualkasten. (a) Wellen-
funktuonen, (b) Aufenthaltswahrscheinhchkeit W(E ., x) dxy

i x) ]~ dx des Teilchens
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Erlaubte Energieniveaus in unterschiedlichen Potentialkasten

i |

E.
E
E

|
2| .

| |

a U 2a

Abb.4.17a.,b. Vergleich der Energieniveaus in einem eindi-
mensionalen unendlich hohen Potenualkasten der Breite (a)
Ax = a. (b)) Ax = 2a

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 04.05.2010



Korrespondenzprinzip: QM—=KM fiir makroskopische Systeme

In Ubereinstimmung mit der klassischen Vorstellung sind die beiden Bereiche I und I mit unendlich
hohem Potential fiir das Teilchen absolut tabu.

Im Gegensatz zu den klassischen Vorstellungen gilt aber zweierlei:

1. Das Teilchen kann im gebundenen Zustand nicht beliebige Energiebetriige aufnehmen; es sind geméifi
n=1,2,3,... nur bestimmte, scharfe Energiewerte erlaubt.

2. Es existiert eine|Nullpunktsenergie|bei n = 1, die nicht unterschritten werden kann, d.h., das
Teilchen hat diese Energie auch beim absoluten Nullpunkt der Temperatur (7' = 0 K) und kann (in
Ubereinstimmung mit HEISENBERG) damit natiirlich niemals in Ruhe sein.

Der Abstand zwischen den erlaubten Energieniveaus E,, ist um so kleiner,
¢ je grifler die Masse m und
¢ je grifler der dem Teilchen zugestandene Raum, d. h. je grifer die Topflinge a ist.

Das bedeutet, daff bei makroskopischen Kérpern und/oder bei makroskopisch groBen Potentialtépfen
(z.B. ein Gashehilter mit einem Teilchen darin) die Energieniveaus go dicht aneinanderriicken, dafi das
quantenmechanische Ergebnis in das (scheinbare) Energiekontinunum der klassischen Mechanik iibergeht.

Dies ist das Korrespondenzprinzip
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Erwartungswert von

Fiir den Erwartungswert (z) gilt folgende Rechnung:
+ oo
[ 1]:]: (z, 1)V, (x,f) de
e
0 i .

[i[!:{;r?t}fllin(r,t} dr + /III’:B[I?t‘.]f‘tﬁ[:'ﬂ{;lgt} dr + [IIJ:{I,f::lfl]:fn[i‘.,f]d;r
o 0 a

0

/' U;T_TD d T

— T

E . TET - B 'E . T : En
+ / V'f— sin (ir) 0+1T*;1‘rv"ﬁ— sin (—Ir) e R

l (l (i i

Ox0 dax

0]
+ oo
a

LS
2 - B » Eq i T
foh ny o . D2 L
() =04 e mte ' m ! [ 2gin (—;1?) dr 40
a _ a
0
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Erwartungswert von x

Mit der trigonometrischen Umformung sin® = = %[1 — cos 2x) folgt aus Gleichung (3.38)

a

Ei /r [1 — cos 2 (El)} dx (3.29)
a2, a

]

1 27
- [[;1? — T CO8 n"rI] dr . (3.40)

|

0

In Integraltabellen findet man f recosbrdr = Coggb‘“ + == be  Damit lift sich Gleichung (3.40) weiter
vereinfachen:

' 2nw L 2T “
2 COos TI‘ I sl T;l- 3 _11
S P Inw [ )
aZ b

o . . i -
= Ta  asin 2”;” a 02 4 ° 2”;” 0 sin ‘3:1” 0 349
o 2nw i dn2 2 + 2nm (3.42)
i

(3.43)

(3.44)

Die Erwartung ist, dass der Mittelwert von x in der Topfmitte ist
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Erwartungswert von p, (1)

U (2, t)pe Wz, ) de (3.45)

L “+oo

IIJ'TB[I?HEIIJH[I,f::ld;lf—l-/IIITB[;IT,fT]ﬁII-'H{I,f-::ld;lf—|— /IIJ’;';[;E?t]mII!ﬂ{;r.t} dr (3.46)
J :

dr

—lﬁi[}) dax

T Ep o
—;r) e F | _jh—
a or

9
“ih-20) d:
" ox ) o

L

o vy 2 En . (nm o nm .
o) =0—1h— oH Rt oI /sm (;r) (— 5111( - )) dz + 0
_ a dr a

0

n T nm
; ( ;r) ) dr
a
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Erwartungswert von p, (2)

L

. L 2nm . [/nm nm
(pr) = —th—— [ sin|{—x)cos| —z) dx
a a | a a

0

. . . 2 .
In Integraltabellen findet man [ sinax - cosardz = % sin” axr, daraus folgt:

. 2w [ 1 . 5 mm y|°
Pr) = —1h—5 sin® | —x

nw
a 2 - ﬂ 0

fog b — 3 . 2 .9 m
(pe) = —1h— (sm (—a) — sln (—0))
il i1 a

o ih .
(P *(nm) —0)
:::pn‘:::

Die Erwartung ist, dass der Mittelwert von p, O ist, d.h.
Teilchen hat mit gleicher Wahrscheinlichkeit ein Impuls nach
links oder nach rechts.
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Zum Mitnehmen

Teilchencharakter der Strahlung filhrt zu Storungen bei der Beobachtung

Die Storungen konnen berechnet werden wenn man die Teilchen als
Wellenpakete annimmt. Dies fiihrt zur Unsicherheitsrelation.

Die Wellenfunktion eines Teilchens gehorcht der Schrdodingergleichung

Die beobachtbaren Zustdnde sind Eigenfunktionen der SG

und die Messungen entsprechen der Eigenwertgleichung: O|¥>=o| ¥>
Hier ist O ein Operator, der den “Kollaps” der Wellenfkt. auf
eine Eigenfunktion herbeifiihrt und o ist der Messwert.

Nicht-kommutierende Operatoren entsprechen Observablen, die
man nicht gleichzeitig scharf messen kann und die Wellenfkt.
sind nicht gleichzeitig Eigenfunktionen dieser Observablen.
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Zum Mitnehmen

Die Randbedingungen der SG fiihrt zur Quantisierung der Energien

Klassische Zustdnde sind immer Uberlagerungen von vielen
Eigenzustdnden.

Es gibt eine niedrigste Energie fiir jedes Quantensystem z O, weil
ansonsten die AW O wird. Dies entspricht eine Impulsunschdrfe

und dementsprechend eine Ortsunschdrfe = Nullpunktsschwingungen
(auch bei absoluter Temp. = 0O!)

&[‘ ' I Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 04.05.2010 44



	Foliennummer 1
	Foliennummer 2
	Foliennummer 3
	Foliennummer 4
	Foliennummer 5
	Foliennummer 6
	Foliennummer 7
	Foliennummer 8
	Foliennummer 9
	Foliennummer 10
	Foliennummer 11
	Foliennummer 12
	Foliennummer 13
	Foliennummer 14
	Foliennummer 15
	Foliennummer 16
	Foliennummer 17
	Foliennummer 18
	Foliennummer 19
	Foliennummer 20
	Foliennummer 21
	Foliennummer 22
	Foliennummer 23
	Foliennummer 24
	Foliennummer 25
	Foliennummer 26
	Foliennummer 27
	Foliennummer 28
	Foliennummer 29
	Foliennummer 30
	Foliennummer 31
	Foliennummer 32
	Foliennummer 33
	Foliennummer 34
	Foliennummer 35
	Foliennummer 36
	Foliennummer 37
	Foliennummer 38
	Foliennummer 39
	Foliennummer 40
	Foliennummer 41
	Foliennummer 42
	Foliennummer 43
	Foliennummer 44

