Vorlesungen 7+8:

Roter Faden:
Losung der Schrodingergleichung

Operatoren und Messungen

Folien auf dem Web:
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch: http://www.chemie.uni-bremen.de/stohrer/skript/QM-Skript.pdf
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Zum Mitnehmen

Die Wahrscheinlichkeit einer Messung in der QM
wird gegeben durch das Quadrat der absoluten
Wert einer komplexen Zahl ¥, die man
Wahrscheinlichkeitsamplitude nennt, z.B.

fir die Wahrscheinlichkeit P ein Teilchen zu einer
bestimmten Zeit an einem bestimmten Ort
anzutreffen gilt:

P=|¥(x,1)|2
¥ ist eine Ldsung der Schrédingergleichung:
H ¥(x,1)=E ¥(x,1)

wobei H der Energieoperator und E die Energie ist
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Nochmals “Herleitung” der Schrddingergleichung

Nehme zuerst de Broglie - Welle fiir eine ebene Welle A freies Teilchen

T = expi(bkxr — wt) (1)
p = hk (2)
E = hw (3)
k., w sind unabhangige Parameter, d.h. p und E unabhanglg
Fiir ein freies Teilchen mufi jedoch gelten: E — —23""— oder hw = ﬁ; f (4)
Schrédinger: Wie kann man (4) mit (1) verkniipfen?
pund E mit Ableitungen von ¥ nach x und nach t verkniipft:

I . A
hwWl = i - (5)
il e h2 dZw
210 = - 2o dx= (E)

(4) wird erfiillt, wenn gilt ( siehe (5) + (6) )
SG (7) :

2 d2 - A
—_— — 15t
291 dax? ot

Die Schrédingergleichung (Wellengl. kann Aufenthaltswahrscheinlichkeit (AW) eines

Teilchen als Fkt. von Ort und Zeit zu bestimmen. Bedeutung in QM daher wie F=ma
der KM, womit Bahn als Fkt. von Ort und Zeit bestimmt wird!
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Die relativistische Wellengleichung (Klein-Gordon-6l.)

Relativistisch kann man eine ahnliche Gleichung herleiten:

statt E = £~ benutzt man E? = p*c? + m2ct

Im
oder (hw)? = (hk)?*c? + m*c?
2.1, 2.,
oder -i_ﬁ.zf;tg — ﬁ;ﬁ% + m2cd
; 2 2
oder |52, — A+ 72| (a,1) = 0
oder |+ E&'ﬁ} ¥(xz,t) = 0 (Klein-Gordon-Gleichung)

- . 52 . N 52 5.2 .,5;2 5.2
[D=Quabla = sz — O(+—Laplace Operator) = 505 — 57 — 597 ~ B

b
Ebenso :

Dirac-Gleichung fiir s = %- Teilchen (s = % =Spin)
1

Procca-Gleichung fiir s = 1 Teilchen (s = 1 = Spin)
Fir das Wasserstoffatom: o — %: ﬁ SOV << C

— nicht mehr relativistisch — Schrodingergleihung O.K.

Vorteil der SG: E > O (immer). K6: auch E<O (=Antiteilchen)
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Losung der SG

P(x,t) ist eine Funktion von 2 unabhingigen Variablen — Variablentrennung, — d.h. versuche Losun-

gen W (xz,t)= o(z)f(t) (8)
Mathe:
Die allgemeine Lisung der DGL ist eine Linearkombination dieser trennbaren Losungen : W(x.t) =

Z:.::1 en(x)falt)

Fiir (8) gilt: (3 = M| 2% = L2 |(9)

Schridinger-Gleichung : (9) in (7) : (10)

B oty = K2 1 d2y
1 dt abi-vont) = 2m o dx?

h

(abh.vonx) + V(r)

nur moglich wenn L = R = Konstante = E
Jetzt: 2 Gleichungen:

1. :h¥ = Ef (11)
z g2 -
2. — 2% Vep=Eyp (12)

(Die Variablentrennung hat die partielle DGL in zwei normale DGL umgewandelt!)
Losung von (11) : f(t) = exp{—-i%
Losung von (12) : nur lésbar, wenn das Potential V(x) bekannt ist.

Allgemeine Losung der Schrédingergleichung (13):

= Ent
U(a,t) =Y cnlpexp(i ;: )
n=1 '
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Losung der SG

Eeachte Die Aufenthaltswa]u E-EllElIlllEhl{Elt ist unabhangig von t:
[|lI'| dV = [U*ldV = E“*}L,,mp(  En t}dv [ edV = f|+| dv

(unabhngig von t!) Es gibt stationdre Lésungen!
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Der Hilbert-Raum

Dreidimensionaler Vektorraum

HILBERT-Raum

Die Vektoren vy, 7o, 7, ... sind die Elemente des
Vektorraumes.

Die Funktionen f1(7), fa(7), fa(¥), ...
Elemente des HILBERT-Raumes.

sind die

Die Vektoren sind eindeutig festgelegt durch
die Angaben der drei Komponenten a,, (mit
p=1,2,3,...,0c und g = 1,2,3) entlang der
drei Basisvektoren €, €, und €., d. h. der Vek-
torraum ist dreidimensional.

Die Funktionen sind eindeutig festgelegt durch
die Angabe der Funktionswerte fiir die unend-
lich vielen Punkte 71, ...,7x 1m dreidimensio-
nalen Vektorraum. d. h. der HILBERT-Raum i1st
unendlich-dimensional.

€, €y = 2 o P,
& aij aja  ais f1(7) filr)  filra) fil7se)
) asi asey  asg fa2(7) falr1)  falra) falra)
73| a3 as2  as fa(m) | fa(ri)  fa(r2) fa(7e)
Veltorsumme: Funktionensumme:
Py = 7y 1 7 (6.1) 13(7) = 11(7) + fo(7) (6.2)
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Der Hilbert-Raum

Skalarprodukt, d.h. Multiplikation korrespon-
dierender Komponenten, dann Addition der
(drei) Einzelprodulkte.

Skalarprodukt, d.h. Multiplikation korrespon-
dierender Funktionswerte, dann Integration
uber den Definitionsbereich des gesamten HIL-
BERT-Raumes [H™ (Addition der unendlich
vielen Einzelprodukte).

3
1 - To = Z a1q024 (6.3)
g=1

(filf2) = [ () fa(F) AV (6.4)
[H>

Orthogonalitdt, d. h. gilt 77 - 5 = 0, dann sind
r1 und 75 linear unabhingig.

Orthogonalitit, d. h. gilt {f1|f2) = 0, dann sind
f1(7) und fo(7) linear unabhingig.

Vektortransformation: TF = 7

t11 t12 T13 11 o1
to1 tog fog ayo | = | aa2
fa1 taa fag 13 o3

Die Transformationsmatrix T ist linear, wenn
T(rf] +70) = T{T_ﬁ] + Ti:’.r_"g}

ﬁ("' Wim de Boer, Karlsruhe

Atome und Molekiile,

Funktionsoperation: Of1(7F) = fa(F)

Wenn O|f>=0|f> dann heisst
|f,> eine Eigenfkt. von O und
o der zu O gehorende Eigenwert.
Eigenwerte entsprechen Messwerte!

Der Operator O ist linear, wenn
O(f1(F) + f2(7)) = O(f1(7)) + O(f2(7))

04.05.2010



Der Hilbert-Raum

Jeder Vektor 7, ist auf jede vollstindige Basis ~ Jede Funktion fu(7) st auf jede vollstindige
. Basis .projezierbar®,
Wprojezierbar®,

>
— — — — (i f]"" I FI - Z a Pq Il'l'?ff |: '-FI IG ) TI
rj|.:| - ﬂj‘i‘lg.i" -l_ HE;EE’Q -l_ HE:'EE'T- I,_'{}r'_..'] (_I!':]_

Einheitsvektoren im Hilbert-Raum meistens gescﬁrieben

als: “"ket-Vektoren” |&> und das Skalarprodukt wird dann

<3| &> wobei <&| als "bra-Vektor” bezeichnet wird und
komplex konjugiert + transponiert bedeutet.

Skalarprodukt ist also ein "bracket” und entspricht "Modulus”
einer komplexen Zahl, z.B. &=(x, +iy, 0) und &*=(x,-iy,0) ->

<§*|§>:x2+y2.
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Eigenwerte und Eigenfunktionen

Figenfunktionen beschreiben Eigenzustande, d.b. physikalisch mogliche Zustande, die durch messhare
Groken, den Eigenwerten, charakterisiert werden,

Allgemeine Eigenl’unktimsgleichung: 0 U = O ( O = Operator, 0 = Eigenwert)
Operator anwenden entspricht der Durchfiihrung einer Messung,
— Kollaps der Wellenfunktion auf Eigenfunktion, z.B. Schrodingers Katze:

Uge =0y + 0= 0 Wi = Uy oder 00y = Uy,
(<*Messung durchfiihren = “gucken” — Eigenfunktion ¥, oder Uy,

Grundpostulat der Quantenmechanik:

Messungen und Projektionsoperatoren der Wellenfkt. auf Eigenfkt fiihren
beide zur “Kollaps” der Wellenfkt auf eine Eigenfkt. Der Eigenwert o der
Eigenfunktionsgleichung 6W=0¥ ist identisch mit dem Messwert. Zu jedem
Messvorgang gibt es einen entsprechenden Operator.

ﬂ(“' Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 04.05.2010
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Kurzfassung der Eigenschaften der Eigenfunktionen

1. Eigenfunktionen sind orthonormal, d.h. ihr Skalarprodukt ist = 0;

2. iibliche Schreibweise: |W >= ¥ < | = ¥*
(Dirac - Notation: <| = BraVektor,|>= K etV ektot<|> Bracket)

[EWdV = [ |07 dV =< T |¥ >
(Beachte: ¥ komplex, daher ¥ = a + ib oder Aexp(iy) — ¥*= a - ib
oder a- exp(—iy) — ¥*W¥ = (a+ib)(a-ib) = a®*+ b?
oder U*W¥ = Aexp(—igp)-Aexp(ip) = A2

1
0

= Wy |y =
< Wy | Wy >

Orthonormal:
z.B.: < Wi |"1’}{ =< W + W |c*.1 Wy + coWpp >

=2 < Wy |[Wp > + 02 < Wy Wb > + 20102 < Wp |[Ppp >

o

2 + ¢2 = 1, wobei:

cg — Wahrscheinlichkeite, dass Katze bewusstlos ist
cs = Wahrscheinlichkeit, dass Katze nicht bewusstlos ist

2. Eigenfunktionen sind komplett , d.h. alle méglichen Eigenzustinde sind beriicksichtigt (*Vektror-
raum komplett aufgespannt™)

z.B.: ¥ hat nur 2 orthonormale Komponenten, d.h. die Katze ist entweder bewusstlos oder nicht
bewusstlos.

Bei der Eigenfunktion der Energie hat man unendlich viele Energieniveaus

(E cuca__—:gj — oo groler Vektrorraum — Eigenfunktion und Polynome mit unendlich vielen Termen.
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Beispiel

Gegeben sei der Zustandsvector eines Systems mit zwei moglichen Zustdnden
|¥>=0,|&;>+ a,|E,>. Die Eigenfunktionen sind |&;> und |&,> und eine Messung
wird mit Wahrscheinlichkeit o,? das System in Zustand |&;> vorfinden.

In der QM wird diese Wahrscheinlichkeit ausgerechnet durch Anwendung des
Operators A auf den Zustandsvektor. Z.B A|&,>=|%,> und A|&,>=0 wenn A
der Projektionsoperator auf den Zustand |&,> entspricht. Weiter gilt fir
orthogonale Basis < &,|&,>=1 < §,|%,>=0

In der Praxis entspricht die Anwendung eines Operators eine Messung, weil
eine Messung auch den Zustandsvektor auf eine Eigenfunktion projiziert!
Z.B Operator A entspricht bei der Katze eine Messung des Blutdruckes,
womit bestdtigt wird dass die Katze nicht bewusstlos ist. Beide, Messung
und Operatoranwendung verursachen einen Kollaps der Wellen- oder
Zustandfunktion auf einen Basisvektor (=Eigenzustand).

Daﬂ’\i'l‘“gilf <\P|AI\P>=GI<§1|A0'1|§1>+ + 0L2<§2|A| 0L2|§2>=0L12 d.h
der “"Uberlapp” von |¥> und <&| bestimmt die Wahrscheinlichkeit.
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Erwartungswerte

Allgemein: Erwartungwert <. O > einer Variablen O (x) ist [ O(z)f(z)dz,

wobei f(x) die Wahrscheinlichkeit ist, dass O(x) vorkommt.

In Bracket-Schreibweise: < 0 > = [¥* O (x) ¥(z)dz = < ¥|O|¥>,

wobei ¥(x) eine Eigenfunktion des Operators O ist, d.h. O¥(z) = O¥ (O = Messwert).
Beweis: < O > {Erwartungswert} = [ #*0 Wdx = {O0 = O} = O U*Wdz = 0 {Messwert}

IAufgahe: Finde fiir jeden moglichen Messwert den zugehorigen Operator (f)l

. n  a® 2
Energicoperator: H — m 7%, denn es gilt:
gleol Imodz? T2 T 8

A¥ = E¥(—Schrédingergleichung) mit E = £ + Tmw?a?

2m

Hieraus folgt: Beachte:
- Jede Messung projiziert
¢ Impulsoperator: p = 55 ¥ auf Eigenfunktion, d.h.
s Ortsoperator: & = x beeinflusst ¥. Dies kann
+ -, . . in Theorie nachvollzogen
* Drehimpuls : | =7 xp —l=7 x 7 werden durch Projektions-

. operator, der auch “Kollaps”"
In Komponenten : I, = xpy — ypo — L= ?[*% - 'yﬁ] der Wellenfkt. herbeifiihrt.

ﬂ(“' Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 04.05.2010
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Zusammenfassung der Operatoren fiir Observablen

Pz
Py

P-

—

P
O = f(r,p,t)
FE

[ UOUdV
R®
[ o wdv
R

O = f(7.—ihV, 1)

d

S(IT Wim de Boer, Karlsruhe

Atome und Molekiile,

Kurzschreibweise fiir
Berechnung eines
Mittelwertes eines
Operators (entspricht

Mittelwert einer Messung):

<0>=<¥|0|¥>/<¥|¥>

04.05.2010
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Vertauschungsrelationen

Allgemein: 2 Observable sind _g;leichzeiti_g messhar, wenn 0,0; = 0,0,, d.h. die Operatoren sind
vertauschbar, oder 0,0, - 0,0, =0

In Kurzform : [ O, 02 | = 0 ([0,04] = 0,0, - 0,0,) (auch Kommutator genannt)

Beweis: 010 = 0;% — X 03) — 0,0,= 0,0, (1)

(0201 0102)‘1’ (0,0,-0,0,)¥=0, wenn ¥ gleichzeitig Eigenfkt.

von O; und O, ist. Kommutator glelch O bedeutet also das Messung

von O1 keine Nachwirkung fiir anschliessende Messung von O, hat.
Umgekehrt: wenn Kommutator zweier Variablen # O, dann sind diese
nicht gleichzeitig scharf zu bestimmen. Unsicherheit gegeben durch [ ].

Bsp 0,0,0 =222%(3)

i O
_ ho(xw

_h h_ oW
o ‘I‘-I——I—()

({j.r(jp - {jp{jm)'l" = %"I’ oder [(i),rf}p] = %

= Ort und Impuls sind NICHT gleichzeitig messhar, weil die Operatoren nicht vertauschbar sind
(wie man das ja aus der Heisenberg ‘schen Unschérferelation auch erwartet hatte).

ﬂ(“' Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 04.05.2010
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Weitere Vertauschungsrelationen

. ) i
=7 xP —=1=7 x 2V

Gesamtdrehimpuls und eine der

[ 10, 1, | = i 1. Komponenten nur gleichzeitig zu
[ 1y, 1. ] = ihle bestimmmen.
[1-. 1o ] = in L, Gesamtdrehimpuls und Energi
[ P11 = 0, joxye  Gesamtdrehimpuls und Energie
5 gleichzeitig zu bestimmmen.
[ H* 1 ] =0 Z-Komponenete des Drehimpulses

[ I:L 1. ] =0 und Energie gleichzeitig zu bestimmmen.
Eigenfunktionen der Energie sind auch Eigenfunktionen des Drehimpulses.
Zustandsvektor fiir die Energie im Vektrorraum unendlich vieler Energien:
> = z:le ta¥p (U, = Eigenfunktion fiir das Energieniveau Ey,)
—<E>=<U[H[U>=Y " AE?
f-i = Wahrscheinlichkeit, Energie E, zu messen.

Bei Messungen an vielen Atomen (NICHT viele Messungen an EINEM Atom wegen Kollaps der

Wellenfunktion!)
findet man fiir die mittlere Energie: < E > =Y c2E?
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Bedingungen einer Zustandsfunktion

= Eine Zustandsfunktion mufi, anfer dafl sie Losung der SCHRODINGER-Gleichung ist, drei Kriterien
erfiillen, damit sie physikalisch ,.sinnvoll* sein kann:

1. Stetigkeit:
Es darf keine ., Sprilnge” im Funktionsverlanf geben.

2. Eindentigkeit:
7 jeder Rotnbination von Variablenwerten gibt es genau einen Funktionswert.

3. Ouadratische Integrierbarkeit und Normierbarkeit:

Die bei der Losung der SCHRODINGER-Gleichung (2.2) erhaltene Zustandsfunktion ¥ ist nicht not-
wendigerweise normiert, das heifit das Integral [dW = [ Re I R I pe PP dVdls . dVy st
nicht notwendigerweise a priori gleich eins. Da die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen 1 irgendwo im
Raum. das Teilchen 2 ebenfalls irgendwo im Raum, ... und das Teilchen N irgendwo im Raum zu
finden. gleich eins ist, mull dieses Integral aber immer gleich eins sein. Um dies zn erreichen, wird
die Funktion ¥ mit der Normierungskonstanten ¢ multipliziert, wobel ¢ dadurch bestimmt wird,
daf das Integral [dW = [ps [Re ... [pe ' ¥ el dVidVa...dVy (als ,Summe* der differentiell
kleinen Einzelwahrscheinlichkeiten dW) gleich eins gesetzt wird:

f AW = f f f Aol AV dVa .. dVy = 1 (2.9)
R*J R IR*

Darans folgt der Ausdruck

1
C Tre SR TRpe TP AVIAVE AV

der mur dann definiert ist., wenn das Integral im Nenner endlich ist; die Zustandsfunktion also,
wie man sagt, quadratisch integrabel ist. Die Funktion e ist ebenfalls Losung der SCHRODINGER-
Gleichune:

ﬁ(llll Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 04.05.2010
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Ubersicht der Postulate der QM

Postulat 1 (Existenz einer Zustandsfunktion) Jeder Zustand eines Systems von N Teilchen mit
der jeweiligen Masse m; wird so vollstdndig wie mdglich durch eine Zustandsfunktion U(F, o, .. ., . 1)
beschrieben.

Jede erperimentell mefibare Grife des Systems (.,Observable®) kann mittels der Zustandsfunktion U
berechnet werden.® So ist beispielsweise der Ausdruck Wb dVy dVe L dVy proportional der Wahrschein-
liehbett AW zur Zeit t das Teilchen 1 an der Stelle 7 im Volumenelement AV, das Teilchen 2 an der
Stelle ¥2 im Volumenelement dVa, ... und das Teilchen N an der Stelle ¥y im Volumenelement dVy zu
finden.

Postulat 2 (Quantenmechanische Operatoren) Zu jeder Observablen O des Systems korrespondiert
ein entsprechender quantenmechanischer Operator O, deren elementaren Vertreier in der Tabelle .
aufgelistet sind.

Postulat 3 (Scharfe Messung) FEs gebe einen Satz identischer Systeme jeweils mit der Zustandsfunl-
tion W, dic Eigenfunktion zum Operator O sei. so daff gilt Ol = ol. Jede Messung der Observablen O an
den einzelnen Systemen erngibt immer den gleichen Wert o; jede sich wiederholende Messung an ein und
demselben System ergibt ebenfalls immer den selben Wert o, sofern die Messung nicht den urspriinglichen
Zustand ¥ des Systems verdndert.

Postulat 4 (Unscharfe Messung) FEs gebe einen Satz identischer Systeme jeweils mit der Zustands-
funktion U, die nicht Figenfunktion zum Operator O sei. Messungen der Observablen O an den einzelnen
Systemen fithren nicht zum jeweils gleichen Wert, sondern 2u einer Vgrteilung, deren Erwartungswert®
durch <0>=<¥|O|¥>/<¥|¥> gegeben ist.

*Die Variablen 7,7a,...,7p, t der Zustandsfunktion (7, 7z,..., 7, ) werden hiufig aus Platzgriinden™nicht explizit
angezeben.

Y“Bei einer endlichen Zahl von Messungen wird der gefundene Mittelwert in der Regel vom berechneten Erwartungswert
abweichen; erst bei einer unendlichen Zahl von Messungen geht der Mittelwert in den Erwartungswert iiber.
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Ubersicht der Postulate der QM

Bostulat 5 (Schradinger-Gleichung) Die Zustandsfunktion U ist Lisung der SCHRODINGER-Glei-
chung (2.2).

EV=HU=(E,,+V)U (2.2)

Der Operator H = B}, + V wird als HAMILTON-Operator bezeichnet, wobei Ej,;,, und V fiir die Opera-
toren der kinetischen bzw. potentiellen Energie stehen. Diese Operatoren ergeben sich aus den klassischen
Observablen gemifl Postulat 2 wie folgt:

]' -2 J‘ -7 oy ¥
Eiin = im.t.- = ﬂp (2.3)
{ __ 1 W
o Ep = —55= — (<ihV)(—ihV) = - —V? (2.4)
2m 2m 2m

“Das Integral f R OdV bezeichnet die Integration iiber den gesamten Dnﬂ11iti|'|11f511c1'c~ic11 des dreidimensionalen Raumes

R und stellt damit eine Kurzschreibweise fiir das dreifache Integral f . f * Ddzd ydz dar. Der Ausdruck dV
hezeichnet hierbei das differentiell kleine Volumenelement dV = dzdydz.

In der Literatur werden die Integrationsgrenzen bei der Integration iiber den gesamten dreidimensionalen Raum haufig
weggelassen, so dafi sich die Symbolik fiir diese Operation auf den Ausdruck f OdV beschrinkt.
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Lésung der SG im eindimensionalen Fall

" Die zeitabhingige SCHRODINGER-Gleichung fiir diesen einfachen Fall lautet dann:

I (x, t h? 920 (x.t
iﬁt_.[.—r'J — —_1 : [,r ) + VoW (z. t) (2.13)
ot 2m Or2

Es gilt jetzt, eine Funktion W(x,t) zu finden, die sowohl dieser Gleichung geniigt als auch alle Nebenbe-
dingungen erfiillt.

1. Ansatz

Am simpelsten ist die Methode, sich der bereits bekannten Funktion (1.36) einer harmonischen Welle zu
bedienen.

U(x,t) = Asin(k,r — wt) (2.14)

Durch Einsetzen iiberpriift man, ob die Funktion Lésung der SCHRODINGER-Gleichung ist.

o Osin(k,x — wt) h2A 92 sin(k, o — wt) P . -
1h A 5 = -5 9.2 + VoAsin(k,x — wt) (2.15)
. , . hPAR? o .
—ihAw cos(k,z — wt) = W sin(k,x — wt) + VoA sin(k,z — wt) (2.16)
h2 k2
—ihwcos(k,r — wt) = ( 1 = + ‘r‘b) sin(k,x — wt) (2.17)
2m

Diese Funktion ist offensichtlich nicht Lésung der SCHRODINGER-Gleichung, da die linke Seite nicht gleich
der rechten ist.
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Ansatz zur Losung der SG im eindimensionalen Fall (1)

Durch Einsetzen wird wieder gepriitt, ob die Funktion (2.18) Losung der Gleichung (2.13) ist.

U(x,t) = AellFe—wt) = feihergmivt (2.18)
feilkar—ot) 24 GPeilker—t 0
ihA ._ S _ Vo AelFzr—wt) (2.19
ot 2m O + Vo \ )
sp g ow kgr—wt) ﬁ'g P B 2 kgr—wt) r Hkgr—wt) .
1 —iw) Ae™™ = = —o—(17k; ) Ae ™™ + VpAe = (2.20)
2m
o R oo ,
ih(—iw) = —5—(i%3) + Vo (2.21)
2m
h2k2 ,
ﬁ..'d_.‘ = L} FT” —I— I,L‘l |:_‘2.22]
k2 W
W= 2 4= (2.23)
2m ]

Die Funktion ist also dann Losung der SCHRODINGER-Gleichung, wenn die Bedingung der Gleichungen
(2.22) bzw. (2.23) erfiillt ist.

Nur komplexe Funktionen als Ldsung der SG!
Gilt nicht fiir relat. Klein-Gordon-Gleichung,
weil dort die ZWEITE Ableitung der Zeit vorkommt.
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Ansatz zur Losung der SG im eindimensionalen Fall (2)

Die Bedingung (2.22) ist physikalisch sinnvoll, da sie nach Einsetzen der DE BROGLIE-Gleichungen (1.56)
und (1.57) zur klassischen Energiebedingung fiihrt.

B2k

R N (2.99)
2m

gl L, (2.24)
2m

E= %msufi + 1 (2.25)

Die Zustandsfunktion U(z,t) = Ael® ===« it wie bereits erwihnt, eine komplexe Funktion und kann
nach LULER in einen Realteil und einen Imagiarteil zerlegt werden.

U(z,t) = Acos(k,z — wt) + 14 sin(k,z — wt) (2.26)

Der reelle Funktionsteil steht fiir eine sich in z-Richtung von links nach rechts bewegende harmonische
Welle mit der z-Komponente k, des Wellenvektors k und der Kreisfrequenz w. Fiir den imaginéren
Funktionsteil gilt dies analog im imaginéiren Raum.
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Ansatz zur Losung der SG im eindimensionalen Fall (3)

Als niichstes soll die konjugiert komplexe Funktion von W (xz,t) in Gleichung (2.27) getestet werden.

U™ (z,1) = A*e i(ker—wt) (2.27)
.ri:,]{j'_i'::'t"wm_wt} ﬁ.EA* i:Jﬂc_—i{J.:m\t:—u;fj 3
ihA* _ = — __ + VpAremithez—wt) (2.28
ot 2m Ozr? ’ 2.25)
i A* ik —wt) ﬁﬂ 27,2y A# —i(kgr—wt) roq* 1 kpx—wt) (
i(lw)A e W=t = —2—[1 Ll 0 R 7 B (2.29)
m
- R ool N
h(lw) = ——(1k7) + Vo (2.30)
2m 7
Wk |
—hw=—"=+W (2.31)
2m

Die Funktion ist zwar im mathematischen Sinne Lésung der SCHRODINGER-Gleichung, aber vom physika-

lischen Standpunkt. aus llﬂ&iil]l]igﬁ da eine l"ngELt-i.V{' GC‘SELI'ﬂtCHCl‘g'lQ —fw I‘f'F::ll]t-iC]'_‘t.{j'? wihrend die G ege seite
R k2 I o
L s T 1 . -
2m ! g lmmer positiv 15t i
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Ansatz zur Lésung der SG im eindimensionalen Fall (4)

Eine Variation der Funktion ¥(x,t) ist die Funktion ¥'(z,t) = Aetl—Fem=«t) VWia sich sehr leicht durch
Vergleich zeigen lidfit, ist U'(x, ) ebenfalls Losung der SCHRODINGER-Gleichung, mit dem gleichen Er-
gebnis wie im Ansatz 2. Die Zustandsfunktion WU'(z,t) beschreibt ein sich auf der x-Achse nach links

bewegendes Teilchen. Die allgemeinen Losungen der SCHRODINGER-Gleichung lauten dann folgenderma-

fen:

Uy o(z,t) =T £ T (2.36)
U] (1) = Aeilkar=0t) 4 foilhaz=ut) (2.37)
W) o(z,1) = Ae™ (eHe” £ e7he") (2.38)
III}LE[;E,T.] = Ao ! (cos(k,x) +1sin(k,z) £ cos(k,z) Fisin(k,z)) (2.39)
Uy (1) t) = 2467 cos(k,z) (2.40)
IIIE[- .]—24(2 Hsin(k, T (2.41)

Beide Zustandsfunktionen entsprechen im Realteil stehenden Wellen und sind ebenfalls physikalisch sinn-
volle Losungen der SCHRODINGER-Gleichung, wie sich durch Einsetzen in die SCHRODINGER-Gleichung

leicht zeigen laft.
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Zusammenfassung

Tabelle 2.2 Die Wahrscheinlichkeitsdichten und Eigenwertgleichungen fiir die gefundenen Zustandsfunk-
tionen. Die erste Spalte enthilt die zugrundeliegenden Funktionen, die alle Losung der SCHRODINGER-
Gleichung sind. Die zweite Spalte enthilt die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Teilchen. In den letzten
drei Spalten sind die Eigenwertgleichungen fiir die angegebenen Observablen aufgefiihrt; der erste Teil
der Gleichung steht im Tabellenkopt, der zweite in der Tabelle.

dW —_ _
Funktion f l—=f*f= pf=...|Ef=... Hf=...
ar
o 1
U(x,t) = Ag!kzr=et) A'A fik, U hiolr (Tnt 4+ 1’"[!) /]
! W —kpr—wt) * ! ' ﬁzk‘? - /
Wiz, t) = Ae' ™" A*A — Tk, U ho W +W | VU
o N Y , i A
Uiz, t) =24e " cos(k,x) || 4A"Acos®(k,x) ¢ hwly - + Vo ) U]
F o $) it "y ; kRN
Us(z,t) = 24Ae ™ isin(k,z) || 44" Asin”(k,x) = hwWs 2??: + Vo | Uy

JA*Adx wird «© fiir x> o da A*A unabh. von x! Also ebene Welle NICHT quad.
integrierbar. Muss Welle lokalisieren, damit A*A null wird im Unendlichenl!!



Erwartungswert von p

Der Erwartungswert wird hier nur einmal exemplarisch fiir die Zustandstunktion W (=, ) berechnet,
da das Ergebnis fiir W5(x,t) das gleiche ist.
o
J Uiz, )T (z.t) dx
(Pe) = —= (2.52)
J Ui, )W (e, t) de

— o

[ 2A%ewt cos(k,x) { —ihi} 24e7 i cos(k,x) dz
(Pe) = ——=5 (2.53)
J 2A*elw?t cos(k,ex)2Ae %t cos(k,x) do

—_—0

4A* Aitik, [ cos(kyx)sin(kyz)dx

':::_I!TJ,_t: — e |:: 2 .5—1 :|
4A4*A [ cos?(k,x)dx

Dieses Integral 1dBt sich leicht graphisch 16sen. Das Integral [ cos(k,x)sin(k,x)dx im Zihler ist
liber eine ganzzahlige Phase gleich null, ansonsten endlich und klein, nimlich maximal f wie sich

v
graphisch ebenfalls leicht zeigen ldBt. Das Integral [ cos?(k,z)dz im Nenner ist unendlich grof.
Damit folgt fiir den Gesamtansdruck:

a 1
Ca -

(p.) = 1hk 0< |la| < —
o ST

(ps) =0 (2.56)
Abschliefend bleibt zu bemerken, dafi zwar alle vier Zustandsfunktionen Losung der SCHRODINGER-Glei-

chung sind, sie aber im Sinne der Quantenmechanik noch keine ,guten® Zustandstunktionen darstellen,
da keine von ihnen quadratisch integrierbar ist.
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Wellenpakete sind Ldsung der SG

Wellenpaket ist Superposition vieler Wellen:

_TE?III[I,T.] B 0%z, 1)
T T T om . oa2
o I eon oyt n2 o2
ih— (ks kyr—w(ky)t) e, — —— -
o , (kz)e s Om dr?

ot

oo 5 kyr—wiks)t)
/ ihC (k) ————dk

N
/ hC (e, ) (—iw(k, ) )elFer—wika)t q

-
/ o (k) O (e ol e = k)O g e, =

[ C(ky el Fermetka)l g,

= ;2 H2ei(kzz—aw(ks)t)
——C(k, m— dk,
/ 2m () Ox? '
[ oo (e
——(_T[rldt,:ll:lzrtu'% ml[ﬁ»mn w[hm}f]dkT
2m R '

L
/ﬁ a C_\-l:ka}c.ﬂﬁmn—u.'i_ﬁ.,m:lf]dkﬁ

2m

—

Uz, t) = [ C(k, el Far—wlbalt) q

(2.61)

(2.62)

(2.63)

Die letzte Gleichung ist aber nur dann giiltig, wenn die Bedingung w(k,) = ﬁkﬁ;"[?-ﬁrn] erfiillt ist,

da nur dann die Integranden gleich sind, q. e. d.

Wellenpakete sind Lésung der SG und sind quadratisch integrierbar
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Wellenpakete als Lésung der S6 jedoch
begrenzt durch Unschdrferelation

T Lt}
| i PR = 1 o B 1k
W(r, t) = C (ke el kaz—wlka)t) qp. Clhe) = — T (o, Dje—ik==] 4
29T
— — =0

1eot als Anfaneshedinoune eine Ganss- Ve vor ) - e s
Liegt als Anfangsbedingung eine Gauss-Kurve vor Wahrscheinlichkeitsdichte <¥|¥>

22 . ug [ | xd b .
Y(x,0) = upexp {——7} soist @Q(k) = — exp {——2—.4 M'} dr = ug——=exp {—Tft"'}
) EF 1= \ QI'T —no 21? ) "'lr E}T 2
ebenfalls eine Gauss-Kurve, denn es 1st f >~ exp{—pz? +qxlde = [z exp {ﬁ}
I ' G I ¢ o E e — i N I jl I V j"j' - -Lj") !
T (a, t)/ \ ) C(k.) /|
T ke

Die Fouriertransformierte eines gaussférmigen Wellenpaket mit Standardabweichung o
ergibt im Impulsraum wieder einen Gaussform, jedoch mit Standardabweichung 1/c |
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Unscharferelation im Phasenraum

"\

“\-H"-\_
—
T

Phasenraumpunkt [dx,dy,dz,dpx,dpy,dpz] nicht beliebig
genau zu bestimmen:AxApx>h  AyApy>h  AzApz>h
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Lésung der SG bei Streuung am Doppelspalt

t = 0.00

Teil der
Welle
reflektiert.

Anfang:

Gaussches
Wellenpake1
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Lésung der SG bei Streuung an einem attraktiven Potentialwall

t = 0.00

Streuung von
2 Teilchen
(6aussche
Wellenpakete)
mit Impakt-
parameter z O
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Lésung der SG in einem externen Potentialfeld

E/eV ' . . =1 0 |=3 =4 |onisationsgrenze
0 ——————————"*¢ . —_— - —T— 5
. 4 ] — I o J —Af 2
D.Eﬁ:_i =4 % ﬁ"—“i_ AE-[L?& ig_ _3- |
-1,9 — f s ap 30
I . _
3371 E|II T D
|
|
|
7
E, =——
4 of Coulombpotential # Rechteckpotential

bei kleinen Abstdnden

'35" n=1 1 1s

Abb, 5.5, Termschema des H-Atoms entsprechend den Energiewerten i (3.15). Die Energieskala st IH.Iifl:al,.l]Th:_‘L“lr'L‘ll
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Lésung der SG fiir Teilchen in einem endlichen
Potentialtopf (schwach gebundener Zustand)

E I I il Vo @ —oc<2<0 (Bereich I)
Viey=<¢0 0 <x<a (Bereich I
Viz) =Vo Viz) =V Vo a <r< oc (Bereich )
_ E—-Vy : —oo<x<0 (Bereich I)
E'Ekin"'vo E...,={ E : 0 <x<a (Bereich II)
m E—-Vy : a <r< oo (Bereich II)
0 - Viz)=0 - B
; a Ansatz: U(rt) =u(r)e” "' =
¢ [ 2 . [ Py A
n? d2u(z) V(@) = Bu(rs d=u(xz)  2m(V(x) — E) ()
— , rlr)ulxr) = Lulxr p — : s
2m  da? da? h2
o . 29 I
A wc(x) = C'sin T
Izgsung wa(a) — Ac Lgsung < 722
rur B fur‘ jus wp(xr) = I cos 27?;45' a
I+III up(xr) = Be 7
Quadratische Integrierbarkeit verlangt

u, fir x<0 und ug fiir x>0.

Zusdtlich Stetigkeit der Ldsung ergibt
gezeichnete Lésung: AW max. im Topf,
n aber exp. abnehmend ausserhalb

(=Tunneleffekt, klassisch nicht erlaubt!)
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Lésung der SG fiir Teilchen in einem unendlich
tiefen Potentialtopf (gebundener Zustand)

ll' ."C J - . . ) \{\_ . - ]. § \
Bereich I: lim wua(x) = lim —1(_\/ R o 0 o o —o0 == () IEBL“"}CII I)
Vo—o0 Vo—oc w(x) = uc(r)+uplx) 0 <x< a (Bereich II)
Bereich I : 1,“21 up(z) = 1,,,11_1fl_ Be V B =0 0 : a << oc  (Bereich IIl)
Stetigkeit der Ldsung verlangt:
ZmE ‘)HIE + o
u(x) = C'sin v T mit Randbedingung \ a=nr mitn=01,23...
27,2 o ] nt  Quantisierung
oder FE, — _ " 2 mit u,(z) = Csin T der Energie durch
. ‘ 5 3
2ma= a Randbedingungen!
Bereich I: U(r,t) =0 -
Bereich II: U, (x,t) = Csin (m 1) S Fir n=0

. /nT i w2h2n? Ey = Tl’gﬁzﬂgfgﬂlﬂ.g =
= ('sin ( ;1?) exp | =35 3 t
a ma )
=W¥=0, daher sinnlos,
da Teilchen nicht

vorkommt. -> n>0,
d.h. n=1,2,3....

Bereich 1II: U(x,t) =0

n=1 entspricht Nullpunktsenergie, die nicht
unterschritten werden kann, auch bei T=0K.
Nach Unschdrferel.= Nullpunktsschwingungen
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Normierung der Wellenfunktion

AUS /[) dx —0—(2/51112?1—[7“11 + 02da =1

T _iﬁ’-‘rﬁﬂﬁf
0 a \Iln' —_ H]]]_ _— T o 2ma?

o (w2 1
mit [/ sin” axda Realteil ¥ formt stehende Wellen

ko=

T — 4= sin 2ax

P
=

"

Py \._:. 2E;f @ ;T_:;
folgt , cafr_250)" Lo =) %\/\\/ .
o Jo .
o [a sin2ZZa\ Ampll‘rude der
- ((? T ) - “”) =1 Wellenfkt. P,
o (a sin2nw | fir d|.5kr:e1'e
“l3 - I I AV\ Energieniveaus
o fa 0 | T \/ el ‘1’3 (Elgenfk‘l'..
Cly=qaz ) =1 der Energie)
pa
2 _ 2 2
¢ == N4
(' =. ff’? 1+ T/\ \Pl
\f a o -
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Energiewerte, Wellenfkt. und Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

a) b)
AE AE
AN T VANV AAWAN

E '____,_,—F"_f — » — l
1 gl L

Abb. 4.16a.,b. Energiecigenwerte eines Teilchens im unend-
lich hohen eindimensionalen Potentialkasten. (a) Wellen-
funktuonen. (b)) Aufenthaltswahrscheinhchkeit W E, x) dx

M x)] < dx des Teilchens
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Erlaubte Energieniveaus in unterschiedlichen Potentialkasten

a) b)
AE AE
E, Ee
Eg
E. E4
E:j
E, E,
X E, X
0 a 0 2a

Abb.4.17a,b. Vergleich der Energieniveaus in einem eindi-
mensionalen unendlich hohen Potentialkasten der Breite (a)
Ax = a, (b) Ax = 2a
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Korrespondenzprinzip: QM=KM fiir makroskopische Systeme

In Ubereinstimmung mit der klassischen Vorstellung sind die beiden Bereiche I und I mit unendlich
hohem Potential fiir das Teilchen absolut tabu.

Im Gegensatz zu den klassischen Vorstellungen gilt aber zweierlei:

1. Das Teilchen kann im gebundenen Zustand nicht beliebige Energiebetriige aufnehmen: es sind gemifi
n=1,2,3,... nur bestimmte, scharfe Energiewerte erlaubt.

2. Es existiert o'melﬂull punktsenergielbei n = 1, die nicht unterschritten werden kann, d.h., das
Teilchen hat diese Energie auch beim absoluten Nullpunkt der Temperatur (T' = 0 K) und kann (in
Ubereinstimmung mit HEISENBERG) damit natiirlich niemals in Ruhe sein.

Der Abstand zwischen den erlanbten Energieniveaus E,, ist um so kleiner,
¢ je grofler die Masse m und
¢ je grifler der dem Teilchen zugestandene Raum, d. h. je griofier die Topflinge a ist.

Das bedeutet, daff bei makroskopischen Kérpern und/oder bei makroskopisch groBen Potentialtépten
(z.B. ein Gasbehiilter mit einem Teilchen darin) die Energieniveaus so dicht aneinanderriicken, daff das
quantenmechanische Ergebnis in das (scheinbare) Energiekontinuum der klassischen Mechanik iibergeht.

Dies ist das Korrespondenzprinzip
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Erwartungswert von x

Fiir den Erwartungswert (z) gilt folgende Rechnung:
too
(x) = [ U (e, t) TV, (x, 1) do (3.35)
o
0 a oo
(r) = [ U (e, )70, (x, ) do + /’tIJ”:‘L[;r?t‘.]E‘tIJ’ﬂ (z,t)dx + [ Uz, t)zW,, (z, 1) de (3.36)

—o 0 :'a

0

;L“:F = [ Or0dax

— o

+/ I,I“E _m(nu ) am(nﬂr )c Eﬂ,fdr
J Va V ‘

0
+ oo

+ / 0z0dz (3.37)

i

. 2 En . o (T ,
() =04 c-"'lec_ Ea /;1?::&111z (i;r) dr +0 (3.38)
a a

0
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Erwartungswert von x

Mit der trigonometrischen Umformung sin® z = %(1 — cos 2z) folgt aus Gleichung (3.38)

21 n |

(x) = —= /;?: [1 — cos 2 (LI)} dx (3.39)
a2 a

0

1 / 2nm

r) = — [[;1? — T CO8 x)dr. (3.40)
a a

0

In Integraltabellen findet man f rcosbrdr = C‘}Efzb‘“ + = br  Damit it sich Gleichung (3.40) weiter
vereinfachen:

L
111 cos 207 rsin 287 5
ry = = | =22 2 2 (3.41)
a dn2g= 2nm R
L ((,E s 0
B 3 . . a
. 1|1, cos=Fa asin Qz” a 1, cos 2’“;”0 0 sin 2:” 0 N
V= E 5{1 T dn2g2 2nw B EO ™ dn? 72 + 2nmw (3.42)
L TaZ a a2 [
11, 1 1 ,
r :E E(L W—D—O—FW—FU ':?"13’]
L a2 a2
- | e
(z) == (3.44)
2

Die Erwartung ist, dass der Mittelwert von x in der Topfmitte ist
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Erwartungswert von p, (1)

(3.45)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

oo
(pe) = / U (2, t)pz U (2, 1) do
0 i “+ oo
(pe) = / U (z, t)pe U, (2, 1) do + /III’:‘L(;I;t]ﬁIIIH{I, t)dr + / U (e, t)pr U, (x,t)de (3.46)
—oa 0 p
0 5
(pe) = / 0 (—iﬁ__.t—(}) dx
\ dr
/ 'E 7 n J 2 naw i
+ ;'If— S10 (E r) ot [ _in "f— sin (n 1) e | da
‘y a a ﬁr\ a
0
+ oo "]
+ / 0 (—iﬁ.__‘—n) dz
. (_‘};‘{.‘

. 2 iEng i Eny . (T 9, nw _
(pr) =0—1h—e™" " Te" IR sin (—r) — sin ( ) dr+ 0
a _ a ox a

0
C 2 n"r n"r nm
(pr) = —1h— 5111 — u::-a( )) dx
a a

0
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Erwartungswert von p, (2)

L

o L 2nT . (nT nw
(pp) = —th—— [ sin|—x)cos| —z| dx
' a a i (1

0

il . . 2 il
In Integraltabellen findet man [ sinax - cosardzr = % sin” ar, daraus folgt:

-"} — 1 — L
Py .y ST . 9 (N
(pe) = —ih 5 — sin? (—,17)
C a 2EL a

L [:|

o 1y 5 nm o fMT
(pe) = —1h— (sm“ (—ﬂ) — sin? (—0))
S il i 1
o ih
(Pe) = —— (.~.41112 (nm) — 0)
o a
o 1
{p.r )= — —0
o a
:;:p.r ::: =0

Die Erwartung ist, dass der Mittelwert von p, O ist, d.h.
Teilchen hat mit gleicher Wahrscheinlichkeit ein Impuls nach
links oder nach rechts.
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Zum Mitnehmen

Teilchencharakter der Strahlung fihrt zu Storungen bei der Beobachtung

Die Storungen konnen berechnet werden wenn man die Teilchen als
Wellenpakete annimmt. Dies fiihrt zur Unsicherheitsrelation.

Die Wellenfunktion eines Teilchens gehorcht der Schrédingergleichung

Die beobachtbaren Zustdnde sind Eigenfunktionen der SG6
und die Messungen entsprechen der Elgenwer‘rglelchung Ol¥>=o| ¥>

[
Hier ist O ein Opei‘ﬁ?ﬁi‘, der den ' l\Ul'GPs der ‘vvellenfk- uuf

eine Eigenfunktion herbeifiihrt und o ist der Messwert.
Nicht-kommutierende Operatoren entsprechen Observablen, die

man nicht gleichzeitig scharf messen kann und die Wellenfkt.
sind nicht gleichzeitig Eigenfunktionen dieser Observablen.
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Zum Mitnehmen

Die Randbedingungen der SG fiihrt zur Quantisierung der Energien

Klassische Zustdnde sind immer Uberlagerungen von vielen
Eigenzustdnden.

Es gibt eine niedrigste Energie fiir jedes Quantensystem z O, weil
ansonsten die AW O wird. Dies entspricht eine Impulsunschédrfe

und dementsprechend eine Ortsunschdrfe = Nullpunktsschwingungen
(auch bei absoluter Temp. = 0Ol)
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