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Das Wasserstoffatom

Elektron in kugelsymmetrischen Coulombfeld des Kerns
Schrodingergl. exakt losbar.
Sonst existiert nur numerische Losung

Aber: Spektren d. H-Atoms zeigen Feinstruktur - diese kann mit
ochrodingergl. vorerst nicht beschrieben werden.

In relativistischer Theorie jedoch beschreibbar.

Zliel: alle wesentlichen mdéglichen Phanomene an Hand
Einelektronensystem behandeln.
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Hamilton-Operator in Kugelkoordinaten

Kartesische H = —;‘—2& +V,A=21 5  9 _ Laplace - Operator
Koordinaten: " * v N
. R 1 0 7] spater
Kugelkoord.: H — — rf— | + >4+ V(r6,:
9 2mqg T2 dr ar 21mgr2 (1,6, %) mehr
7 ~ | S—
{ Eput_ Epotm Y = rsinttcos "= -._/Jf + 3y +z2
em Y =rsinthsimQ 1} = arccos —= - =
f: '\,/I‘ —I—}-‘E +z-
| V
l z=rcost} (0 = arctan— .
| -1.
o
Y i Betrachte ein Liangenelement ds:
| — ds = @i, | yi, + zti,  Einheitsvektoren: i, ,, 4,
- : »Y  — (rsinfcos p)iy, + (rsin@sin )i, + (rcos)i,
(p \\. :
|

ds =dr dsy,=r d@ ds,=r sinf d¢

@(m Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekille, 24.05.2012



3-D Schrodingergleichung in Kugelkoor.

~Ty

AP L E = EY mit AW = £2L e e

-:l ' 1
2Zm ax2 oy oz

Schrodingergleichung in Kugelkoordinaten
L Lq(rzi)+ 1 g (SinQEIF)+

< Or ol ;'2 ging &9 o9

+ 1 ST+ (E - V()W = 0

5 2 N
< SiNG -C“f;‘?l

Losung mit Produktansatz: ¥ (r.3,¢) = R(r).O(3). 0(¢p)
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Winkelabh. des Impulsoperators entspricht Drehimpulsoperator

=1 @ (.23 - g2
‘ﬁ e or (F or ] T ;-1 519 1‘.'“3 ( Iz cJ ) T %9 S’
- o 1 ) s 1 9%
[ = —h" |— simbl— | + —=
sin 0 90 o0 sin” 0 d¢?
b
vi= -9 (2 _
_ 4 F oo
< Jr ar h*r=

Eigenfkt. des Drehimpulsoperators sind

Y7'(9.9) = Pl'(cos3). Dy (9) ....Kugelflichenfunktionen  (spater mehr)
mit Quantenzahlen I,m, die Quantisierung von [ und I,
bestimmen.

Eigenwerte: Vi(I+1) h fiir fund mh fiir I, mit -I<m<I (Beweis folgt)
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3-D Schrodingergleichung in Kugelkoor.

Losung mit Produktansatz: ¥V (r.3,¢) = R(r).9(3). ()

Erwarte als Losungen:

1) « viele Energieniveaus, die nur von r abhangen, d.h. «
viele Energieeigenfunktionen, erwarte Polynom in r mit « vielen
Termen, da die Zustandsfkt. Linearkombinationen der Eigenfkt. sind.

2) Die Winkelabh. wird durch die Eigenfkt. des Drehimpuls-
operators gegeben. Da das Elektron eine stehende Welle bildet,
erwarten wir fir @(¢) = Ce 'me,
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Randbedingung in ®= ,,magnetische”“ Quantenzahl m
(Quantisierung macht sich nur bemerkbar im Magnetfeld)

Einsetzen in Schrédingergl INn Kugelkoordinaten

1R3:f ,3 )_|_ S 111 43 d(11195@)+

2 . 2 _ _ 1 32«
+-3 (E V(rj)r S1n .3 = Eﬁpg

Linke Seite hangt nur von r und 9 ab, rechte nur von
Gleichung muB fiuir ALLE Werte von r,%, ¢ gelten —
Beide Seiten mussen gleich einer Kostanten C; sein —

Flr rechte Seite: Ef‘E = (. D m ganzzahlig
0 | = “magnetische”
Losungsfunktion: @ = 4 ¢=V/Ci¢ Quantenzahl durch

@ muf im ganzen Raum eindeutig sein — Randbedingung in ®

DO(p) = P(p+n.2n) — e W17 = 1 = JC, =mmitm € Z

Damit ergibt sich flr die Losungsfunktionen @, (¢p) = 4.™7

Normierung: j D5 (). D, (p)dp =1 =4 = —
0

2w
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Eigenwert des Drehimpulses ist VI(I1+1) h

Warum ist der Eigenwert von [*= 1(14+-1)4” und nicht I*h* ?
Annahme: PF(8, ) = w*h*F(8, o)
Zu beweisen: w? = I(l + 1)

[ Fm = (I — ily) Iy + ily) Fom
— B4l - L] Fy
— (f‘? - E - h"'!z)FI,m
= (W*h? — m*n® — mh*)F,(1)

SEtZe Fl,‘rn — Flaﬂl'ﬂla;t = Flt«i

Beweis:

Dann gilt : erF;,m”m — 0 oder damit aus (1) w* = M2 __ 4 Mmax = 0 oder (2)

W = Mpae (Mymas + 1) = (L + 1)
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Zusammenfassung

Eigenfunktionsgleichungen:

HVY = E(W) (1)
PF(0,¢) = L(l+ 1)A*F(8,¢) (2)
F;:F(H‘P) — mhF (6, ) (3)

Da L, immer kleiner als L, ist, muss gelten:
Im|</ und/20,/=0,1,2,3
z.B. IF0= m=0

F1=>m=-1,0,1
F1=>m= -2,-1,0,1, 2 usw.
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Wiederholung Vertauschungsrelationen

{ %“" E" ]] z i:i} Nur Gesamtdrehimpuls und eine der
[ ﬁ e | = ik 1@ Komponenten gleichzeitig zu
[12. 1 | = 0, j=x.v.z bestimmmen.
2 Gesamtdrehimpuls und Energie
[ H, 1 |=0 gleichzeitig zu bestimmmen.
[ H* ]; ] =0 Z-Komponente des Drehimpulses

und Energie gleichzeitig zu bestimmmen.
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Drehimpuls in der QM

Wahrend also in der klassischen Mechanik der Drehimpuls eines
Teilchen, das sich ein einem kugelsymmetrischen Potential bewegt,
nach Betrag und Richtung zeitlich konstant ist, sagt die QM, dass
zwar der Betrag des Drehimpulses zeitlich konstant ist, dass aber
von seinen drei Komponenten nur eine einen zeitlich konstanten
Messwert besitzt!

Dies kann man auffassen als eine Prazession
des Drehimpulses um die Achse mit dem konstanten Messwert LZ
Z - Achse zuerst willkurlich, im Magnetfeld entlang B

Weiter sind die konstante Komponenten quantisiert mit Eigenwerten

VI(1+1) h fiir fund mh fiir 7, mit —l<m</
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Mogliche Werte von L, fur mehrere Werte von L,

L_in Einheiten von h

Abbildung 3.10: Mogliche Richtungen eines Drehimpulses mit definierter Komponente L. und definier-
tem Betrag |L| fur verschiedene Bahndrehimpulsquantenzahlen /.

Da |[L|>Lz und Lx, Ly unbestimmt, liegt Vektor L auf Kegelmantel
mit Offnungswinkel cos6 = |m|/~I(1+1)
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Raumliche Einstellung eines Drehimpulses

(a) (b) AZ

e | R § —\'7
[(1+1)1"2 ] |
) m=-1

Abbildung 3.11: (a) Raumliche Einstellung eines Drehimpulses. (b) Einstellmoglichkeiten des Drehim-
pulses L mit der Quantenzahl [ = 2. L, und L, sind unbestimmbar, nachdem |L| und L. festgelegt wurden
und liegen auf Kegelmanteln.

Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators sind die Kugelflachenfunktionen.Fur
jedes Paar Quantenzahlen I,m gibt es eine eigene Funktion Y, (0,9) (spater mehr)
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Zusammenfassung Drehimpuls

Klassische Mechanik: Drehimpuls in Kugelsymmetrischen Potential
nach Betrag und Richtung zeitlich konstant - alle drel Komponenten
haben wohldefinierte Werte.

Quatenmechanische Beschreibung:
Betrag von L zeitlich konstant

L = JI(I+1).h, aber von Komponenten hat nur L- zeitlich konstanten
Wellwert - anderen beiden Komponenten nicht gleichzeitig melXbar.

Z-Richtung sei "Quantisierungsachse”

-2 "

L . ¥=I17+1).% und L-¥ =mh¥ = Quantisierung der
Richtungseinstellung.
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Losung der Polarwinkelabhangigkeit

Normierte Funktionen: @, (@) = +ﬂer'ma.cr

Funktionen sind orthogonal - es gilt: | DO D,dp = 6,,,
0

Omn = 1 fUr m = n sonst Null
Bestimmung derLosungsfunktion ©(9)

Vorgangsweise'

%ﬂ% )"' = Pz ( “1‘9 )"'

+%(E — V(r))r' sind = C; = m* mal —1—

sin<3

und umordnen — rechts nur Terme in 9, links nur solche inr

R po Lt )+ <, 2(E - V() = m= Masse!

—_ 1 - — — |
sr s 95y )+ 55 = €. m=magn.QZ!
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Losung der Polarwinkelabhangigkeit

Vorsicht: m hat hier zwel Bedeutungen

m...Masse und m = /C, - magnetische Quantenzahl

Wieder gilt: Linke Seite hangt nur von r ab, rechte nur von 8
Gleichung muR fir ALLE Werte von r und 9 gelten =

Beide Seiten missen gleich einer Kostanten C. sein =

Erhalten fur Funktion ©(%):

E):in{? dﬂ;' (Eﬁl]ﬂ% - “»]}:?T = —(; m=magn. QZ
m=0undcosd = — Legendresche Differentialgl.

Lla-HL|+c0=0
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Losung der Polarwinkelabhangigkeit

Losung in Form einer Potenzreihe:
Reihe darf nur endlich sein, damit ® auch

O=daotarc+as + ... fiir §=11, d.h. 8=0 oder 180, endlich bleibt
Einsetzen - Koeffizientenvergleich (gleiche Pot &)
k. (k+1)—-C4

Rekursionsformel: az, = a;. 7). (FED)

Reihe hat endliche Zahl an Gliedern - Reihe bricht nach |-ten Glied ab,
dh.ajx0aberam =0 = C,=/(/+1) mt /N

| = “Drehimpuls” QZ = ganze Zahl aus Randbedingung von 6

Reele Losungsfunktionen - Legendre Polynome

®,(&) = const. Pj(cosH)

Wegen Eindeutigkeit d. Aufenthaltswahrscheilichkeit am gleichen Ort
gilt ©(3) = £60(5 + 1)
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B

18



Losung der Polarwinkelabhangigkeit

m=magn. QZ

.. . . 1 d ; @ . ?}‘1‘2 - _(,
Firm = 0 lasst sich - (50943 ) - 25— = —C,

durh "assozierte Legendrefunktionen’ l6sen - enthalten m

Bestimmungsgl.. P*(cos3) = const. (1 - &*)™? %(P;({;))

Weil /() Potenzreihe bis &' — es muR gelten m| < I
Da m positiv aber auch negatlv sein kann gilt;

—[<m <+l
Normierungsbedingung: j P (cos3)
3=0

’

sindd = 1
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VL10. Das Wasserstofatom in der QM (I)

10.3. Winkelabhangigkeit (Kugelflachenfunktionen)
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Kugelflachenfunktionen

Produktfunktion:
Y'(S9. @) = Pl'(cos3).Dy(e) ....Kugelflachenfunktionen

I 3

Normierung: | [ |¥7(9.¢)[* sin9d9dgp =

3=0 ¢=0

17(3,9)|*...Aufenthaltswahrscheinlichkeit im
kugelsymmetrischen Potential - Abhangigkeit in 9, ¢

@(m Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekille, 24.05.2012
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Kugelflachenfunktionen fur /=0,1,2,3

/ n Y (9, ) -
I
0 0 Ve
!
1 +1 3 V/ 2 sinvet?
0 L /3 cos 1)
2\ =
s . o~ o 4o
2 +2 %V{' 22 sin” et zZA
1 J‘1_‘5 et 1 .
+1 F3\/ 2z c0s ¥ sin He®? ?{
O %VJ%QE 0s? ¥ — sin” %) S
. - 1 /35 +3iq =
3 +3 Fs\/ 7 sin® e C__x
7 S
+2 %v“ 103 cos 1 sin® e 4
+1 ¢§v’ 2l sin¥ (5cos? ¥ — 1)et?
0 4\;“ (5cos® ¥ — 3 cos )

Das Absolutquadrat der Kugelflachenfunktionen [Y7*(9,¢)|* gibt die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit eines Teilchens im kugelsymmetrischen Potenzial als Funktion der Winkel
i und o an.
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Abbildung 3.7: Polardarstellung des Absolutquadrats der normierten Kugelflachenfunktionen. Die Lange
des Vektors vom Ursprung zu den Kurven gibt [17"(cos +)|* fur die verschiedenen Winkel  an. Alle
Diagramme sind rotationssymmetrisch um die z-Achse, die hier als vertikale Achse gewahlt wurde.
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Quadrat der Kugelflachenfunktionen fur /=0,1,2

I =0 | =1
m=10 m=10

Abbildung 3.8: Dreidimensionale Darstellung der Quadrate der normierten Kugelflachenfunktionen |177|*
flir 7 =0,1,2 und 3. Zeichnet man einen Vektor vom Zentrum der betreffenden Figur in eine bestimmte

Richtung. so gibt die Lange eines Vektors vom Ursprung zum Schnitipunkt mit der Oberflache der Figur
~ den Wert von 17" an.

@(m Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 24.05.2012
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Quadrat der Kugelflachenfunktionen fur /=3

=

| =3
m=0

Abbildung 3.8: Dreidimensionale Darstellung der Quadrate der normierten Kugelflachenfunktionen |17
fur /=0.1,2 und 3. Zeichnet man einen Vektor vom Zentrum der betreffenden Figur in eine bestimmte
Richtung, so gibt die Lange eines Vektors vom Ursprung zum Schnittpunkt mit der Oberflache der Figur
den Wert von |F7"|* an.

| 2
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n|i m Bezeichnung | Entartungsgrad | |m Winkelfunktion

1|0 0 § I 0 s=1/vin
/
2 | 1| -1.0,1 p 3 0 p- =i_ic05ﬁ
1 =\ 47 Sin 1 cos

\’ 4T 5111 g i

3|2 -2bis+2 d 5 0 | d32o=4/5 16:?(14:03 3 —1)
I | de=v lﬁ 4rsind cos ) cos
dy- = /15 /47 s cos v s

2 | do_p=1/15/47sin" ¥ cos2g
dy, = /15 /4msin’ ¥ sin2¢
43| -3bis+3 f T
5| 4| -4bis+4 g 9
6|5 -5bis+5 h [

n=Hauptquantenzahl aus Rydbergscher Formel
(bestimmt Energie unabh. von |,m, daher Entartung der Energie)
Tabelle 3.3: Funktionennamen und Entartungsgrad fur Zustande mit verschiedener Drehimpulsquanten-
zahl /. Ebenso gezeigt ist die mathematische Form der Winkelfunktionen flir die s-, p- und d-Zustande
in kartesischen Koordinaten.
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Die 5 Kugelflachenfunktionen fur /I=2, n=3

3d _ 3d

a0y b

3d

~ 1,

I el - 3d,- -
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Zum Mithehmen

Die dreidimensionale SG fur das H-Atom lasst sich wegen
der Kugelsymmetrie des Potentials in drei eindimensionale
Gleichungen der Kugelkoor. r, 6 und ¢ umformen.

Die Wellenfkt. kann als Produkt (. %.¢) = R(r). 17'(9.¢)
geschrieben werden, wobei y vom Potential abhangt
und die Kugelflachenfkt. Y durch den Drehimpuls fur
alle kugelsymmetrischen Potentiale bestimmt wird.
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