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Vorlesung 14:

Roter Faden:

Spin-Bahn Kopplung (Vektormodell J=L+S)
Paschen-Back Effekt

Folien auf dem Web:
http://lwww-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch: Demtrdder, Experimentalphysik 3, Springerverlag

Und http://www.ipf.uni-stuttgart.de/lehre/online-skript/f30_11.html|
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Zusammenfassung Elektronspin

Eigenschaften des Elektrons: Stern-Gerlach-Experiment
¥ Spinquantenzahl s=1/2 :"T
o] 2 e
* innerer Drehimpuls (Spin) S= (s(s+1)) = | 8

* magnetische Spinquantenzahl m_= *1/2 > ohne B-Feld
Maanetisches Moment des Elektrons il -
strahl fi
— E - - ¥
He=—g.— 8 =—g upgS/h Cfen I agnet
Zme Ein Stranl aus  wasserstoMahnlichen  Ammen  spaltet in elnem
. - Magneteldgradienten in ol nach der magnetischen Spin qusnterzanl
mit dem G-Faktor g5=.;.E'DE4 getrennte Strahlen auf.
Die Wellenfunktion des Elektrons im H-Atom wird um )
den Spinanteil Z erganzt, die nur 2 Werte annimmt Erklarung
Ry auf magnetisches Moment wirkt die Kraft e=
Podmm, — 'l Xy _ dB = emJidB
Fo=—p; —=8, .
dz m, dz
i dies fuhrt zur Ablenkung des Strahls in Abhangigkeit
! < von der magnetischen Spinquantenzahl.
. : :
b ol 8 Im Magnetfeld erzeugt das magnetische Momente ein
\’l(/ L Drehmoment, das wie beim Kreisel zu einer
5. Prazessionshewegung mit der Larmor-Frequenz fihrt:
' - :PMEB:PMB:#SB:“EJ‘BI
Cier Spln kann als Rotabon des Elekoons urm die E'IQEFIE Achse L L L S }-I 'I H
aurgerasst werden (inks), wiobel das Elekinon allerdings punkmirmig st Z

M Magneteld kann sich der Spin in zwel Posiionen 2ustchian [rechis). : : . _
Dann bewirkt das Crenmaomant eine Prazessionshewesong o, entspricht Kreisfrequenz fur g,=2



Wiederholung Zeeman-Effekt (ohne Spin)

Beobachtung von Zeeman 1896
Spektrallinien von Atomen im Magnetfeld:

» Spalten in 3 Linien auf (Tripletts)
» Linienabstand wéchst mit B
» Linienabstand ist fr alle Atome gleich

Elektron auf Kreisbahn: magnetisches Moment

Dadurch andert sich potentielle Energie im Hamilton-Operator um

Bp= _ﬁmé = iBLz

2m
¢
Die Energieentartung der Zusténde ist aufgehoben:

eB
E=E,+—hm=E,+ 1pBm
Zme
Mit dem Bohr-Magneton

; 0]
Up= 29273210 245

Zm,

Die Zeeman-Aufspaltung ist
AE = Eymil —Epm = liph

Wim de Boer, Karlsruhe

Aufspaltung von Linien in Tripletts

ohne B mit B ohne B

' d

s p

In beiden Fallen mit Magnetfeld werden Photonen mit drei unterschiedlichen Energien
emittiert.

Beobachtete Linien
zirkular polarisiert

beobachtete
Linien

linear
polarisiert

Atome und Molekulle, 12.06.2012



Polarisation beim Zeeman-Effekt

o Am: =0 — II — Ueber y _ srrannt Amy = +1 Amy =-1
3 Linien beobachtet : My . ebergaenge genann ! Am. <0 :
Amy = +£1 o — Ueberaenge ) =
. . . . E 1 B fuer o . I
Licht ist polarisiert : E| B fuer II }L- ebergaenge ]:':I:
Spenrum w@ihout Spem.rum with magnetic
Lorentz - Erklarung (klassisch): Das Elektron bewegt sich in 3 magnetic field fleld present
unabhingigen Richtungen um den Kern. _
Dieses kann man beschreiben durch 3 “Ersatz-Elektronen” : \
B
1. schwingt linear entlang B ,_

g

2. + 3. schwingen entgegengesetzt zirkular zueinander in der Ebene L B /

Ohne Magnetfeld : Zentrifugalkraft = Coulombkraft varveal o-
—_— % ¥ 12. & — 262 —_ A —_— I'IIL OJr
Wy T — dwegr? T 0 =\ awegmr?

longitudinal

Mit Magnetfeld entlang Z: zusitzliche Lorentzkraft fiir (2) + (3) : — hw = hwo +
g;minpB
+gjmippB

E T —— —g;miupB http://phys.educ.ksu.edu/vgm/html/zeemanspec.html
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http://phys.educ.ksu.edu/vqm/html/zeemanspec.html

Der anomale Zeeman-Effekt (mit Spin = Normalfall!)

Gesamt magnetisches Moment aus Spin und Linienaufspaltung im Magnetfeld analog zu
Bahnanteil: _ s AD_
e By =~{fi;)B=upgmB
Hj=— 2m€ (L + gSS) wegen gjh:'singt die Aufspaltung von j ab.
Wegen Prézession um Jist nur die Projektion relevant Belgp;ie;j_ J=> g=1
A J D
: . v =1, =112 == 97 =213
mit dem Landeé-Faktor
JU+D)=1I+1D)+ s(s+1) P =1, R32 == g =413
8=l 27+ 1)
JU+ cly;
P 142 142
L ez 43
312
m; G m g
iz 112 3 142
S __ 2 0
I 12 iz /2
2 Doubletts 2 Tripletts
Anomaler Zeman-Effekt durch Aufspaltung won Linien durch externes
Magnetfeld (vol. e=1) Auswahlregel fir Ubergange gelten nach =




Anomaler Zeeman-Effekt in Wasserstoff fuir n=2

}ﬂzJ

+1/2
1/2 0
-1/2

Abbildung 4.16: Zeeman-Aufspaltung fur die Zustande 1sy 5, 2p; > und 2p; » des Wasserstoffs.

Da der Lande-Faktor g; vom Zustand (j,/) abhangt, ist die Aufspaltung flur Niveaus
mit unterschiedlichen Quantenzahlen (;./) im Gegensatz zum normalen Zeeman-Effekt
verschieden. Das Aufspaltungsbild ist somit beim anomalen Zeeman-Effekt komplizier-

ter.
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Spin-Bahn Kopplung

Spin-Bahn Kopplung: der Spin richtet sich im Magnetfeld der Bahnbewegung.
Die zwei Ausrichtungen des Spins = Dubletts in den Spektren, z.B. bei Na D-
Linien.

Die Spin-Bahn-Kopplung ergibt sich aus der Dirac-Gleichung, aber sie lasst sich
anschaulich in einem semiklassischen Modell begrinden.

Im Ruhesystem des Elektrons bewegt sich der Kern um das Elektron. Diese
Bahnbewegung stellt aufgrund der Ladung des Kerns einen Kreisstrom datr,
welcher nach dem Gesetz von Biot-Savart zu einem Magnetfeld fihrt.

Dieses interne Magnetfeld flihrt auch zu einem ,,internen*“ Zeeman-Effekt:

das magnetische Moment des Elektronspins koppelt an das magnetische Feld
des Kerns, so dass fiur eine Spinrichtung die Energie erh6ht und fir die andere
Spinrichtung die Energie verringert wird. Da hierdurch ein einzelnes Niveau
wegen der zwei moglichen Spinrichtungen in zwei Niveaus aufgespalten wird,
gibt es zwei gegenuber der urspriinglichen Lage leicht verschobene Linien in
den Spektren der Elemente, bei denen bei grober Betrachtung nur eine sichtbar
ISt.

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 12.06.2012




Fraunhofer-Linien (Absorptionslinien
In Sonnenlicht, Bunsenbrenner,usw)

Die Fraunhoferlinien erlauben

Ruckschlisse auf die
chemische Zusammensetzung
und Tempe-ratur der

WEIIenIange in nrm GasatmOSphél’e del’ Sonne Und

Die wichtigsten Fraunhoferiinien im sichtbaren Bereich des o- von Sternen.

Die wichtigsten Fraunhoferlinien im Uberblick

Symbol Element Wellenldnge in nm  Symbol Element Wellenlange in nm

o)) 898,765 c Fe 495,761

y
Z 2 822,696 F HB 486,134
A

759,370 Fe 466,814 |

686,719 Fe 438,355
AE=0.0021 eV

Ha 656281 Hy 434047 Gelbe Flamme g —

-~ : oo durch Salz
. ° ' (NaCL) in
Na 589,594 Ca 430,774 Flamme )

Na 588,997 Hd 410,175

&[‘ ' I Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 12.06.2012 9



Spin-Bahn-Kopplung V¢

i1 und fig beeinflussen einander = Feinstruktur der Spektrallinien durch Spin-Bahn
oder L — S-Kopplung.

{1 erzeugt ein B-Feld B; am Ort des Elektrons. Die Potentielle Energie lautet hierbei
: 1";5,3 — _f-?s - By (1)

Voot = [Dda = [fix Bdao= [ |p || B |sinada =| || B | cosee = —ji - B)
Aus der relativistischen Elektrodynamik (= Biot — Savart x %) folgt :

By = Zeel — O(IT) fiir Z = 1 und r = 1 A= 10-%m (2)

(2) in (1) :
Vis = 5% | ]| s|cos(l,5) = 107%eV fiir Z =1 und r = 1A(3)

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 12.06.2012



Vektormodell der Spin-Bahn-Kopplung

VEKTORMODELL : ;

[+ 5 (zuerst fiir ein Elektron) ITI'rl [141) Hlh

a? = I(l+1)h?
Mathe : a® = b* + ¢* + 2bc cos o ergibt mit { b s(s 4+ 1)h?
2 = j(j +1)h?

1 2 22 .
= |—I|i!gﬂ cosa = == _ qus (3) :

Vis =5l +1) =11 +1) = s(s + 1)

Bisher hat man so gerechnet, als ob sich das Elektron auf festen Bahnen bewegt.
In der Quantenmechanik geht man davon aus, dass es keine festen Bahnen gibt, daher
ersetzt man Tig durch den Mittelwert

< L= Egv a2 2

Die L — S Kopplung ist wichtig fiir grofie Z und kleine n.

L =31
Bei mehreren Elektronen : S = Y &
J =L+ 8§
Beispiel: Die beriithmten Natrium D-Linien werden durch eine rL—s Kopplung in
Dublett-Niveaus gespalten.
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Zusammenfassung Spin-Bahn-Kopplung

Gesamtdrehimpuls des Elektrons setzt sich aus Spin- : Die Zustande sind 2j+7-fach entartet.

und Bahnanteil vektoriell zusammen: m, m, 1
J=L+8 | |
Es gelten die quantenmechanischen Eigenschaften: T —
2 o 2 T 7
J — .}(.} + 1)h Prazession 1'; E .
JZ - m.fh 0 0
_.}i:mji:.} 112 + 112
Beim H-Atom kann die Gesamtspinquantenzahl je 1 4l
nach Kopplung zwei Werte annehmen:
¥ parallel: =/+1/2 2T -2
¥ antiparallel: =/-1/2
paraliel A [ =1 antiparallel Gleichzeitig scharf gemessen kénnen werden:
j= szi,j \ s=% =12 » Bahndrehimpuls LZ =/(/+1)fi?

» Gesamtdrehimpuls J¢ =j(j+1)11?
* Projektion des Gesamtdrehimpulses J, =mjﬁ

Nicht scharf messhar sind die
» Projektion des Bahndrehimpulses m,

» Projektion des Spins m_

Fiir Ubergdnge muss gelten: Al=+1, A=0,%1,
Am=0,%1. Aj=0 (Spin-flip) ist unwahrscheinlicher.
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Zusammenfassung Spin-Bahn-Kopplung

Bohr-Atommodell: Im E-Feld des Kerns bewegtes
Elektron sieht B-Feld:e=

Quantenmechanische Rechnung ergibt zusatzlichen
Thomas-Faktor 1/2. Mit Coulomb-Feld:

Es folgt die LS-Wechselwirkungsenergie

Ho®

2
&, ¥

B =—u;B =

Wim de Boer, Karlsruhe

Mit J< = L?+S“+LS und
)i
folgt eine Niveauverschiebung um
ZGGD -1+ D= s(s+ )
a1+ 121 +1)

g

Alle Niveaus aufier [ = 0 spalten in Doubletten auf

Bei LS-Kopplung wird Zustand durch die
Quantenzahlen mﬂfmj beschrieben. m, und m_ sind

unbestimmt.
Spektroskopische Nomenklatur: n25+1)‘j
b 34, (n=3, s=1/2, [=2, [52)
2 - - a .
! S (n=1, s=112, |0, =1/2)

Atome und Molekulle, 12.06.2012



Paschen-Back-Effekt (Wiki)

S|
Der Paschen-Back-Effekt beschreibt die Entkopplung von Spin- un

Bahndrehimpulsen beim Anlegen eines starken magnetischen Feldes.
Ein Spektrum mit anomalem Zeeman-Effekt (fir Atome, die einen
Gesamtspin S aufweisen) geht somit in die Form eines Spektrums mit
normalem Zeeman-Effekt tber.

Bei starken Magnetfeldern (B > 1 T) ist die Kopplung der magnetischen
Momente an das angelegte Feld starker als die Spin-Bahn-Kopplung, so dass
der Gesamtspin S und der Gesamtbahndrehimpuls L nicht mehr zu J koppeln,
sondern unabhangig voneinander um die Achse des angelegten Magnetfeldes
prazedieren.

1921 beobachteten Friedrich Paschen und Ernst Back (1881-1959), dass der
anomale Zeeman-Effekt (fir Systeme mit einem Gesamtspin S > 0) in den
normalen Zeeman-Effekt (fiir Atome mit Gesamtspin S = 0) Gbergeht. Dies kann
als Entkopplung von L und S verstanden werden, da der Einfluss des
Gesamtspins bei fehlender Spin-Bahn-Kopplung verschwindet.

&[‘ ' I Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekulle, 12.06.2012 14



Paschen-Back-Effekt

Zi —- - -

« Weak externa J=L+85
: B magnetic fiak
! 1J]= m} p Strong externa

magnetic field

Orbital and spin
angular momenta
independently
pracess about
magnetic fiekd
direction. J quantum
number no longer

a constant of the
motion.

Weak B= Bext < Bint Strong B= Bext > Bint

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 12.06.2012



Vektormodell fir J=L+S

Abbildung 4.3: Vektormodell der Kopplung des Bahndrehimpulses L und des Spins S zum Gesamt-
drehimpuls J. In (a) ist der Zustand charakterisiert durch die Quantenzahlen (m,/!,s.m;) und ist damit
Eigenzustand zu den Operatoren L2, $2, L. und S.. Im Vektormodell kommt dies dadurch zum Aus-
druck, dass sowohl L als auch S um die z-Achse prazedieren. J? ist damit nicht definiert, wohl aber J.,
d.h. der Gesamtdrehimpuls besitzt eine feste Projektion auf die z-Achse. In (b) prazedieren sowohl L als
auch S um die Richtung des Gesamtdrehimpulses J. Damit ist weder die Projektion von L noch von S
auf die z-Achse fest, d.h. m und m; sind keine guten Quantenzahlen mehr. Hingegen ist die Projektion
von J auf die z-Achse fest. Der Zustand kann also durch die Quantenzahlen (j,m;./.s) charakterisiert

werden.

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 12.06.2012



Paschen-Back-Effekt

E{] > ‘BJ — I: _:§ -Kopplung wird aufgehoben

Na, 2P, bzw. 2P, - 2S,,, L-S- Kopplung = 17.2 cm!
Li, entsprechend = 0.3 cm

‘Bg‘ = 3 T = Zeemann-Aufspaltung ~ 1 cm™?

= 3 T sind fur Li ein groBes und fur Na ein kleines Feld

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 12.06.2012



Feinstruktur in starken Magnetfeldern

Bei sehr starken Magnetfeldern wird die LS-Kopplung iberwunden. Termschema

mm, 1+

L und S koppeln dann unabhéngig voneinander an das externe !

Magnetfeld. 2S 2P m’ g s
L —pR "
U] T R a—)
\ S R
S ——

"l'||I _\-\SJQ ’,/ +1 -12
\
\ A1 ap

\ N
2P - 12~
A 112 - ,A\
N — A2
Feinauf- anomaler  Paschen-

spaltung Zeman-Eff. Back-Effekt

Aufspaltung durch LS-Kopplung, anomalem Zeeman-Effekt und bei stérk
Kopplung von L und 5.

Dies fihrt zu der Energieaufspaltung

AE = (my + g m, JupB

& Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 12.06.2012
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Paschen-Back-Effekt

Weak magnetic
liekd applied

_ Spin-orbit
splitting

Weak magnetic fisld

=41
m; +112

I'|'|j=-1.'E

Enargy (e

+2AE m;= 1, m‘.: 12

+AE m;=[l,m'=1f2
h i

_——AF m=0m=-1/2
l §

et -2AF m;= -1, I"ﬂx= -1/2
AE = }_IB B
Magnetic interaction energy
= [I'I"Illl + me}]_lBEr

——— #AF mF= 0, m$= 12

Intensity

AE m=0m =-1/2
§

/ Wavelength

Auswahlregeln fiir optische Ubergénge: Am; = 0. £1

= Spektrum wird einfacher

Wim de Boer, Karlsruhe

Amg= ()

Atome und Molekulle, 12.06.2012



Zusammenfassung der Feinstruktur durch Spin-Bahnkopplung

1, fir s-Terme gilt =0~ j =5 V=1

1. Niveaus mif grofieren (7 ) sind energetisch hoher

3. V3¢ x 2 ~daher st Vy ¢ sehr Klein beim Wasserstoff AE % 0,33 em

imitE =7he, v:-:A:ﬂ ellenzahl) 2 4,10V bei H, , 16V =8066 cm™

4, Bei Alkali-Atomen ist V7, g Jedoch sichthar :
AE = 17,27 em = 21073V = 6Abei Na-D-Linien

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 12.06.2012



Zusammenfassung der Feinstruktur durch Spin-Bahnkopplung

Da die Wellenfunktion des Wasserstoffatoms exakt hestimmt ist, ist eine exakte Berech-
nung der Feinstruktur erlaubt.
Entj = Eng+ Evel, + Ei s

Vol]standlge Berechnung von Dirac:

_ B[ 1 3)m
Fis= -5 (-3

N |
Ha ~ dmeshe 137)] .
ies entspricht der Sommerfeldschen Berechnung von E,., wenn man | durch |
ersetzt.

E.q = abh. von |

Bemerkenswert: ~ Ej, = abh. von ),l,s
ED””": = abh. von

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 12.06.2012



Quantenzahlen bel der Spin-Bahn-Kopplung

 §

wZe sl & = 2 p0)+T0) G-D)

E,i. = E,+AE;s = E,
ik sS TAELs +3;'rm313 2m

wpZe?
Samrd

[iry =

Es gilt mun die Eigenfunktionen von H zv finden, Mit dem Kopplungsterm sind die Funktionen
in, [, m,m; ) sichetlich keme Eigenfunktionen von H, da

S..H] = T(r)[S.,(S-L)] # 0.

- -~ .

L..H] = T(r)[L.,(5-L)
= T() [ C 54D S+ L 5)]
= ()L, -Si—L: S} # 0
Durch die Kopplung von L und S zu J sind aber die Projektionen von L und S auf die z-Achse nicht

mehr fest und somit L und S; keine Erhaltungsgrofen mehr. Im freien Atom verhieren also S und L 1hre
Bedeutung, da sie um J prazedieren und somit nicht mehr stationér sind. Das Drehimpulsverhalten wird

durch J mit semen Quantenzahlen j und m; bestimmt.

Die Werte [ und 5 behalten dagegen thre Giiltigkeit als gute Quantenzahlen bei, da [Lj '

2.H) = [[.H)+2(L-5.8)+5.H =0 [LH = 0

Damit ergibt sich ein never Satz von Quantenzahlen  n,j,m; s, (Quantenzahlen ben Spin-Bahn-Kopplung)

& Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekulle, 12.06.2012 22



Vollstandiges Termschema des

e’ (3 1
+_ — —
n\ 4n j+lf’_’J’_,

3ds

B

3S412-3P 12

[ QN QY LY ST ST

n =2 2P 3 2P 3

o 2s 172 ,Ep 12 E'P 172 \
n =1

1s.
xﬂ/ 172

Bohrsche Feinstrukiur L amib-
Ernergieniveatls nach Dirac Verschiebung FedinstrukTur
= Schridinger-Gi. = [ S-Koppluing = Srrafvungs- = Kerneffekie
ofire Spin + rel. Massen- Koirmektur {CED)
Furnahme

Abbildung 4.19: Vollstandiges Termschema des Wasserstoffatoms mit allen bisher bekannten Wechsel-
wirkungen. Die Fein- und Hyperfeinstrukiur, sowie die Lamb-Shift sind aus Grunden der Llbersichilichkeit
nicht malstabsgeracht gezeichnet.

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 12.06.2012



LS-Kopplung bel mehreren Elektronen

Die Spin-Bahn-Kopplung einzelner Elektronen wird aufgebrochen bei mehreren
Elektronen, wenn die Spin-Bahn-Wechselwirkung klein ist. vor allem bei kleinen
Kernladungszahlen bis etwa Kohlenstoff, weil V| goc Z4

Stattdessen koppeln die Bahndrehimpulse und Spindrehimpulse der
einzelnen Elektronen zu Gesamtdrehimpulse : [ -y ,,§=%5

L und S koppeln zum Gesamtdrehimpuls: J=L+ S

Gelegentlich wird die LS-Kopplung nach den Physikern Henry Norris Russell und Frederick Albert
Saunders mit Russell-Saunders-Kopplung bezeichnet.

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 12.06.2012



j]-Kopplung bel vielen Elektronen

Bei schweren Kernen ist die Spin-Bahn Wechselwirkung grof3, weil V goc Z4

=
—

Fiur jedes einzelne Elektron gilt dann: Gi=L+5

Die koppeln zum Gesamtdrehimpuls : J= Z Ji

Diese jj-Kopplung dominiert bei schweren Atomen mit grof3en Ladungszahlen Z
(z. B. bei Blei) . Bei leichten Atomen hat man die LS-Kopplung.
Bei den dazwischen liegenden Atomen liegen Mischformen vor.

&[‘ ' I Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 12.06.2012 25



Zum Mitnehmen

Spin-Bahn Kopplung: der Spin richtet sich im Magnetfeld der Bahnbewegung.
Die zwei Ausrichtungen des Spins = Dubletts in den Spektren, z.B. bei Na D-
Linien.

Paschen-Back: externe Magnetfeld Uberwiegt und Spins richten sich im
externen statt internen Magnetfeld. Anomaler Zeemaneffekt wird normaler
Zeemaneffekt.

Mehrere Elektronen, leichte Atome (Z<6):
Spin-Bahn-Kopplungsenergie o« Z* . Daher wird die Spin-Bahnkopplung der
einzelnen Elektronen bei leichten Atomen aufgebrochen und es gilt:

EZZEundg:Zi f—£+§"

Mehrere Elektronen, schwere Atome: Spin-Bah-Kopplungen der einzelnen
Elektronen stark und es gibt jj-Kopplungen:

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekile, 12.06.2012



