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Losung der SG mit beliebigen Potentialen
(bisher eindimensionales Rechteckpotential)

Das Potential um das Minimum X, kann wie jedes Polynom als Taylorsche
Reihe entwickelt werden:

Im Minimum:

e V=0

¢ V(xo) = konstant (darf subtrahiert werden)

o Vepp(e) = %V” (20) (2 — )

‘ Dies ist das Potential eines harmonischen Oszillators (V o x*!) ‘
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Losung der SG mit beliebigen Potentialen
(bisher eindimensionales Rechteckpotential)

V= [ Fdz = -3ka?(1) 5V < 0 — anzichend
KM DGL: mz = - kx (2)

Losungsansatz: x = A coswt (3)

(3) in (2) : -mAw cos wt = —kA coswt =

QM : statt F = ma jetat: SG

Erwarte wieder
diskrete Energie-
HY=Fv niveaus, wie beim
Rechteckpotential!

H= h d"f;, 1 m0202(1), wobei H = Hamiltonoperator

= 2mi 2
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9.2. Harmonischer Oszillator
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Losung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators

2 LOSUNGSARTEN:

1. algebraisch via Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (oder Auf-und

Absteigeoperatoren)

2. analytisch (wie vorher beim Rechteckpotential)

Hier: nur 1. (Notation Griffiths)

SG : 5— [(Tdi) + {?Hu.?;}:)z} U = EW(2)

(u? + v? = (u + iv) (u — iv))

Definition der Auf - undA bsteigeoperatoren:

ay= J;?_ntdm + imwa (3)

Was ist a_a f(x)?

— 1 (hd _ hdf | owor
a_af= - (t 1 — imw :-::) (idx + E.TTLwil.f)

2 |-

oder (a_a_|_ - %h.u.:) @ = Ep (6)
so auch : aja_= H - Thw(7)
Aus (5) + (7) : a_ay —aya_ = [a_a4]

Der Kommutator [a.a,]=hw
#0, d.h. ¥ nicht gleichzeitig
Eigenfkt. von a_und a,.

2 dxf o d a2
h —": + hmw="- — ﬁ.?nwma‘% + (mwax) f]
Kettenregel auf xf anwenden!

[(%é)z + (mwzx)® + ﬁ-?”w‘] f(4)
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Losung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators

Weun Ho eine Lisung der SG Hy = By ist (1), dann gilt (2) : Happ =
(E + hw)aye.

Dies ist wieder eine SG mit Wellenfunktion a, ¢ und Energie F = hw

D.h. statt die kontinuierlichen Lésungen der KM fiir den harmonischen
Oszillator hat man jetzt diskrete Lésungen mit Energien £ = nhw (n = 1

Beweis fiir (2): esgilt: Hy = Ep, H=a_a, - -%ﬁw} —undH =aja_ + -ﬁu.:}
Wir berechnen :
H ai = (aya_ + ﬁw)l‘l+50 = ata—_atyp + ﬁwaﬂo =

= (B 4 jhw)p + jhwasp = (B4 hw)ayp aay = H 4 5

So auch:

Ha_¢ = (E - hw)a_

d.h. a_ erniedrigt die Energie um hw (Absteigeoperator)
und a, erhéht die Energie um fiw (Aufsteigeoperator)

Energiestufen von hw ist gerade das, was man braucht um
diskrete Energieniveaus eines harm. Osz. zu beschreiben.
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Losung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators

Daraus folgt: Durch Verschiebungsoperatoren kann ich oc viele Losungen
der SG ﬁnden

hat ihre eigene Energie
>0 [E Ji + :-*nwzaz] d.h. es muss eine niedrigste
nergie geben,
fur die gilt: a_we= 0 oder [ -i:-*nw'tcpg] =0 —

—r~j%f';—°:— fada—xlng.:ﬁ :—m“‘;f +ec—

mw
— ) = Agexpl(— x?)
wo(x) 0 €X] oh
Welche Energie En gehdrt zu g7
S5G H'-,:’OE (-H_i_ﬂ'_ + %ﬁuh'\)'-f?lj = EEIH:’D

Da a_y¢p = 0 muss gelten : Fy = %ﬁwg — Nullpunktsenergie

Da die Wellenfunktion der niedrigsten Energiestufe jetzt bekannt ist, kin-
nen alle weitere Energiefunktionen durch Anwendung der Aufsteigeoperatoren
berechnet werden:

wo = Agexp(—

ﬂm:c:' )

|:ﬁ.d

4 + urnu..a] exp(—m“’“' ) =

Ag PP o Friceas
= |3 (_T) + E.ﬂl-.pi] exp(—"55—)

=i A wy2ma exp(— e

— By = %hwl usw.
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Inklusive Normierung: < ¢ | ¢ >= 1 gilt:

mw\ 3 2

1 1 &. |
enl@) = (7)) S Ha(©) exp(= ). 6 = o 0

mit H,(¢) = (—1)"exp(&? }%m (Hermitesche Polynome)

z.B.: Hg = 1._ H1:2X, Hg = '—13.?2 — 2._ H3 = 83‘:3 — 12-’13._.
H; = 162% — 4822 4+ 12,

Hy = 3225 — 16023 4+ 1202 + ...,

H,. () =2xH,(x) — 2nH,_,(x)

(Rodrigues-Gleichung)

—

n.g
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nach Unsicherheitsrel.->
Nullpunktsschwingungen

n
— g — Gausskurve & \J \/ S
w1 — Polx AN 4

w2 — p(4a? —2) \ S \J

Rechts: 2 Plots zusammengeflgt: %f\v/{ 3

a) die Amplitudenfkt. 4 >
des harm. Osz. fur n=0,1,2..,5 \

aufgetragen gegen Auslenkung m) y_\}L :

X bei der jeweiligen Energie E, Tm,z < 0_*
b) das Potential als Fkt. von x f 0 X




Energiewerte, Wellenfkt. und Aufenthaltswahrscheinlichkeiten
In einem rechteckigen Potentialtopf

*x
a
Abb. 4.16a.b. Energiecigenwerte cines Teillchens im unend-
lich hohen eindimensionalen Potentialkasten. (a) Wellen-
funkuonen. (b) Aufenthaltswahrscheinlichkeit W( E'. x) dx

(x) T dx des Teilchens
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Berechnung der AW beim klassischen Oszillator

Wahrscheinlichkeit, das Kugel sich am Position x aufhalt:

Betrachte Energie und verlange gleiche Energie wie in der QM (Korrespon-

denzprinzip):
1 1 1
E="—mv?+ -—me?z®=(n+ -)hw

s — EIII:ETH_I:I&W ﬂwzm?_x Tn( ) Vl

T

(2) in (1) : P(x) = k /5 (3)

k aus Normierung : (7™ P(x)dr =1 (4)

Tmin

mit X, min= 0 : Xonae = 1;'% (aus (2) mic v = 0)

Aus (3) + (4): k = 2(5) (bermtze: Jeo ﬁ = arcsin(z) |2 )

AW 4

(5) in (3): P(x)= 2y =k/v

V"’{":’ 1+ 1) Frew— e o2
Dies entspricht klassische AW mit E=(n+1/2)hw.

KM: AW minimal im Minimum des Potentials
QM: AW maximal im Minimum des Potentials
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Losung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators

n =2

2,2
W () o (da’z* — 2}[4_(1/2}0 T

n=1

DY 2 el
U () o {2(:,;::]0_[1/2)“ .

=10

wol(x) oce (1/2)a*a?

Nullpunkts-“‘Schwingung”

to und |thg|? Gauk-Funktionen
zentriert bei @ =0

[T
4 -3 -

Paritatsoperator = Spiegelung gegen Ursprung (X->-X).
Eigenwert + oder -1, hier (-1)"
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Losung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators

Beachte folgende Eigenschaften der o, (x):

1) Alle Wellenfunktionen sind # 0 auflerhalb des klassisch erlaubten Bereichs (V(x) > E,, im
Bild auf der jeweiligen Achse markiert)
= Exponentiell abklingendes Eindringen in den klassisch verbotenen Bereich

(Tunneleffekt)

2)  Wellenfunktionen haben definierte “Paritdt” (die beim H-Atom erwihnten ©(d)- ®(¢) eben-
falls, dort aber nicht diskutiert): bei Spiegelung am Ursprung (x — —ax) kein Vorzeichen-
wechsel fiir gerade n (+), Vorzeichenwechsel fiir ungerade n (-).

3) Asymptotisches Verhalten fiir n > 1

(n + 1) Maxima fiir |1, |*

Hauptmaxima  aufen:  Ogzsillation
um die klassisch  zu  erwartende
Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines
schwingenden Systems (maximal an
den Umkehrpunkten @ = £L)

|||”I|”H AR el = Bohrsches Korrespondenzprinzip:
NIRRT ALl Ubergang zur klassischen Physik im

0 Grenzfall sehr hoher Quantenzahlen
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Der anharmonische Oszillator

Beispiel fir Abweichung eines harm. Osz.:Energieniveaus eines
zweiatomiges Molekll mit “Morse-potential” mit Dissoziation ab
einem bestimmten Distanz (= ab einer bestimmten Energie)

Dissoziationsenergie

13
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9.3. Drehimpulsoperator

&[‘ ' | Wim de Boer, Karlsruhe

Atome und Molekulle, 22.05.2012
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Wiederholung Drehimpuls

In der Atomphysik spielt der Drehimpuls eine zentrale, entscheidende Rolle.

Fur Potentiale mit V(r) = V(r), Zentralpotentiale ist der
Drehimpuls eine Erhaltungsgrofe.

Der Drehimpuls hat die Dimension Lange*Masse*Geschwindigkeit

Die SlI-Einheit ist: m-kg-m/s = m-s-kg-m/s?= N-m-s = J-s

Die GroRRe der Dimension Energie*Zeit nennt man Wirkung.

Eine fundamentale Einheit der Wirkung ist h = h/(21mr) = 1.0545726-10-34Js
Drehimpulse kommen in der Natur nur in Einheiten von 2 h vor!

Weil h so klein ist, ist die Quantisierung des Drehimpulses bei makroskopischen
Objekten praktisch nicht beobachtbar und der Drehimpuls erscheint klassisch als
kontinuierliche Gro6l3e.

Eine Masse von 1kg auf einer Kreisbahn mit Radius 1m und w = 21m-1Hz hat einen
Drehimpuls von m-r?-w = 1.1916-1035* h/2

Die Winkelabhanqgigkeit der Wellenfkt. In einem Zentralpotential entspricht
Drehimpulsoperater (Beweis folgt).
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Schrddingergleichung in Kugelkoordinaten

igrotredsiir?;thei- ] - -+ ;;2: Laplace - Operator

h° 10 (,0 Beweis
— r?— 2 +V(r6,
(I 3-r)+ +V(r,6,9) folgt.

Kugelkoord.:

21 12 Or 2mgr?

' 5 7 .
XY = rsinttcos r= \/J.?‘" +y-+z2

i

) 7 7
‘\/ X-+y-+z
[} I1..‘
z=rcost} (0 = arctan— .
X

y=rsinttsing 1} = arccos

Betrachte ein Langenelement ds:
— ds = xl, + yity, + 2z, Einheitsvektoren: i, i, i,
»\ | — (rsinfcos p)iy, + (rsinfsin @)ty + (rcosf)i,

ds,=dr dsg=r dO ds
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Mathematisches Intermezzo

Gradient einer Funktion f: Vf = | ﬂ_}tl g“f Uy +

(= Ableitung eines Vektors, also ein Vektor!)

of . 10f 1 of
Vi=—d,+-—
F= T Ty Sinf oy

Divergenz einer Funktion F : (= Skalarprodukt, also eine Zahl!)

V-F= 1 .
- &51,‘ | SSE lfl‘.‘h!p
ar oe i

dsg 8 s |,5~31: |‘5'52| Bsg
OFr | 59 || B 9Fs| 5. || ar OF, 58

dr o0 ( )
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Mathematisches Intermezzo

(2) in (3) :

‘U’Ef:?+vf:;~[a Eﬁlllg_i‘Fagrslng_i_Fﬂga( h Sf)}

72sin8 | Or' r rsin @ e

_ l?ai( z_i)_|_ . (E%sin&?%g)—l—r:silnzgg;{

sin @

oder:

1 o [2
vﬁ — = |

wobei [? = [2 + {2 4- 12 = Drehimpuls? und der dazugehdrige Operator 12

- .| 1 a8 (., 0 1 0
I = —h" | ——|smb— | + —
sin & 00 a0 sin” 6 Op?

Beweis folgt

D.h. die Winkelabhangigkeit des Laplace-Operators wird durch den Dre-
himpuls bestimmt.
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Drehimpulsoperator von kartesischen Koor.
In Kugelkoordinaten umwandeln

Fiir Funktion f = f (r, 0, ¢) gilt:
(Il=7TxpP):

df = %{dr -+ %dﬂ + %dcp und demzufolge :

or of a8 of Bga S‘f
dx Or —|_ dx 96 —|_

8 _ord | 808 | 990
oder dx Oz Ir —|_ ax 860 dx S’

ar _ o e k2 .2 a2 2 e — Do
3= = sinfcosy (aus : r? = z? 4 y* + 2° — 2rdr = 2xdxr

sin 6 cos ¢ )

= ’H'?ld darccos o

a2 fy2 422 dex

— —‘:OSH:DS""(aus : 8 = arccos

2oz

— r2a/ @2 fy?

Yy _sing o — o Y
= 2P ~—% (aus : ¢ = arctan ¥ )

cosBcosp 8  sing J

—_— I. s i
x 51119{:05&‘05? —|_ r o8 rsin @ e
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Drehimpulsoperator von kartesischen Koor.
iIn Kugelkoordinaten umwandeln

Analog folgt:
a o .- - sin@cos e I cosge O
Ay sin 6 sin kpﬂr _|_ T a0 _|_ rsin @ e
Einsetzen in [/.:
. L0
[, = —ih—
I

so auch:

_ P 9

th |sin o— cot @ cos po——
Y58 + »oacpd

[ L 0 st d 9
co in HQE?-' CcOS upﬂgd

womit fur
P=024+ 102412

9 (inp? ), 1
sin0a0 \" " "86) " sinZ 0 92

folgt:
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Vertauschungsrelationen

ldee: Heisenbergsche Unscharferelation bedeutet, dass man Impuls
In X-Richtung und die x-Koordinate nicht gleichzeitig scharf bestimmen kann.
Grund: Messung des Impulses beeinflusst Ort und umgekehrt.

Was ist, wenn man zuerst den Impuls bestimmt und dann den Ort??
Dann kenne ich beide? Oder hangt es von der Reihenfolge ab?

Zuerst Ortsbestimmung und dann Impulsbestimmung # zuerst
Impulsbestimmung und dann Ortsbestimmung?

Dies kann man testen durch die Operatoren zu vertauschen und die Differenz

zu nehmen:
A, B] = AB - BA

Dies nennt man den Kommutator (oder auch Vertauschungsrelation) zweier
linearen Operatoren A und B .
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Vertauschungsrelationen

Beispiel:

Setzen wir die Operatoren fur Ort und Impuls einfach in obige Gleichung ein und
lassen diese auf eine Wellenfunktion wirken, so folgt:

‘ d ) g ) | - S -
[z, p|(x) = (a (—fﬁ—”ir[ x)— ((—fﬁt—il)ﬁ (z) = (—f.h;rf'—-k(ih[1+;1:;jj-¢-'.={;1:} = thy(z)
ox’ oz ox dx
D.h. x und p, sind nicht kommutativ oder nicht gleichzeitig scharf messbar.

Unsicherheit gegeben durch Kommutator [ ]. Wie ist es mit x und p,?

o o ? d. ., d ..
[il:-ij]tr"-'r(lt_} | A _} 'lr.".'[::.i‘,‘.}—((—f-h-%}:f}'i’;‘l-r(;r) — E_;ﬁ]%}tr(l}—l—(?ﬁ%)(rhil}}

b, d .
—rﬁtd—y—{—sﬁra N

D.h. xund p, sind kommutativ oder gleichzeitig scharf messbar.

A

PS. Normale Schreibweise der Operatoren: mit ,,Hiitchen“ , wie O, . " O
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Vertauschungsrelationen

Wir wollen nun die Vertauschungsrelation fiir die Komponenten des Drehimpulses ermitteln, Wir
berechnen den Kommutator

G=L,L,—L.L, . (542)

Hierzu betrachten wir zunéichst den Operator f,yfz. L,L.—L.L, = ihL
- . . f-".2-":::1: - ﬁzﬁg i-ﬁ ,I:y
LyL: = (pat = Paz) (Pay — PyT) S

= D:TPzlY — PrZPrY — P2TPyT + Pr2PyT

= ypap, — 2yp> — T2P.Py + 2PyPa Kurzform:

(543)

In dhnlicher Weise erhalten wir durch explizites Ausrechnen LxL = ihL

L.Ly = yp:pox — 2yP; — T°Paby + 2PyThs - (544)

Wir subtrahieren jetzt (544) von (543) und finden

-,

L,L, - L.L,=yp, (xPy — Pox) + 2Dy (PoT — TP5) . (545)
Unter Verwendung der obigen Vertauschungsrelationen zwischen Ort und Impuls bekommen wir

L L. — L.L,=ih(yp, — py2) = ih L (546)
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Vertauschungsrelationen

Nur Gesamtdrehimpuls und eine der
Komponenten gleichzeitig zu
bestimmmen.

Gesamtdrehimpuls und Energie
gleichzeitig zu bestimmmen.

Z-Komponente des Drehimpulses
und Energie gleichzeitig zu bestimmmen.
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Zum Mithehmen

Die Randbedingungen der SG fuhren zur Quantisierung.

Ein beliebiges Potential kann im Minimum als quadratisches Potential
angenahert werden (Taylor-Entwicklung). Dies entspricht das Potential
eines harmonischen Oszillators, dessen Energien

wieder quantisiert sind. Die Wellenfunktionen der einzelnen
Energieniveaus konnen elegant mit Aufsteige- und Absteigeoperatoren
bestimmt werde.

Winkelabhangkeit der SG in einem kugelsymmetrischen Potential
entspricht Drehimpuls-Operator. Gesamtdrehimpuls und eine
Komponente gleichzeitig mit Energie zu bestimmen.
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