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8.2. Quantelung der Energie (Frank-Hertz Versuch) 

8.3. Bohrsches Atommodell 

8.4. Spektren des Wasserstoffatoms 

 

VL9. Elemente der Quantenmechanik III 

9.1. Schrödingergleichung mit beliebigem Potential 

9.2. Harmonischer Oszillator 

9.3. Drehimpulsoperator 

 

VL10. Das Wasserstofatom in der QM (I) 

10.1. SG in einem kugelsymmetrischen Potential 

10.2. Quantenzahlen des Wasserstoffatoms 

10.3. Winkelabhängigkeit (Kugelflächenfunktionen) 
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 Lösung der SG mit beliebigen Potentialen 

(bisher eindimensionales Rechteckpotential) 

X 

V 
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 Lösung der SG mit beliebigen Potentialen 

(bisher eindimensionales Rechteckpotential) 

KM 

QM 

Erwarte wieder 

diskrete Energie- 

niveaus, wie beim 

Rechteckpotential! 
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VL9. Elemente der Quantenmechanik III 

 

 

 

9.2. Harmonischer Oszillator 
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 Lösung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators 

(wie vorher beim Rechteckpotential) 

für V=cx2 

Der Kommutator [a-a+]=ħω 

≠0, d.h.  nicht gleichzeitig 

Eigenfkt. von a- und a+. 

Kettenregel auf xf anwenden! 
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 Lösung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators 

Energiestufen von ħω ist gerade das, was man braucht um 

diskrete Energieniveaus eines harm. Osz. zu beschreiben. 

1. 

- + 
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 Lösung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators 

2. 
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 Lösung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators 

Rechts: 2 Plots zusammengefügt: 

a) die Amplitudenfkt. 

des harm. Osz. für n=0,1,2..,5 

aufgetragen gegen Auslenkung 

x bei der jeweiligen Energie En 

b) das Potential als Fkt. von x 

x=0 mit E=0 verboten  

nach  Unsicherheitsrel.-> 

Nullpunktsschwingungen 

5.12 
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Energiewerte, Wellenfkt. und Aufenthaltswahrscheinlichkeiten 

            in einem rechteckigen Potentialtopf 
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 Berechnung der AW beim klassischen Oszillator 

Wahrscheinlichkeit, das Kugel sich am Position x aufhält: 

X 

V 

X 

AW 

QM 

KM 
n=0 

X’ 

X’ 

KM: AW minimal im Minimum des Potentials 

QM: AW maximal im Minimum des Potentials 

=k/v = 
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 Lösung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators 

Paritätsoperator = Spiegelung gegen Ursprung (x->-x). 

Eigenwert + oder -1, hier (-1)n 

KM 
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 Lösung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators 
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Der anharmonische Oszillator 

Beispiel für Abweichung eines harm. Osz.:Energieniveaus eines 

zweiatomiges Molekül mit “Morse-potential” mit Dissoziation ab 

einem bestimmten Distanz (= ab einer bestimmten Energie) 
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VL9. Elemente der Quantenmechanik III 

 

 

 

9.3. Drehimpulsoperator 

 

VL 9 
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In der Atomphysik spielt der Drehimpuls eine zentrale, entscheidende Rolle. 

 

Für Potentiale mit V(r) = V(r), Zentralpotentiale ist der  

Drehimpuls eine Erhaltungsgröße. 

 

Der Drehimpuls hat die Dimension    Länge*Masse*Geschwindigkeit 

Die SI-Einheit ist:   m·kg·m/s = m·s·kg·m/s2= N·m·s = J·s 

Die Größe der Dimension Energie*Zeit nennt man Wirkung. 

Eine fundamentale Einheit der Wirkung ist ħ = h/(2π) = 1.0545726·10-34Js 

Drehimpulse kommen in der Natur nur in Einheiten von ½ ħ vor! 

 

Weil ħ so klein ist, ist die Quantisierung des Drehimpulses bei makroskopischen 

Objekten praktisch nicht beobachtbar und der Drehimpuls erscheint klassisch als  

kontinuierliche Größe. 

 

Eine Masse von 1kg auf einer Kreisbahn mit Radius 1m und ω = 2π·1Hz hat einen  

Drehimpuls von m·r2·ω = 1.1916·1035* ħ/2  

 

Die Winkelabhängigkeit der Wellenfkt. In einem Zentralpotential entspricht 

Drehimpulsoperater (Beweis folgt). 

Wiederholung Drehimpuls 



Wim de Boer, Karlsruhe 

 
Atome und Moleküle,  22.05.2012  16 

Kartesische 

Koordinaten: 

Kugelkoord.: 

dsr=dr  dsθ=r dθ dsφ=r sinθ dφ 

Schrödingergleichung in Kugelkoordinaten 

Beweis 

folgt. 
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Mathematisches Intermezzo 

. 
(= Skalarprodukt, also eine Zahl!) 

(= Ableitung eines Vektors, also ein Vektor!) 
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Mathematisches Intermezzo 

Beweis folgt 
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Drehimpulsoperator von kartesischen Koor. 

     in Kugelkoordinaten umwandeln 
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Drehimpulsoperator von kartesischen Koor. 

     in Kugelkoordinaten umwandeln 
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Idee: Heisenbergsche Unschärferelation bedeutet, dass man Impuls 

In x-Richtung und die x-Koordinate nicht gleichzeitig scharf bestimmen kann. 

Grund:  Messung des Impulses beeinflusst Ort und umgekehrt. 

 

Was ist, wenn man zuerst den Impuls bestimmt und dann den Ort?? 

Dann kenne ich beide? Oder hängt es von der Reihenfolge ab? 

 

Zuerst Ortsbestimmung und dann Impulsbestimmung  zuerst 

Impulsbestimmung und dann Ortsbestimmung? 

 

Dies kann man testen durch die Operatoren zu vertauschen und die Differenz 

zu nehmen: 

 

 
Dies nennt man den Kommutator (oder auch Vertauschungsrelation) zweier 

linearen Operatoren A und B . 

Vertauschungsrelationen 
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Vertauschungsrelationen 

Beispiel: 
 

Setzen wir die Operatoren für Ort und Impuls einfach in obige Gleichung ein und 

lassen diese auf eine Wellenfunktion  wirken, so folgt: 

 

 
 

D.h. x und px sind nicht kommutativ oder nicht gleichzeitig scharf messbar.  

Unsicherheit gegeben durch Kommutator [ ]. Wie ist es mit x und py? 

 

 

 

 

 

D.h.  x und py sind  kommutativ oder gleichzeitig scharf messbar.   

 
PS. Normale Schreibweise der Operatoren: mit „Hütchen“ , wie Ô, ˆ  , ˆ x p 
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Vertauschungsrelationen 

Kurzform: 
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Vertauschungsrelationen 

Nur Gesamtdrehimpuls und eine der 

Komponenten  gleichzeitig zu 

bestimmmen. 

Gesamtdrehimpuls und Energie  

gleichzeitig zu bestimmmen. 

Z-Komponente des Drehimpulses  

und Energie gleichzeitig zu bestimmmen. 
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Zum Mitnehmen 

 

Die Randbedingungen der SG führen zur Quantisierung. 

 

Ein beliebiges Potential kann im Minimum als quadratisches Potential 

angenähert werden (Taylor-Entwicklung). Dies entspricht das Potential 

eines harmonischen Oszillators, dessen Energien 

wieder quantisiert sind. Die Wellenfunktionen der einzelnen 

Energieniveaus können elegant mit Aufsteige- und Absteigeoperatoren 

bestimmt werde. 

 

Winkelabhängkeit der SG in einem kugelsymmetrischen Potential 

entspricht Drehimpuls-Operator. Gesamtdrehimpuls und eine 

Komponente gleichzeitig mit Energie zu bestimmen. 


