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Operatoren

Laplace Operator
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Zusammenfassung

Eigenfunktionsgleichungen: 

VL 6
Heute

Heute
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Da Lz immer kleiner als Ltot ist, muss gelten:

|m|≤ l  und l ≥ 0, l = 0,1,2,3

z.B. l=0 m=0
l=1  m = -1, 0, 1
l=2  m =  -2,-1, 0, 1, 2 usw.

Heute



Räumliche Einstellung eines Drehimpulses
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Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators sind die Kugelflächenfunktionen.Für 
jedes Paar Quantenzahlen l,m  gibt es eine eigene Funktion Yl,m(,φ) (später mehr)



Vertauschungsrelationen

Nur Gesamtdrehimpuls und eine der
Komponenten gleichzeitig zu
bestimmmen.
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Gesamtdrehimpuls und Energie 
gleichzeitig zu bestimmmen.

Z-Komponente des Drehimpulses 
und Energie gleichzeitig zu bestimmmen.



Idee: Heisenbergsche Unschärferelation bedeutet, dass man Impuls
In x-Richtung und die x-Koordinate nicht gleichzeitig scharf bestimmen kann. 
Grund:  Messung des Impulses beeinflusst Ort und umgekehrt.

Was ist, wenn man zuerst den Impuls bestimmt und dann den Ort??
Dann kenne ich beide? Oder hängt es von der Reihenfolge ab?

Zuerst Ortsbestimmung und dann Impulsbestimmung  zuerst

Vertauschungsrelationen
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Zuerst Ortsbestimmung und dann Impulsbestimmung  zuerst 
Impulsbestimmung und dann Ortsbestimmung?

Dies kann man testen durch die Operatoren zu vertauschen und die Differenz
zu nehmen:

Dies nennt man den Kommutator (oder auch Vertauschungsrelation) zweier 
linearen Operatoren A und B .



Vertauschungsrelationen

Kurzform:
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Kurzform:



Das Wasserstoffatom
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Kartesische
Koordinaten:

Kugelkoord.:

Hamilton-Operator in Kugelkoordinaten

später 
mehr
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dsr=dr dsθ=r dθ dsφ=r sinθ dφ



3-D Schrödingergleichung in Kugelkoor.
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hh/2

2



Winkelabh. des Impulsoperators entspricht Drehimpulsoperator

2
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Eigenfkt. des Drehimpulsoperators sind
(später mehr)

mit Quantenzahlen l,m, die Quantisierung von Ȋ und Ȋ z
bestimmen. 
Eigenwerte: l(l+1) ħ für Ȋ und mħ für Ȋ z  mit –l<m<l (Beweis folgt)



3-D Schrödingergleichung in Kugelkoor.

Erwarte als Lösungen: 

1)  viele Energieniveaus, die nur von r abhängen, d.h. 
viele Energieeigenfunktionen erwarte Polynom in r mit vielen
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viele Energieeigenfunktionen, erwarte  Polynom in r mit  vielen 
Termen

2) Die Winkelabh. wird durch die Eigenfkt. des Drehimpuls-
operators gegeben. Da das Elektron eine stehende  Welle bildet, 
erwarten wir für Φ(φ) = Ce imφ.



VL10. Das Wasserstofatom in der QM (I)

10.2. Quantenzahlen des Wasserstoffatoms

VL 10
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Randbedingung in  „magnetische“ Quantenzahl m
(Quantisierung macht sich nur bemerkbar im Magnetfeld)
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m ganzzahlig
= “magnetische”
Quantenzahl durch
Randbedingung in Φ



Eigenwert des Drehimpulses ist √l(l+1) ħ
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+



Während also in der klassischen Mechanik der Drehimpuls eines
Teilchen, das sich ein einem kugelsymmetrischen Potential bewegt,
nach Betrag und Richtung zeitlich konstant ist, sagt die QM, dass
zwar der Betrag des Drehimpulses zeitlich konstant ist, dass aber
von seinen drei Komponenten nur eine einen zeitlich konstanten 
Messwert besitzt! 

Di k ff l i P ä i

Drehimpuls in der QM
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Dies kann man auffassen als eine Präzession
des Drehimpulses um die Achse mit dem konstanten Messwert Lz
Z - Achse zuerst willkürlich, im Magnetfeld entlang B

Weiter sind die konstante Komponenten quantisiert mit Eigenwerten
l(l+1) ħ für Ȋ und mħ für Ȋ z  mit –l<m<l



Mögliche Werte von Lz für mehrere Werte von Ltot
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Da |L|>Lz und Lx, Ly unbestimmt, liegt Vektor L auf Kegelmantel
mit Öffnungswinkel cos = |m|/√l(l+1)



Zusammenfassung Drehimpuls 
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Lösung der Polarwinkelabhängigkeit
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m= magn.QZ!

m= Masse!



Lösung der Polarwinkelabhängigkeit

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Moleküle,  21.05.2013 20

m=magn. QZ



Reihe darf nur endlich sein, damit  auch 
für ξ=±1, d.h. θ=0 oder 180, endlich bleibt

Lösung der Polarwinkelabhängigkeit
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l = “Drehimpuls” QZ = ganze Zahl aus Randbedingung von θ



m=magn. QZ

Lösung der Polarwinkelabhängigkeit
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VL10. Das Wasserstofatom in der QM (I)

10.3. Winkelabhängigkeit (Kugelflächenfunktionen)

VL 10
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Kugelflächenfunktionen
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Kugelflächenfunktionen für l=0,1,2,3
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Kugelflächenfunktionen in realen Linearkomb.
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Kugelflächenfunktionen für l=0,1,2,3
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Quadrat der Kugelflächenfunktionen für l=0,1,2
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Quadrat der Kugelflächenfunktionen für l=3
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Die 5 Kugelflächenfunktionen für l=2, n=3
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Zum Mitnehmen

Die dreidimensionale SG für das H-Atom lässt sich wegen
der Kugelsymmetrie des Potentials in drei eindimensionale
Gleichungen der Kugelkoor. r,  und φ umformen.
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Die Wellenfkt. kann als Produkt
geschrieben werden, wobei  ψ vom Potential abhängt
und die Kugelflächenfkt. Y durch den Drehimpuls für
alle kugelsymmetrischen Potentiale bestimmt wird.


