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Zum Mithehmen

Die dreidimensionale SG fur das H-Atom lasst sich wegen
der Kugelsymmetrie des Potentials in drei eindimensionale
Gleichungen der Kugelkoor. r, 6 und ¢ umformen.

Die Wellenfkt. kann als Produkt (. %.¢) = R(r). 17'(9.¢)
geschrieben werden, wobei y vom Potential abhangt
und die Kugelflachenfkt. Y durch den Drehimpuls fur
alle kugelsymmetrischen Potentiale bestimmt wird.
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Kugelflachenfunktionen in realen Linearkomb.

m Bezeichnung | Entartungsgrad | |m| Winkelfunktion
0 0 S 1 0 s=1/v4n
f
1| —1,0,1 p 3 0 p::iﬁcosﬁ
1 Pr=y %sin 1} COS
S

Py =1/ 2= sin ¥ sing

-2

]
=

dy2 2 =+/5/16m(3cos” ¥ — 1)
1 de- = +/ 15/4msindd cos ¥ cos
dyz: = +/15/4wsind cos ¥ s
da 2= +/15/47sin® 9 cos2¢

do = /15 /47 sin’ ¥ sin2¢

-2 bis +2 d

-

-3 bis +3
-4 bis +4
-5 bis +5

9
11

L J = G

=09 [~
1

Tabelle 3.3: Funktionennamen und Entartungsgrad fur Zustande mit verschiedener Drehimpulsguanten-
zahl /. Ebenso gezeigt ist die mathematische Form der Winkelfunktionen flr die s-, p- und J-Zustande
In kartesischen Koordinaten.
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Losung der Radialabhangigkeit der SG

Atomkern: Ladung +Z.e, Masse m»

Elektron: Ladung -e, Masse m;
B h- AP — h _a,“ ) _Zet mI.r E'"IJ{.F‘I.I’E;I hEh/Z T

2my ° Amepr

- “1 AT KIﬂEtISEhE Energie des Elektrons

»'T" Kinetische Energie des Kerns (praktisch null

_Z=_p potentielle Energie der Coulombwechselwirkung

—1 rEQ

FUhrt man reduzierte Masse it = (my.m2)/(m +m>) €in =
E AY + E,oi(r)V = E. T

Kugelsymmetrisches Potential: 'I'(r. 3. @) = R(r). 17 (3. )

Funktion R(r) und Energieeigenwerte bestimmen.
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Losung der Radialgleichung

Produktansatz: Y(r.3.¢) = R(r). Y7'(S.9)

Gleichung f. Radialfunktion: |
- - por(M)R(r) = “5LR(7)

Drehimpuls ‘E‘ = JI(I+1) . h

2 dr

Mit Coulombpotential ergibt sich

£ 2 o[ (0e 22 ) - 2 Jao) -

4*50!

r — o Terme mit 1/rund 1/r- = 0
d’R(r) _ _ 2u )
dr h-
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Randbedingungen fur Radialgleichung:

erwarte Aufenthaltswahrs. maximal fur
bestimmte Bahnen zwischen r und r+dr.

Definiere W(r)=r R(r), so dass 4xn|W|3dr
die Wahrscheinlichkeit angibt, dass Elektron
in Kugelschale zwischen r und r+dr zu finden.

Setzt man R(r) = W(r)/r in Radialgl. ein, dann
findet man fiir r=o : W= Ae'*" + Be 'k mit
k=(\(2uE))/h

\“i I I Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekille, 23.05.2013
B



Losung der Radialgleichung

Dies ergibt  R(r) = Mr)lr = 4. + £ ¢

E>0 Y(r.1) = 2ello) Elektron das Kern verlassen wil
/weite Term - einlaufende Kugelwelle (StoRprozeR)

Fir E < 0 gebundene Zusténde mitx = /-2uE h =ik
R(r=w)=4.e™ +Bev

R(r) normierbar; endlich - B=0
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Losung der Radialgleichung

(a) Elektronenwelle (b)
if = A, etkr+ A_eikr A
Kerir,

E>0 E<0

'ﬁ

Abbildung 3.12: (a) Ein- und auslaufende Kugelwellen eines Elektrons im kugelsymmetrischen Poten-
zial mit positiver Gesamtenergie £ > 0. (b) Exponentiell abklingende Amplitude der Wellenfunktion des
Elektrons bei E < 0.
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Losung der Radialgleichung

Allgemeine Lésung: R(r) = u(r).e™ einsetzen, mit a = hze”

dregh-
fa 1 2(L —x)de+[22 MDY Losung
- o Laguerre Polynome
Fur u(r) Potenzreihenansatz - a = n.x
. . 2R Figd 2
Energieeigenwerte: £, = — <1 = E'“hfj = —Ry* £
. Eﬁ.".“?i‘ ’ re

4

Rydergkonstante Ry~ = <

8e5h?

Identisch mit Energieformel geman Bohrmodell!

Quantelung von a aus Randbedingung: Wellenfkt =0 im

Anmerkung:

Gebundene Zustinde - gequantelte Zustinde
Aus Summation ergibt sich fiir Drehimpulsquantenzahl: / < n — 1
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Losungen der SG fur QZ n,I,m

Tabelle5.1. Die normierten radialen Eigenfunktionen R(r)

(Laguerre-Polynome)fiir ein Elektron im Coulomb-Potential
F 7 ¥ f oy "

M= (Z;‘rmnf' “, x = Zr/nay, ay = dnggh* [ ue®)

b 1 TR 3
1 0 INe | e
| s i
5 b omeR( ) (200} i (2] 2
|
; 2 | :%NE'"’:X g:] 0 E i) i
| o 2 | :
13 |0 | (1-2e+2) 1121 £ 551%) &
. | 1/
7 @ - - fZ
3 | 5\/§NE *x(2 — x) >kl B o (E\J (
9 1 i AL
3 ] WNB X | 31 () ﬁ?} (E) ('5'
] | 3/
£ 2Ne'-*(1—3 zf-f—') | ek
X+ : 31 1| S (Z) (6
Inl—T, S 1 R
¢ i 2 (154 %) 32 0| g=(2)" Zre
o 32 ., .
F I'. T X i B ._FJ a=F i 0 oi e i %
4 2 Qvﬁwe *x? [:l - %J 32 +1 Sll.ﬁ- (i) ’;: e~ 21340 gin Peos
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Eigenfunktionen 1, ; ,, (1. ¥, @)
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3/2
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Tabelle 5.2. Die normierten vollstindigen Eigenfunktionen
eines Elektrons im Coulombpotential V{r) =
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Nomenklatur

abelle 5.3. Buchstabenbezeichnung der Zustande (/, m

A
R
=
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Nomenklatur

Quantenzahlen - Buchstabennomenklatur.

zB.: Zustand mitn=2,1=1, m=0 = 2po - Zustand
n=4,1=-3 m=2 = 4f5 - Zustand

Energie des Zustands hidngt NUR von Hauptquatenzahl ab!

Es gibt daher zu jedem / wegen —/ < m < +/insgesamt (2/ + 1)
energetisch gleiche Zustédnde - entartete Zustande

Wegen | < n gibt es zu jeder Hauptquantenzahl n i = Z(?!— 1)

verschiedene Zustande (n,l,m) mit n* verschiedenen Wellenfunktlonen
V.. (r. 9. ¢) = verschiedene rdumliche Verteilung - z.B.: alle Zustande
mit | = 0 haben kugelsymmetrische Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Diese Zustande haben ALLE selbe Energie E,, = k = n”
“Entartungsgrad”
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Radialfunktionen

08
—_ n=2
n=1
& T & 2s
~J r ~
z | Z 04
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Radialer Aufenthalts- .

. . Wrdr — ff\‘l-‘_,,_;_m(r, 3, 0)|2 2dr sin 0dd do = r*R2,(r)dr
wahrscheinlichkeit J
0.5 -
1s b-1e | 3s
0.5 — | / \
O.a=2
[\
. = 0.08
wLT 0.3 b | / A\
nf_f 0.2 ~= 0.0 R\
0.l o0z W/\7/ \\
0.0 o CI'D- SN e T
] 0 & 12 15 24 S0
0.20 e
. ’L |
.10 —_—
2s / \ 3p
D15 o.0s8
_ — o.08 \
4y 0.10 - | / \
nfm nfﬂ 0 04 .
0.05 \
o0z \\
0.00 15 D'DDG 5 1|2 '1IE5 2I4 SICI
ria
0.20 |
015 0.08 / \
— —= 008
= % 0.10 = \\
nfm nfm ENTES
0.05 \
0.0z
0.ao ! 000 L - : . \\ '
15 0 5 12 13 24 20
ria ria

@(m Wim de Boer, Karlsruhe

Atome und Molekille, 23.05.2013

14



Vergleich mit Bohrschen Atommodell

Der Erwartungswert (1) = fD JR di fur den muttleren Abstand des Elektrons vom Kern 1t die

quantenmechanssche Grofe, die dtm Bu:ahrss:hen Radus entspricht. Er ergibt sieh fur den Grundzustand
des Wasserstottatoms mut der 1s-Wellenfunktion aus Tabelle 3.5 zu

k4]
= I_ 2/ ﬂ.E'l.]i _ j 139
':lli[ Il:I 3 ;I'” F ﬂB L 392
Ty )
=0
Benutze / 42 E_ET dp = — (4az®+6a%z2?+6az + 3 a?) P
S\ a’ P

Der qllﬂI]TEl].lllﬂCllHI]lﬂCllE l:l'ﬂ’ﬂl'ﬂlllg%\‘fﬂl‘f STt also nicht ganz mut dem Bohrschen Kadius Gberemn,
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Raumliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit

(3.0.0)

3.1,0) (3.2,0)

Abbildung 3.15: Schnitt durch die rGumliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons in einem Ein-
elektronenatom fur verschiedene Quantenzahlern .7, m).
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Zusammenfassung

Die Schrodinger-Gleichung des Wasserstoffatoms

1 df »d 1 d il 1 d? 2m, e’ 1
¥ +

—— s1n & + W+ E+ — =0
2 2 2 -2 2 2
¥ dr dr < sm & d& dé& Feemn© & d@ fi 4?1'50 v
Atomkern Die resultierenden Wellenfunktionen:
, i =% . .
v Punktformige Masse von m=" W (r.0.9)= Ry (P)P;m () explinmg)
v Ladung &
Elektron Mit den Quantenzahlen:
r Masse m, Hauptquantenzahl: n=1,2,3...
» Potential Drehimpulsquantenzahl: 0</<n-1
2 Magnetische Quantenzahl -IEm </
e 1
Vir)= -
Amsy v

Berechnung in Kugelkoordinaten == und dem Produktansatz:

wi(rF) = RrHP(O (@)

Dadurch |3sst sich DGL in Summanden zerlegen, die nur von einer
Koordinaten abhangen und damit jeweils konstant sein missen.

Ein Zustand mit der Drehimpulsguantenzahl
I=2 hat 5 Maglichkeiten fir die magnetische

Quantenzahl. Es istimmer L% > (mﬂ,!g, denn fur

mifi = |L| wire Ly = Ly = 0, und damit scharf
messbar.
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Zusammenfassung Winkelabhangigkeit

Lésung fiir den Azimut sind Eigenfunktionen des
Operators Lz, der die z-Komponente des

Drehimpulses misst:
,d*F
= _h —
de

Flp)= ﬁ cxp(ime)

IiF = *m*F

Die Abhangigkeit vom Poloidalwinkel ist durch

Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators L? gegeben:

2
Lisiﬂ{? d + "

sin & d6

P=I{I+1)P
s &

Die Winkelabhangigkeit insgesamt folgt den
Kugelflachenfunktionen

" (6, 9)~ P (6) explimp)

Die Winkelabhingigkeit einiger Zustiande

Dargestellt st der Befrag einiger KugeMachenfunktionen in der
¥-z-Ebene. In die Richtung der Ausstllpungen ist die Wahrsc heinlichkeit
am hachsten, ein Elektron zu finden. |DL-Programm

m Wim de Boer, Karlsruhe

Atome und Molekille, 23.05.2013
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Zusammenfassung radialer Abhangigkeit

Die Differentialgleichung

2
d d 2m,r
pr e (E-V (1))
dr  dr 32
hat die Ldsung
2041
R (r)=N_,expl—xyr)r Ly (25,7
mit der Normierungskonstanten Ny, und den

“ I+ DR

Laguerre-Polynomen I_nl{r) sowie
2 2??13
E A

K, = —
72

fl
Beispiele:
Ry =Nexp(-xr)
Ry, =N exp(—xqr )l 2x7)
Ry = Nexp(—Kqr)2ior

Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

r (A)
Berechnet aus {ZF:‘MZ und das Maximum auf 1 normiert (IDL-Programm }.
Mit steigendem n entfernt sich das Elektron wvom Atomkern.
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Zusammenfassung der Energieniveaus

Spektroskopische Nomenklatur Das Termschema des Wasserstoffatoms mit diskreten
Energieeigenwerten:
! 012345 SRY:
Symbol s pdf gh r - ¢ M, 1
Entartung 1 3 5 7 9 11 dreg | 2% n?
Zu jedem Wert des Drehimpulses gibt es 2/+7 Zustande gleicher 15 S 0 d 7
Energie: Die Zustande sind [ n =0 1 2 3
2/+1-fach entartet. F L — = ==
N /
_— . v /
Ubergédnge unterliegen den Auswahlregeln " '\\
o
y Al = 11 @10
» Am= 0,11 o
c
m mt %
& 2f iy 2l o
= i m
\@- =1 0 =2 {% I
1+ 14
21 21 [
0
Ubergange von =2 nach =1 mit Am=1 (links) und Am=0 (rechts).
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Zum Mithehmen

Die dreidimensionale SG fur das H-Atom lasst sich wegen
der Kugelsymmetrie des Potentials in drei eindimensionale
Gleichungen der Kugelkoor. r 6 und ¢ umformen.

Die Wellenfkt. Y (r.%3.¢) = R(r). Y] (3.9)

Die drei unabhangige Gleichungen fuhren zu drei Randbedingungen,
mit drei Quantenzahlen: n,I,m, wobei die Hauptquantenzahl

n die Energie bestimmt, | die Quantelung des gesamten
Drehimpulses und m die z-Komponente des Drehimpulses.

Zu jeder Energiewert gehoren k=) _,"! (2I1+1) =n? Eigenfunktionen,
alle mit der gleichen Energie (n?-fach entartet).
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