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Vorlesung 7

Roter Faden:
LOosungen der Schrodingergleichung
mit
a) Wellenpaketen
b) Rechteckpotential

Siehe auch: http://www.chemie.uni-bremen.de/stohrer/skript/QM-Skript.pdf

Und fur Fourier Transformationen:
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http://math.fullerton.edu/mathews/c2003/ComplexUndergradRes.html
http://math.fullerton.edu/mathews/c2003/ComplexUndergradRes.html
http://math.fullerton.edu/mathews/c2003/FourierTransformMod.html

Zum Mitnehmen

Die Wahrscheinlichkeit einer Messung in der QM
wird gegeben durch das Quadrat der absoluten
Wert einer komplexen Zahl ¥, die man
Wahrscheinlichkeitsamplitude nennt, z.B.

fur die Wahrscheinlichkeit P ein Teilchen zu einer
bestimmten Zeit an einem bestimmten Ort
anzutreffen qilt:

P=[¥(x,1)[°

Y ist eine LOosung der Schrodingergleichung:

H ¥ (x,t)=E ¥(x,1)

wobeil H der Hamilton-Operator und E die Enerqgie ist
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Schrodingergleichung

Rezept zur Herleitung der Schrédingergleichung:
Multiplizieren wir die Gesamtenergie E=p?/2m+V(x) mit ¥ :

zeitabhingige Schridinger-Gleichung

[ (eindimensionaler Fall)

zeitabhingige Schridinger-Gleichung
(dreidimensionaler Fall, Kurzschreibweise)

Hamilton Operator Laplace Operator

.1 - [ -
a° e o

he '
H=—_—A+V A=gt5+5

2m
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LOosung der Schrodingergleichung

Losung flar zeitunabhéangiges Potential:

Einsetzen in:

ergibt:
Hvy, = Ev,

Dies ist die Wellengleichung fur nicht-relativistische Teilchen der Masse m.

Wichtig fur stationare Probleme wie Atome! (werden nur die zeitunabh.
SG benutzen!) Zeitabh. Losung durch Multiplikation mit exp(-iet) (wie oben)
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Superposition unendlich vieler Wellen

ko+ Ak , Fouriertrafo  Rel¥ix.t)]
U(x,t) = [, @ expli(kx - wt)] dk (1) vom Orts- zum
5 Impulsraum
fur t=0!

Reihenentwicklung von w um ko mit k = ko + k- ko (2)

ergibt : w qur T (k- ko) =wp 4 w' £ (3)

(3) + (2) in (1) ergibt:

U(x,t) = aexp[—i(wot — ko)] f&kexp[ (W't — x)ede

5111 w't—e) Ak

=a e}{p[ (wnt - ADX)] (wt—z)

(Be*nuj e: f& exp(—ia)dr = — L — [exp(—ialAz) - exp(ialAz)] _‘)S”lzm)

Wellenpakete SEHR lokalisiert, wenn x=w’t, d.h. wenn
Gruppengeschwindigkeit Teilchengeschwindigkeit entspricht
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Fourier Transformation

. Every (sufficiently) contmuous function can be unambiguously and reversibly represented by
its Fourler transform:

forward:  glw) = / q(z)expliwz fdz,

backward:  g(z) := 2% / §(w) exp{ —iwz }dz.

The real and imaginary part of g are also called the Fourier cosime and Fourier sine transtorms.
Intuitively, Equation 9.37 says that every continuous function can be represented as the sum
of sine and cosine functions.

2. (Shift theorem.) Let g(z) be a function with Fourier transform g(w) and s € R a number
specifying a shift of g. The shifted version of g, g¢(z) := g(z + s) has the Fourier transtorm

Js(w) = exp{—iws}g(w) 9.38)
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Uberlagerung Gausscher Wellenpakete

Uberlagerung unendlich vieler Wellen entspricht
das Intergral Gber « vielen Wellenlangen oder Impulse
(p=hk=h/A). Dies ist eine Fourier-Transformation:

- | 1 [~ |
-u{.e'.[}}:f A(k)explika}dk mit A(k) = 2”_/ u(x,0)exp{—ika}da,

(a8

Liegt als Anfangsbedingung eine Gauss-Kurve vor

22 ) - v? b
u(x,0) = ug exp {_‘}hﬂ}' so st A(k) = - r /_x exp {—@—;L'.e'} de = ug Jaz

e

ebenfalls eine Gauss-Kurve, denn es MI f_‘; exp{—paz? + gz} dr = V’E exp {%}‘WIChtIg'

Die Fouriertransformierte einer Gauss-formigen Amplitudenverteilung
mit Standardabweichung o ergibt im Impulsraum wieder eine Gauss-
Form, jedoch mit Standardabweichung 1/c!

So o,6,21oder o,6,2h
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http://www.itkp.uni-bonn.de/~metsch/pdm/pdmquant.html
http://www.itkp.uni-bonn.de/~metsch/pdm/pdmquant.html
http://www.itkp.uni-bonn.de/~metsch/pdm/pdmquant.html

Uberlagerung Gausscher Wellenpakete

Abbildung 2.3: Korrelation zwischen dem FOURIER-Integral als Zustandsfunktion WU(z,t) und dem
dazugehorenden FOURIER-Spektrum C(k, ).
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Wellenpakete sind Losungen der SG

Wellenpaket ist Superposition vieler Wellen: I [C_-[hw::ﬁcz\z:—m:kz::f::d;cm

_Taxpm,n hZ 920 (z,t)
T C9m Ox2

fan)
i 2 a2
iﬁi (-TIZ[I: . :Ic.iikmi'—u,lihm :'f:'c'l;:T — _ﬁ_i (—T(;ﬂ . -:I{:.il:-'!n:mﬂ.t'—:..;,ll:l!ﬂm ]f:'clkT
ot h ' Im O '
— — o0
1(! cx t—wi b )t Wher—wikyg )

ot

/ 1hC (k) _ dk., ] — dk. (2.61)
\ or

T 2
f —f—c[a;ﬂ]{i%ﬁjac-i'i*mﬂ‘—w'“ﬁm?fi'd;.:m (2.62)
T

—

oo
/ ihC I:A, :ll:—lu.:l:k :I] 1(!m\t:—-,;.'li:kz:llf}dkm _
— 00

T 5 o 7 hik2
/ﬁu.,-tikmjac*-mﬁ]c-lf-*w~ﬂ—wf-*w?f-*cuz:m= /ﬁ;” C (ke )eilker—wlka)t) q (2.63)

— N — IR

wlk,) = hk?/(2m) erfiillt ist.

Die letzte Gleichung ist aber nur dann giiltig, wenn die Bedingung
da nur dann die Integranden gleich sind, q. e. d.

Wellenpakete sind Losung der SG und sind quadratisch integrierbar
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L6osung der SG bei Streuung am Doppelspalt

Teil der
Welle
reflektiert.

Anfang:

Gaussches
Wellenpaket
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/.2. Losungen der Schrodingergleichung
In einem Potentialfeld
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Losung der SG in einem externen Potentialfeld

lonisationsgrenze

Coulombpotential = Rechteckpotential
bei kleinen Abstanden

Abb. 5.5. Termschema des H-Atoms entsprechend den Energiewerten in (5.18). Die Energieskala ist mabstabsgetreu
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L6ésung der SG fir Teilchen in einem endlichen

Potentialtopf (schwach gebundener Zustand) (1)

&[‘ ' | Wim de Boer, Karlsruhe

Atome und Moleklle, 07.05.2013

(Bereich I)
(Bereich II)
(Bereich IM)

(Bereich I)
(Bereich o)
(Bereich IT)
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L6ésung der SG fir Teilchen in einem endlichen
Potentialtopf (schwach gebundener Zustand) (1)

du(z)  2m(V(x) — E)
da2 h>

u(x)

B?n(v’%—Ej -
LOsung ua(r) = AeV. "
( — _ e -
fur V VO up(xr) = Be e

Quadratische Integrierbarkeit verlangt
U, flr x<O0 und ug fur x>0.

Zusatlich: Stetigkeit der LOsung ergibt
gezeichnete LOosung: AW max. im Topf,
aber exp. abnehmend ausserhalb
(=Tunneleffekt, klassisch nicht erlaubt!)
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L6sung der SG fir Teilchen in einem unendlich
tiefen Potentialtopf (gebundener Zustand) (V=) (ll)

2m(Vp—E) -
. . - 2 ¢ .
lim wq(x) = lim AeV 4 =0

1"0 — 20 1"0 — O

2m Vg —E) -
. . . — ) =
Bereich M :  lim wupg(x)= lim Be V " =0

Vo—o0o Vo— ¢

Bereich I :

0 . —oo <2< 0 (Bereich I)
u(z) =< uc(x) +up(x) 0 <x< a (Bereich II)

a <r< oc (Bereich 1)

ImE

s—a=nm mitn=>01,23,...
h

onm Quantisierung
Un(x) = C'sin —x  der Energie durch
a Randbedingungen!
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L6sung der SG fir Teilchen in einem unendlich
tiefen Potentialtopf (gebundener Zustand) (V=x) (IV)

Jereich [ Ulx,t) =0

Sereich It U, (2,t) = Csin (2z) e 777

' , ¥ D) ';} 9y
. (N i 7° h n2

= ('sin (—) exp | ————t
ca ) 2md?

Jereich I W(x,t) =0

Flar n=0
Ey = 72h%0%/2ma? = ( n=1 entspricht
Nullpunktsenergie, die nicht

:}\P:QI’ iaher_siﬁnlos, unterschritten werden kann,
a Tellchen nicht auch bei T=0K.

vorkommt. -> n>0,

dh.n=1.2.3.... Oder Unscharferelation=

Nullpunktsschwingungen
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e

0

mit f-“"*illz ardr = %T — — sin 2axr

Normierung der Wellenfunktion

0

0
02 da 2 sin? nﬂ-’. 17 /‘[']2 1r = 1
AUS / dxr + flll a.“TjL da

Ol

1
da

sin 2752 ¢ _
—=— +0=1

4=

sin 228 ¢
S a

A

12 a

e (3-
2 (4
(4

Wim de Boer, Karlsruhe

0

) _ (m) _
sin 2nm
=1

0 1
_4% —

12 a _
c?z =

s}

c?

('

Gesamtwellenfuntion:

2 n ihr2n2
. : _hmTnT 4
'lfn(:l.‘-, f) = \/j S1I (—;1‘) 0 2maZ2
(1l (1

Realteil ¥ formt stehende Wellen

= \.IJ4
Amplitude der
Wellenfkt. ¥,
far diskrete
Energieniveaus

= ¢, (Eigenfkt.

der Energie)
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Energiewerte, Wellenfkt. und Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

> X — . — X
= 0 B
Abb. 4.16a.b. Energiecigenwerte cines Teillchens im unend-
lich hohen eindimensionalen Potentialkasten. (a) Wellen-
funkuonen. (b) Aufenthaltswahrscheinlichkeit W( E'. x) dx

(x) T dx des Teilchens
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Erlaubte Energieniveaus in unterschiedlichen Potentialkasten

o b
3 |

E
E
E

2
1

i

I

|
a 0 2a
Abb.4.17a.,b. Vergleich der Energieniveaus in einem eindi-
mensionalen unendlich hohen Potenualkasten der Breite (a)
Ax = a. (b)) Ax = 2a
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Korrespondenzprinzip: QM=KM fur makroskopische Systeme

In Ubereinstimmung mit der klassischen Vorstellung sind die beiden Bereiche I und I mit unendlich
hohem Potential fiir das Teilchen absolut tabu.

Im Gegensatz zu den klassischen Vorstellungen gilt aber zweierlei:

1. Das Teilchen kann im gebundenen Zustand nicht beliebige Energiebetriige aufnehmen; es sind geméifi
n=1,2,3,... nur bestimmte, scharfe Energiewerte erlaubt.

2. Es existiert eine|Nullpunktsenergie|bei n = 1, die nicht unterschritten werden kann, d.h., das
Teilchen hat diese Energie auch beim absoluten Nullpunkt der Temperatur (7' = 0 K) und kann (in
Ubereinstimmung mit HEISENBERG) damit natiirlich niemals in Ruhe sein.

Der Abstand zwischen den erlaubten Energieniveaus E,, ist um so kleiner,
¢ je grifler die Masse m und
¢ je grifler der dem Teilchen zugestandene Raum, d. h. je grifer die Topflinge a ist.

Das bedeutet, daff bei makroskopischen Kérpern und/oder bei makroskopisch groBen Potentialtépfen
(z.B. ein Gashehiilter mit einem Teilchen darin) die Energieniveaus go dicht aneinanderriicken, dafi das
quantenmechanische Ergebnis in das (scheinbare) Energiekontinunum der klassischen Mechanik iibergeht.

Dies ist das Korrespondenzprinzip
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Erwartungswert von X

Fiir den Erwartungswert (z) gilt folgende Rechnung:
+oo
[ Uz, t) 2V, (2, f) do
oo
0 . .
[ W (2, 8) TV, (2, f) doe + /‘I"Tﬁ(;l;t]fi[!ﬂ (z.t)dx + [ U (z,t)TV, (x, ) dz

e 0 a

0

/' U;T_TD d T

) 3’1.'1. . En 12 . /nm . En
+ /\ —-~111 )c-+1 R 2c';?:rv' ~ sin (—r) e R
a a

0]
+ oo

+ /0;?3” dx

- 2 i En .9 (TT
() = 04 —et'r te 7t g sin? (—;1?) dr +0

LS

a , a
0
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Erwartungswert von X

Mit der trigonometrischen Umformung sin® = = %[1 — cos 2x) folgt aus Gleichung (3.38)
ia

Ei /r [1 — cos 2 (El)} dx
a? a

]

1 F 2n
_ [ (r — x cos ) dr.
a

|

0

(3.39)

(3.40)

In Integraltabellen findet man [z cosbrdzr = =2 br | zsinbr  Tyamit lift sich Gleichung (3.40) weiter

e B2 b
verelintachen:

§ Eﬂ T — '.Zi'i:.'l' “

o COS=Ty  rsin Ty

e a a

dn?x2 IZnw
(e s

L] . .
22T g asin 27 g cos 22T 0 sin
[ _ L D L + [

Dnw i dnd g2 2
L

Enrr”

Die Erwartung ist, dass der Mittelwert von x in der Topfmitte ist
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Erwartungswert von p, (1)

U (2, t)pe Wz, ) de (3.45)

i + oo
IIJ'TB[I,HE‘IJH[I,f::ld;lf—l—/IIITB[;IT,fT]ﬁIDH{I,f-:lld;lf—l— /IIJ’;';[IJ];XII!H{;E.t} dr (3.46)
J .
)
_lhio) dzr
or

nw Ep 5 [2
—I;r) ptiw (—lﬁt—vf— ain

a or

9
“ih-20) d:
" ox ) o

L

’ \ . 2 _11 . ¥ .:j nw -
L) =0—ihZetiF el it /sm (Er) (L— sin (n )) dz + 0
_ a dr a

0
n T n
"0S T dr
a
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Erwartungswert von p, (2)

il

L L 2nm . (nT nm
(pr) = —1th—— [ sin|{—x)cos| —z) dx
a a . a a

0

. . . 2 .
In Integraltabellen findet man [ sinax - cosardzr = % sin” ax, daraus folgt:

o 2 [ 1 5w |
(Pz) = —1h— sin® | —x

nw
a 2 . a 0

1 s TR n

fm : - 2 .9 m

(pz) = —1R— (r::m (—H) — 811 (—U))
a il a

5
(P ) =z (sin® (n) — 0)
:::pn‘ :::

Die Erwartung ist, dass der Mittelwert von p, O ist, d.h.
Teilchen hat mit gleicher Wahrscheinlichkeit einen Impuls nach
links oder nach rechts.
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Zum Mitnehmen

Die Wellenfunktion eines Teilchens gehorcht der Schrddingergleichung

Klassische Zustande sind immer Uberlagerungen von vielen Eigenzustanden,
die durch Interferenz zu Wellenpaketen fuhren.

Auch Wellenpakete gehorchen der SG

Die Randbedingungen der SG fuhren zur Quantisierung der Energien der
Teilchen

Es gibt eine niedrigste Energie fur jedes Quantensystem # 0, weil
ansonsten die Aufenthaltswahrscheinlichkeit O wird. Dies entspricht eine
Impulsunschéarfe und dementsprechend eine Ortsunscharfe =
Nullpunktsschwingungen (auch bei absoluter Temp. = 0!)
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