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VL6. Elemente der Quantenmechanik I 
6.1. Schrödingergleichung als Wellengleichung der Materie 

6.2. Messungen in der Quantenmechanik  

 

 

VL7. Elemente der Quantenmechanik II 
7.1.  Wellenpakete als Lösungen der Schrödingergleichung  

7.2.  Lösungen der Schrödingergleichung in einem Potentialfeld 

 

VL7 
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Roter Faden: 

Lösungen der Schrödingergleichung 

mit  

a) Wellenpaketen 

b) Rechteckpotential 

Vorlesung 7  

Folien auf dem Web: 

http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/ 

Siehe auch: http://www.chemie.uni-bremen.de/stohrer/skript/QM-Skript.pdf 

Und für Fourier Transformationen: 

 http://math.fullerton.edu/mathews/c2003/ComplexUndergradRes.html 

http://math.fullerton.edu/mathews/c2003/FourierTransformMod.html 

http://math.fullerton.edu/mathews/c2003/ComplexUndergradRes.html
http://math.fullerton.edu/mathews/c2003/ComplexUndergradRes.html
http://math.fullerton.edu/mathews/c2003/FourierTransformMod.html
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Zum Mitnehmen 

Die Wahrscheinlichkeit einer Messung in der QM 

wird gegeben durch das Quadrat der absoluten 

Wert einer komplexen Zahl , die man  

Wahrscheinlichkeitsamplitude nennt,  z.B. 

für die Wahrscheinlichkeit P ein Teilchen zu einer 

bestimmten Zeit an einem bestimmten Ort  

anzutreffen  gilt: 

                        

                       P=|(x,t)|2 

 

 ist eine Lösung der Schrödingergleichung: 

                     

                         H (x,t)=E (x,t) 

 

wobei H der Hamilton-Operator und E die Energie ist  
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Ersetzen wir E und p durch die Operatoren ergibt: 

in 3-D 

Schrödingergleichung 

Rezept zur Herleitung der Schrödingergleichung:  

Multiplizieren wir die Gesamtenergie E=p2/2m+V(x) mit  : 

Hamilton Operator Laplace Operator 
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Lösung für zeitunabhängiges Potential: 

Einsetzen in: 

Lösung der Schrödingergleichung 

ergibt: 

 

Wichtig für stationäre Probleme wie Atome! (werden nur die zeitunabh.  

SG benutzen!)  Zeitabh. Lösung durch Multiplikation mit exp(-it) (wie oben)  

Dies ist die Wellengleichung für nicht-relativistische Teilchen der Masse m. 

und 

E / ħ = ω 



Wim de Boer, Karlsruhe 

 

Atome und Moleküle,  07.05.2013  6 

Superposition unendlich vieler Wellen 

x 

Fouriertrafo  

vom Orts- zum 

Impulsraum 

für t=0! 

Wellenpakete SEHR lokalisiert, wenn x=’t, d.h. wenn  

Gruppengeschwindigkeit Teilchengeschwindigkeit entspricht 
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Fourier Transformation 
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Überlagerung Gausscher Wellenpakete 

Überlagerung unendlich vieler Wellen entspricht 

das Intergral über  vielen Wellenlängen oder Impulse 

(p=ħk=h/). Dies ist eine Fourier-Transformation: 

http://www.itkp.uni-bonn.de/~metsch/pdm/pdmquant.html 

Die Fouriertransformierte einer Gauss-förmigen Amplitudenverteilung 

mit Standardabweichung  ergibt im Impulsraum wieder  eine Gauss-

Form, jedoch mit Standardabweichung 1/ !   

So  xk ≥ 1 oder  xp ≥ ħ   

Wichtig! 

http://www.itkp.uni-bonn.de/~metsch/pdm/pdmquant.html
http://www.itkp.uni-bonn.de/~metsch/pdm/pdmquant.html
http://www.itkp.uni-bonn.de/~metsch/pdm/pdmquant.html
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Überlagerung Gausscher Wellenpakete 
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Wellenpakete sind Lösung der SG und sind quadratisch integrierbar 

Wellenpaket ist Superposition vieler Wellen: 

Wellenpakete sind Lösungen der SG 
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Lösung der SG bei Streuung am Doppelspalt 

Teil der 

Welle 

reflektiert. 

 

Anfang: 

 

Gaussches 

Wellenpaket 
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7.2.  Lösungen der Schrödingergleichung 

 in einem Potentialfeld 
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Lösung der SG in einem externen Potentialfeld 

Coulombpotential ≈ Rechteckpotential  

      bei kleinen Abständen 



Wim de Boer, Karlsruhe 

 

Atome und Moleküle,  07.05.2013  14 

Lösung der SG für Teilchen in einem endlichen  

    Potentialtopf (schwach gebundener Zustand) (I) 

E=Ekin+V0 
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Lösung der SG für Teilchen in einem endlichen  

    Potentialtopf (schwach gebundener Zustand) (II) 

Ansatz: 

Lösung 

für  V=V0 

Lösung 

für V=0 

Quadratische Integrierbarkeit verlangt 

uA für x<0 und uB für x>0. 

Zusätlich: Stetigkeit der Lösung ergibt 

gezeichnete Lösung: AW max. im Topf, 

aber exp. abnehmend ausserhalb 

(=Tunneleffekt, klassisch nicht erlaubt!) 

SG: 

 

uC 

uD 
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Lösung der SG für Teilchen in einem unendlich  

     tiefen Potentialtopf (gebundener Zustand) (V) (III) 

Stetigkeit der Lösung verlangt: u(x=0)=u(x=a)=0 und u(x)=uC(x)  

mit Randbedingung 

oder mit  
Quantisierung 

der Energie durch 

Randbedingungen! 
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Lösung der SG für Teilchen in einem unendlich  

     tiefen Potentialtopf (gebundener Zustand) (V) (IV) 

Für n=0 

=0, daher sinnlos, 

da Teilchen nicht 

vorkommt. -> n>0, 

d.h. n=1,2,3…. 

n=1 entspricht 

Nullpunktsenergie, die nicht 

unterschritten werden kann, 

auch bei T=0K. 

Oder Unschärferelation 

Nullpunktsschwingungen 
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Normierung der Wellenfunktion 

Aus 

mit 

folgt 

Gesamtwellenfuntion: 

1 

2 

3 

4 

Amplitude der 

Wellenfkt. n 

für diskrete 

Energieniveaus 

(Eigenfkt. 

der Energie) 

Realteil  formt stehende Wellen 
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Energiewerte, Wellenfkt. und Aufenthaltswahrscheinlichkeiten 
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Erlaubte Energieniveaus in unterschiedlichen Potentialkasten 
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Dies ist das Korrespondenzprinzip 

Korrespondenzprinzip: QMKM für makroskopische Systeme 



Wim de Boer, Karlsruhe 

 

Atome und Moleküle,  07.05.2013  22 

Erwartungswert von x 
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Die Erwartung ist, dass der Mittelwert von x in der Topfmitte ist 

Erwartungswert von x 
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Erwartungswert von px (1) 
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Die Erwartung ist, dass der Mittelwert von px 0 ist, d.h.  

Teilchen hat mit gleicher Wahrscheinlichkeit einen Impuls nach   

links oder nach rechts. 

Erwartungswert von px (2) 
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Zum Mitnehmen 

 

Die Wellenfunktion eines Teilchens gehorcht der Schrödingergleichung 

 

Klassische Zustände sind immer Überlagerungen von vielen Eigenzuständen, 

die durch Interferenz zu Wellenpaketen führen. 

 

Auch Wellenpakete  gehorchen der SG 

 

Die Randbedingungen der SG führen zur Quantisierung der Energien der 

Teilchen 

 

Es gibt eine niedrigste Energie für jedes Quantensystem ≠ 0, weil 

ansonsten die Aufenthaltswahrscheinlichkeit 0 wird. Dies entspricht eine 

Impulsunschärfe und dementsprechend eine Ortsunschärfe   

Nullpunktsschwingungen (auch bei absoluter Temp. = 0!)  


