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Vorlesung 7

Roter Faden:
Losungen der Schrodingergleichung
mit
a) Wellenpaketen
b) Rechteckpotential

Folien auf dem Web:

http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~deboer/

Siehe auch: http://www.chemie.uni-bremen.de/stohrer/skript/QM-Skript.pdf

Und fur Fourier Transformationen:
http://math.fullerton.edu/mathews/c2003/ComplexUndergradRes.html
http://math.fullerton.edu/mathews/c2003/FourierTransformMod.html
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Zum Mitnehmen

Die Wahrscheinlichkeit einer Messung in der QM
wird gegeben durch das Quadrat der absoluten
Wert einer komplexen Zahl ¥, die man
Wahrscheinlichkeitsamplitude nennt, z.B.

fur die Wahrscheinlichkeit P ein Teilchen zu einer
bestimmten Zeit an einem bestimmten Ort
anzutreffen gilt:

P=[¥(x,t)|?

Y ist eine Losung der Schrodingergleichung:
H ¥(x,t)=E ¥(x,t)

wobei H der Hamilton-Operator und E die Energie ist
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Schrodingergleichung

Rezept zur Herleitung der Schrodingergleichung:
Multiplizieren wir die Gesamtenergie E=p?/2m+V(x) mit ¥ :

2

2y 4 V(z)v = By

Ersetzen wir E und p durch die Operatoren ergibt:

aE aE aﬂ

zeitabhiingige Schridinger-Gleichung ﬁztﬁ + B2 + 3 2) = —R'A
)y (cindimensionaler Fall . y z

2

&
- o'm D2

N
+ VI = dhet

) .

zeitabhiingige Schrodinger-Gleichung

Hamilton Operator

7

ﬁ--.u
H=-——A+4+YV
2m

Laplace Operator (dreidimensionaler Fall, Kurzschreibweise)

&'_ g & & .
_E'.I:'z-l-ayz-'ra-l: H‘:{!:i’ﬁ'gﬂl
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Losung der Schrodingergleichung

Losung fur zeitunabhangiges Potential: E/h=w

i’;} — B
¥(z,y,z,t) = Yu(s,y,2) € &

t

. . s, —iEy —iE4
Einsetzen in: H = Eﬁﬁt +  und (’% en )=E 1, -e
zeitunabhiingice) Schridinger-Gleichung Laplace Operator
ergibt: H - hz&-{-V AL
Hy,, = Evy, ~ m il i

Dies ist die Wellengleichung fur nicht-relativistische Teilchen der Masse m.
Wichtig fur stationare Probleme wie Atome! (werden nur die zeitunabh.
SG benutzen!) Zeitabh. Losung durch Multiplikation mit exp(-iot) (wie oben)
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Superposition unendlich vieler Wellen

ko+ Ak , Fouriertrafo b Rel¥lx,t)]
V(xt) = [, aexpli(ks - wt)] dk (1) vom Orts-zum
5 ’ Impulsraum
far t=0!

Reihenentwicklung von w um ko mit k = ko + k- ko (2

Elglbt VW= u..rn-|— (k k{]) =Wy + & E ( )

(3) + (2) in (1) ergibt:

W(z,t) = aexp|—i(wyt — kot)] f&kexp[ Ww't = x)€d¢

~ acxplifot — ko] 2101

Benutze : fﬁ'm exp(—taz)dr = _% exp(—iaAz) — exp(iaAx)] = ,)smgm)

Wellenpakete SEHR lokalisiert, wenn x=w’t, d.h. wenn
Gruppengeschwindigkeit Teilchengeschwindigkeit entspricht
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Fourier Transformation

1. Every (sufficiently) continuous function can be unambiguously and reversibly represented hy
its Fourler transform:

forward:  glw) = / g(z) expliwe fdz, 9.37)
backward:  g(z) = %]Q(m}exp{—iw}dm.
i

The real and imaginary part of g are also called the Fourier cosine and Fourier sine transtorms.

Intuitively, Equation 9.37 says that every continuous function can be represented as the sum
of sine and cosine functions.

2. (Shift theorem.) Let g(z) be a function with Fourier transform g(w) and s € R a number
specifying a shift of g. The shifted version of g, g.(z) := g(z + s) has the Fourler transform

0s(w) = exp{—iws}g(w) 9.38)
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Uberlagerung Gausscher Wellenpakete

Uberlagerung unendlich vieler Wellen entspricht
das Intergral uber « vielen Wellenlangen oder Impulse
(p=hk=h/A). Dies ist eine Fourier-Transformation:

- | 1 [~ |
ulx.0) :f A(k)explikrtdlk mit A(k) = 2”_/ w(x, 0) expl —ika} dr.

Liegt als Anfangsbedingung eine Gauss-Kurve vor
22 . wg 7 e h b2 5
u(x,0) =wugexpq ———5 ¢, soist A(k)= — eXp | — 55 —the pdr =up——exp{——_k
T J_ 2b 9 2

gh‘:} il VT

ebenfalls eine Gauss-Kurve, denn es isf f_mw E}cp{—p.e‘z +qgr}dr = VE exp {g—;}‘WIChtIg'

Die Fouriertransformierte einer Gauss-formigen Amplitudenverteilung
mit Standardabweichung o ergibt im Impulsraum wieder eine Gauss-
Form, jedoch mit Standardabweichung 1/c !

So o,c21oder c,c,2h

http://www.itkp.uni-bonn.de/~metsch/pdm/pdmqguant.html

m Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 07.05.2013



Uberlagerung Gausscher Wellenpakete

TERYY S C(k)/

Abbildung 2.3: Korrelation zwischen dem FOURIER-Integral als Zustandsfunktion W(z.¢) und dem
dazugehdrenden FOURIER-Spektrum C(k, ).
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Wellenpakete sind Losungen der SG

™

Wellenpaket ist Superposition vieler Wellen: (. + - [ C (ke Yeilkaz—wlka)t) g
L OU(a ) B2 820 (x, 1) oo
ot T Tom T ox2
'L_’;I ~t 1, Whyr—wi{ks V) 35, E 1,__}2 ~¢7, kg —w(kz W) q1.
lﬁ (_}f‘ ( [IL-;tf :I‘:' CI-IL,T -_— 2??1 {_‘}132 ' ([rtut :":" ':1.1@1
3 kgt — el ko)) T2 52 itz —w(ka)t)
hC' (k) _ Ik, = —— 'k, _ 1k, (2.61
[” ot o / 2m (%) Jx? o k )
[ (ke —w(ks)t) [ w - 2.2 i(ker—w(ka)t) -
1hC (ko ) —lwlk, et ™= e ldk, = —Q—C-EAf\t:j(l kZ)e!tt= = d ke, (2.62)
. . 1
| 8 1“‘ v—w( k) i ﬁ’l"‘? - (kzo—wiks : ;
huwo( ke, ) O farmwlkr i d kb, = ﬁzmt . 3{3 ze—w(ka)l) gl (2.63)

Die letzte Gleichung ist aber nur dann giiltig, wenn die Bedingung w(k,) = ﬁﬂ.‘l (2m) ertillt 1st,
da nur dann die Integranden gleich sind, q. e. d.

Wellenpakete sind Losung der SG und sind quadratisch integrierbar
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Losung der SG bei Streuung am Doppelspalt

Lt =0.00

Teil der
Welle
reflektiert.

Anfang:

Gaussches
Wellenpaket
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7.2. Losungen der Schrodingergleichung
in einem Potentialfeld
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Losung der SG in einem externen Potentialfeld

3 |=4  |onisationsgrenze

20

\

\

#"1 (o’
= %-*::H I

afa

sk T

Coulombpotential = Rechteckpotential
bei kleinen Abstanden

Abb. 5.5, Termschema des H-Atoms entsprechend den Energiewerten in (5.18). Die Energieskalaist mabstabsgetreu
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Losung der SG fur Teilchen in einem endlichen
Potentialtopf (schwach gebundener Zustand) (I)

E=E,;,*V,

(Bereich I)
(Bereich II)

Vi a <r< oc (Bereich II)
Viz)=1g V)=V E—-Vy : —x<r<0 (Bereich I)
Epin = E ; 0 <r<a (Bereich I)
E-Vy a <r< oo (Bereich I)
2
r . " —_ _t
m U(r,t) = ulx)e 'n
0
Viz) =0
N
I | P
U 0 xr

m Wim de Boer, Karlsruhe
iy
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Losung der SG fur Teilchen in einem endlichen
Potentialtopf (schwach gebundener Zustand) (ll)

| h? d?u(z) . E)
SG: — — + Vi(z)u(x) — Fu(x) l I I
Bt 2 da? | | - " s
p— dZwu () 2m(V(x) — E) ()
‘ - : u(ax
N d a2 52 )
W(w,t) = u(z)e " : e
. r,.r)=ulr)e g >
Ansatz: , ; ;,
29
s (F Xl G5 = C' si - p ac
Lésung  wa(@) — Lésung () VA
fur V=0 / 29

€

fur V=V,

wp(a) — I cos V

2
?—1‘

up(x) =

Quadratische Integrierbarkeit verlangt
\ o --.u_C_ Uy ﬁ:'!l' ?(<0 und Ug f'L_'lr x>0. ) .
e N e Zusatlich: Stet_!gkelt der Losung ergibt
gezeichnete Losung: AW max. im Topf,
1 H\\_UD P aber exp. abnehmend ausserhalb
T (=Tunneleffekt, klassisch nicht erlaubt!)
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Losung der SG fur Teilchen in einem unendlich
tiefen Potentialtopf (gebundener Zustand) (V=x) (lll)

[ 2m mo B) £
Bereich I : lim wua(x) = ]11]1 Ae R | ! '
Vo—oo Vo—ox V)=V Vi) =1
2m (Vg —E)
Bereich 1I : lim wug(x)= lim Be =)

Vi—oc Vih—oc

0 oo << 0 (Bereich T) "

u(x) = uelxr)+up(x) - 0<xr<a (Bereich ) ] 'Ing
0 : a <xr< oo (Bereich 1) ‘ ‘ N
) i I

Stetigkeit der Losung verlangt: u(x=0)=u(x=a)=0 und u(x)=uc(x)

2mE | | 2mE , |
u(r) = Csin. 72 r  mit Randbedingung 2 a=nt mitn=20,1,23,...
2 1
|
232 n  Quantisierung
oder £, = — 1’__ ,2  mit  u,(x) = C'sin —2x der Energie durch
2ma? a Randbedingungen!

@(m Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 07.05.2013 16



Losung der SG fur Teilchen in einem unendlich
tiefen Potentialtopf (gebundener Zustand) (V=x) (IV)

Bereich I; Uz, t) =0 BN I I
Bereich I~ W, (x,t) = Csin (Zz) e 7 T TH

. 932 9
O (-mr ) i mhn f
=Csin|—uz)exp | ———t
a h 2ma?

Bereich I: ~ U(z,t) =0 | "

: 'I'l.r}={J
a; 7
Fur n=0
Ey = ﬁgﬁzﬂgf-‘“?rnaz = 0 n=1 entspricht
_ Nullpunktsenergie, die nicht
:T=9’ daher_smnlos, unterschritten werden kann,
da Teilchen nicht auch bei T=0K.
vorkommt. -> n>0, Oder Unscharferelation=
d.h. n=1,2,3.... Nullpunktsschwingungen
m Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 07.05.2013 17



Normierung der Wellenfunktion

0 - Gesamtwellenfuntion:
Aus [ 0% da + (.-'Q/Hing %1’-([1‘ —+ /UQ de =1 III."E n ihr 2 2
— oo 0 a I_Ijnl(;lf‘ ]"J] — xfu' —_— Hi]]. (—;}‘,) [_1-_ 2ma2
, ' (1 (L
. i e e — Lol g
mit J sin” ardr = 5T 7o sl 2ax

Realteil ¥ formt stehende Wellen

o [x sin2%%x1“ = T/\
f°|gt 0+C? [2 — 4&1 ] +0=1 1o ! \//\/} xp4
a 0
9 a sin2==a _ Amplitude der
C — T a ) _(0)) =
' (<) o ) { )) ! Wellenfkt. ¥,
2 (e sin 2nmy ) E fur diskrete
S\2 4 ) T/\ N\ Energieniveaus
o fa 0y T v \/ ¢, (Eigenfkt.
“\z =)= der Energie)
@ .
5 =1 T/\
2 T g =
2
C* == YA 7
2 T/\
l,:-‘\r - f% 1T 0 ﬂh 1\P1
\’I (L oL . .
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Energiewerte, Wellenfkt. und Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

a) b)
AE AE
|
Ea N |1GE1 L/_\/_\/ﬂ\/\l

Bl ANoE, N N N

E. P 4E, I_,-f’ﬂ“x i

1K > =X
9] a 0 a
Abb. 4.16a.b. Energiceigenwerte eines Teilchens im unend-
lich hohen eindimensionalen Potentialkasten. (a) Wellen-
funktionen. (b) Aufenthaltswahrscheinlichkeit W( E, x) dx

i x)]° dx des Teilchens
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Erlaubte Energieniveaus in unterschiedlichen Potentialkasten

El) b} ﬂ_QhQ )
AE AE Ep = 57
_ 2ma
= Ee
. Eg
E,
E. =
X E1 X
0 a 0 Z2a

Abb. 4.17a,b. Vergleich der Energieniveaus in einem eindi-
mensionalen unendlich hohen Potentualkasten der Breite (a)
Ax = a, (b)) Ax = 2a
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Korrespondenzprinzip: QM=KM fur makroskopische Systeme

In Ubereinstimmung mit der klassischen Vorstellung sind die beiden Bereiche I und I mit unendlich
hohem Potential fiir das Teilchen absolut tabu.

Im Gegensatz zu den klassischen Vorstellungen gilt aber zweierlei:

1. Das Teilchen kann im gebundenen Zustand nicht beliehige Energiebetrige aufnehmen; es sind geméif
n=1,23,... nur hestimmte, scharfe Energiewerte erlaubt.

2. Es exstiert DineIEUHleLﬂi’LSCLHHgiC|hci n = 1, die nicht unterschritten werden kann, d.h., das
Teilchen hat diese Energie auch beim absoluten Nullpunkt der Temperatur (T' =0 K) und lﬂnn (In
Ubereinstimmung mit HEISENBERG) damit natiirlich niemals in Ruhe sein.

Der Abstand zwischen den erlaubten Energieniveaus E,, ist um so kleiner,
¢ je grifer die Masse m und
¢ je grofler der dem Teilchen zugestandene Raum, d. h. je grifer die Topflinge a 1st.

Das bedeutet, daff bei makroskopischen Karpern und/oder bei makroskopisch grofien Potentialtépfen
(z.B. ein Gasbehilter mit emem Teilchen darin] die Energieniveans so dicht aneinanderriicken, dafi das
quantenmechanische Ergebnis in das (scheinbare) Energiekontinuum der klassischen Mechanik iibergeht.

Dies ist das Korrespondenzprinzip
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Erwartungswert von x

Fiir den Erwartungswert (x) gilt folgende Rechnung:
+ o

(1) = / W (e, )z, (x, ) de (3.35)
e

D P +'}C‘
(x) = [‘I’:E:;lf,i}f‘]:fn[;t,i} {1:1‘.4—/‘I'TL(;?_‘.,T:IT‘IJHI::;ITJ} dz + /II—':;{;?:.t:JEIIFH[m,_f]d;r (3.36)

e 0 a

0

(x) = [ 0x0dz

/2 1-1 En, (2 nm _iEn
+/v~_m - )t}“nf vbln( )c e
a

0
+ /D.-?:'I.Pd;?. (3.37)
e}
&
o 2 +iE”t _iEn, . 9 (TT o
{2) =04 e e ot rsin ( : ;1?) dr 40 (3.38)
1 _ 1
0
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Erwartungswert von x

Mit der trigonometrischen Umformung sin® x = %(1 — cos 2r) folgt ans Gleichung (3.38)

il

(x) = g%/ x [l — cos2 (”a” )] dax (3.39)

o

1 2
(z) = E[ T — T cos —= g} dz. (3.40)
0

|

In Integraltabellen findet man f reosbrdr = C‘:’Efzb“’ + = 51;1 b2 Damit 1Bt sich Gleichung (3.40) weiter
vereinfachen:

r . ; it
111 cos 22T psin 2274 )
p) = — | —2% 2 - (3.41)
a 42 Inw L
a” & 0
1’, i
1|1 ., cos —“"';"r a a sin 2” T a 1 , cos 2"1”0 2:" ~
= E Eﬂ dn2a2 ﬂra.'r B EO + dn2x2 + D I:?)_lz]
L ﬂi il QE E
11, 1 1 ,
= E Eﬂ dn? 72 U_0+ dn2qx? +O I:'?)_l"))]
L ol e
o a Ny
() == (3.44)
2

Die Erwartung ist, dass der Mittelwert von x in der Topfmitte ist
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Erwartungswert von p, (1)

+
#

_l_l_
?"\L—"""—-;:- 5’:\:"""-;:. E"\""""-;.

! Y
:_\p\ v —

0 (—lﬁiﬂ) dr
i

n"r By o [2 . fnT . By
; - sm ) HE [ _jp— f— sin (i;lr) e 'wm | de
‘\ c?rl\ i a

—1f—10
Jrl/(]'( 1?“2&-1?) dx

i

III:EI:I? tlml]}n(i“, f:' dr

[

0

o) o0

U (e t)pe Pz, ) doe + /11’?1(;17,f]m111n{;?3,i::l dr + /l[lfl[;r,tjﬂlllﬂ[r,t} dx

0 2

, w2 LiEpn, _:Ep . (nT g . 4nmw _
(py) =0 —iRiZePF e F " | sin (—r) — sin (—r) dx + 0
a , a ar a.

L L2 . N 1T ey
(pe) = —1h— [ sin|—zx) | —cos| —x dax
a a i a
0

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

Atome und Molekiule, 07.05.2013
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Erwartungswert von p, (2)

L

o o 2nm [, ornmw o (nmw ‘ o
(pe) = —13‘1&? | sin (T*L) COs (T?) da (3.50)
0
In Integraltabellen findet man [ sinaz - cosardr = % sin? az, daraus folgt:
o 2nm [ 1 o fmm \|°
{n )\ = —1f sin? [ —z (3.51
Dz L1z -2 [-P:_r mn ( " I)LI 5.01)
. L1 gnw .9 (T
(. = —1th— |sm” | — — & —_— (3.52
(P ) lﬁa (.am ( - uj sln ( - 0)) 3.52)
_ ifa
(pe) = ; {ng (nm) — 0) (3.53)
1
o ifa
(pe) = ——0 (3.54)
' a
(pz) =0 (3.55)
Die Erwartung ist, dass der Mittelwert von p, 0 ist, d.h.
Teilchen hat mit gleicher Wahrscheinlichkeit einen Impuls nach
links oder nach rechts.
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Zum Mitnehmen

Die Wellenfunktion eines Teilchens gehorcht der Schrodingergleichung

Klassische Zustinde sind immer Uberlagerungen von vielen Eigenzustinden,
die durch Interferenz zu Wellenpaketen fiihren.

Auch Wellenpakete gehorchen der SG

Die Randbedingungen der SG fuhren zur Quantisierung der Energien der
Teilchen

Es gibt eine niedrigste Energie fur jedes Quantensystem # 0, weil
ansonsten die Aufenthaltswahrscheinlichkeit 0 wird. Dies entspricht eine
Impulsunscharfe und dementsprechend eine Ortsunscharfe =
Nullpunktsschwingungen (auch bei absoluter Temp. = 0!)
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