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Losung der SG mit beliebigen Potentialen
(bisher eindimensionales Rechteckpotential)

Das Potential um das Minimum Xy kann wie jedes Polynom als Taylorsche
Reihe entwickelt werden:

V)=V (x) + V' (zo)(z — o) + %V”[:IT - :1:13]2
i dV yp_ BV
V= T V= T VvV

Im Minimum:

e V=0

¢ V(x;) = konstant (darf subtrahiert werden) X

o Veps(z) = %V” () (@ — xg)?

‘ Dies ist das Potential eines harmonischen Oszillators (V x x*!)
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Losung der SG mit beliebigen Potentialen
(bisher eindimensionales Rechteckpotential)

V= Fdr= -%Lﬁ.‘tﬂ(l) 'V < 0 — anziehend o=
km DGL:mi = - kx (2) n
Losungsansatz: x = A coswt (3) 1 = 1= Aycos \;;t
(3) in (2) : -mAw coswt = —kA coswt = V= mats’ |
QM . .
QM : statt F = ma jetat: SG Erwarte wieder
diskrete Energie-
HY=EV niveaus, wie beim
Rechteckpotential!
= zfm 5+ Zhwr?(1), wobei H = Hamiltonoperator
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VL9

VL9. Elemente der Quantenmechanik Il

9.2. Harmonischer Oszillator
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Losung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators

1. algebraisch via Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (oder Auf-und
Absteigeoperatoren)

2. analytisch (wie vorher beim Rechteckpotential)

(N-:}tatlon Griffiths)
[( ) + (mwx) ] v = EW(2)

Hier: nur 1. L
oder (u_u_I_ — Eﬁ.u.:) ¢ — Lg (6)

so auch : aja_= H - 2hw(7
(u? +v? = (u+ iv)(u —iv)) + shw(T7)

Aus (5) + (T) : a_ay —ara_ = [a_«
Definition der Auf - undAbsteigeoperatoren: (8) +(7) t + a-al

A= i T imwz (3) Der Kommutator [a.a,]=hw
Was ist a_a,f(x)? #0, d.h. ¥ nicht gleichzeitig
a_aif = ﬁ (%% — nrmz) (%'—jg + -i:rm.:.::rf) Elgenfkt von a_und a,.

_ 1 2 d? ,arf . s )2
= 5= [—ﬁ. E'zf + hmw=" — ﬁ.:rn.a_hl.&'z + (mwax) f]
Kettenregel auf xf anwenden!

:L [(%%)2 + (mwz)? + .ﬁ.mw} f (4)

dhla_a, = H + %ﬁ.c.:.: (5)

m Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekille, 16.05.2013 6



Losung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators

’ B
Wenn ¢ eine Losung der SG Hyp = Ey ist (1), dann gilt (2) : Haypp =
(E 4 hw)aiep.
Dies ist wieder eine SG mit Wellenfunktion a ¢ und Energie £ = hw
D.h. statt die kontinuierlichen Losungen der KM fiir den harmonischen
Oszillator hat man jetzt diskrete Lésungen mit Energien E = nfiw (n = 1

Beweis fiir (2): es gilt: Hy = Ep,H = a_ay E%ﬁw} —undf = am-E?’w}
Wir berechnen :
Harp == (aya- + jhw)ate = aya_agy + shwapp =

= a+(F + %ﬁw)»‘p + %ﬁw‘ﬂ+gﬁ =(E+hw)ayy |a_ay =H +

So auch:

Ha_p = (E - hw)a_yp

d.h. a_ erniedrigt die Energie um hw (Absteigeoperator)
und a, erhdht die Energie um fiw (Aufsteigeoperator)

Energiestufen von hw ist gerade das, was man braucht um
diskrete Energieniveaus eines harm. Osz. zu beschreiben.

m Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekille, 16.05.2013



Losung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators

Daraus folgt: Durch Verschiebungsoperatoren kann ich oc viele Losungen
der SG ﬁndem

hat ihre eigene Energie.
=0 [E = % + %?rx.w2:1r2], d.h. es muss eine niedrigste

nergie geben,

fur die gilt: a_pp— 0 DdE‘I‘ [ % aﬂ:r.w;rapﬂ} — 0 —
;._f%: ﬂmfldl—‘~lll :—m;‘;,f + e —
W
2
— wolxr) = Agexp(— <)
() 2h
Welche Energie Eq gehdrt zu o7
SG : Hepo= (aga_ + %ﬁ..-.:):;n = Fuwo
Da a_pe = 0 muss gelten : £y = %?’;r.u:.;. — Nullpunkisenergee

Da die Wellenfunktion der niedrigsten Energiestufe jetzt bekannt ist, kon-

nen alle weitere Energiefunktionen durch Anwendung der Aufsteigeoperatoren
berechnet werden:

. 2

By = _ rwe”

wo = Apexp( 5T )

o m Fo o [ ) e’ _

P1 = a1p0 = Ao—= \.;2111- [?T. + !‘-TH‘-WJ.] exp(——53—)

_ Ay [ﬁ, ( TT‘M;EJ + L _] reeaes

=% |= | — tmwr| exp(——55.—)

Viam Lt f T =i Ajw2ma exp(— e
3 5
— Fy = Fy + hw = shw Ya = ay¢ — Fy = %hwl uUsw.
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Losung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators

t= 00

n.g

Inklusive Normierung: < ¢ | ¢ >= 1 gilt: -
1

Ty e

-tpn{.'li) = (Wﬁ) m 11{‘5)'“1{1)( _} £= t\y h 0.4

T”w 0.6

0.z

mit H,(&) = (—-1)" crxll(éjz}%{_ﬁ'(Hermﬁesche Polynome) 0
z.B.: Hy = 1. Hi=2x, Hy = 42* — 2, H3 = 82° — 12z, 0.2

-4 -2 1] 2 4

Hy — 1624 — 482* 1+ 12,
f — 3225 — 16023 + 1{2&1_. 4o x=0 mit E=0 verboten

win (@) = 22 H,(z) — 2nH,_1(z) nach Unsicherheitsrel.->
Nullpunktsschwingungen

(Rodrigues-Gleichung)

1n
— o — Gausskurve U - 5
i) o g Y
1 voz.t, ﬁ 4

P2 — ¢4z — 2) \ N
Rechts: 2 Plots zusammengefugt: %ﬁ 3

a) die Amplitudenfkt. — >
des harm. Osz. fiir n=0,1,2..,.5 \ /\,L
aufgetragen gegen Auslenkung ;ﬁm W !

x bei der jeweiligen Energie E_ hm,,z N 0__
b) das Potential als Fkt. von x f 0 X
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Energiewerte, Wellenfkt. und Aufenthaltswahrscheinlichkeiten
in einem rechteckigen Potentialtopf

a) b))
AE AE
—~, | |
E ./ N "lGE.I L/m\ NN TN
T N\ |

E 2 NgE, AN ™~

B NS

T : | T -
EE df "‘H_-\.__ #-"“:4E1 '-f - "'-fff h
e 1

P —— — |

15 - = ——

0 a 0 a

Abb. 4.16a.,b. Energiceigenwerte eines Teillchens im unend-
lich hohen eindimensionalen Potentnalkasten. (a) Wellen-
funktuonen. (b) Aufenthaltswahrscheinlichkeit W E ., x) dx

i x) ]~ dx des Teilchens
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Berechnung der AW beim klassischen Oszillator

dt  k
Wahrscheinlichkeit, das Kugel sich am Position x aufhalt: P(x) = l{a =3 (1)

1T ¢+ 1

Betrachte Energie und verlange gleiche Energie wie in der QM (Korrespon-
denzprinzip):

1 1 1
E = —mv?+ —mw?z®* = (n+ 2)hw
2 2 ( 2}
21+ 1) P —r it a2 l

_}P:"u[ +an. _\-.’rn() V
(2)in (1) : Px) =k /g (3
k aus Normierung : [[7°® P(x)dr =1 (4) >
mit Xmin= 0 ; Xmax = 1/ /(2 "_H}T" (aus (2) mit v = 0) | X

1

Aus (3) + (4): k — %(EJ (benut;e o I e

= arcsin(x) |7}

AW 4 \"=Y) km

(5) in (3} P(K) fn—l—l'}lTM mw? x? =klv . QM
Dies entspricht klaamsche AW mit E=(n+1/2)hw.
~ KM: AW minimal im Minimum des Potentials > X

QM: AW maximal im Minimum des Potentials

m Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 16.05.2013 11



Losung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators

TN =2 @
n=1 -
=0 @

—= dX
4

n=2

2, 2
e () o (la*z? — 2)e~(1/2)az

n=1

—(1/2)a’”

W () o (2ar)e

n=»>0

o) e_(l’@}ﬂi‘rj

Nullpunkts-“Schwingung”

g und |p|* Gauk-Funktionen
zentriert bei a = ()

Paritatsoperator = Spiegelung gegen Ursprung (x->-x).

Eigenwert + oder -1, hier (-1)"

m Wim de Boer, Karlsruhe
i

Atome und Molekille, 16.05.2013
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Losung der SG mit Potential eines harmonischen Oszillators

Beachte folgende Eigenschaften der v, (x):

1) Alle Wellenfunktionen sind # 0 auferhalb des klassisch erlaubten Bereichs (V(x) > E,, im

Bild auf der jeweiligen Achse markiert)

= Exponentiell abklingendes Eindringen in den klassisch verbotenen Bereich

(Tunneleffekt)

2)  Wellenfunktionen haben definierte “Paritdt” (die beim H-Atom erwihnten () ${y) chen-
falls, dort aber nicht diskutiert): bei Spiegelung am Ursprung (@ — —x) kein Vorzeichen-
wechsel fiir gerade n (+), Vorzeichenwechsel fiir ungerade n (-).

3)  Asymptotisches Verhalten fiir n > 1

n = o8

| Wss|* i

_— .

I.“P:.:—T—"-

(n + 1) Maxima [iir [¢,|?

Hauptmaxima  aulen:  Ozsillation
um die klassisch  zu  erwartende
Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines
schwingenden Systems (maximal an
den Umkehrpunkten x = £L)

= Bohrsches Korrespondenzprinzip:
Ubergang zur klassischen Physik im
Grenzfall sehr hoher Quantenzahlen

@(m Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekille, 16.05.2013
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Der anharmonische Oszillator

Beispiel fur Abweichung eines harm. Osz.:Energieniveaus eines
zweiatomiges Molekul mit “Morse-potential”’ mit Dissoziation ab
einem bestimmten Distanz (= ab einer bestimmten Energie)

A

E

Dissoziationgenergie

Y

Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 16.05.2013 14



VL9

VL9. Elemente der Quantenmechanik Il

9.3. Drehimpulsoperator

m Wim de Boer, Karlsruhe
i

Atome und Molekille, 16.05.2013

15



Wiederholung Drehimpuls

In der Atomphysik spielt der Drehimpuls eine zentrale, entscheidende Rolle.

Fur Potentiale mit V(r) = V(r), Zentralpotentiale ist der
Drehimpuls eine ErhaltungsgrofRe.

Der Drehimpuls hat die Dimension Lange*Masse*Geschwindigkeit

Die SI-Einheit ist: m-kg-m/s = m-s-kg-m/s?= N-m-s = J-s

Die GroRe der Dimension Energie*Zeit nennt man Wirkung.

Eine fundamentale Einheit der Wirkung ist h = h/(21r) = 1.0545726-10-34Js
Drehimpulse kommen in der Natur nur in Einheiten von 2 h vor!

Weil h so klein ist, ist die Quantisierung des Drehimpulses bei makroskopischen
Objekten praktisch nicht beobachtbar und der Drehimpuls erscheint klassisch als
kontinuierliche GroRe.

Eine Masse von 1kg auf einer Kreisbahn mit Radius 1m und w = 2mw-1Hz hat einen
Drehimpuls von m-r2-w = 1.1916-1035* h/2

Die Winkelabhangigkeit der Wellenfkt. In einem Zentralpotential entspricht
Drehimpulsoperater (Beweis folqgt).

\“i I I Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekille, 16.05.2013
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Schrodingergleichung in Kugelkoordinaten

2 2 92 L ’
2. + 2, + 2= Laplace - Operator

Kartesische ﬁ:_%ﬁkﬂ_vyﬂt:

Koordinaten: v
; 1 d(,0 Beweis
Kugelkoord.: H — — r’— | + 24+ V(r8,
d 2mg r? dr ( 31‘) 2mgr? (v, 6,) folgt.
7 ~ | S—
{ Eput_ Epotm Y = rsinttcos "= -./:Jf + v+
m Y =rsin thsin@ 1} = arccos ——— =
f.: ‘\/1"— +I1"2 + z-
| V
| z=rcost} (" = arctan— .
| ..1.
o
Y i Betrachte ein Liangenelement ds:
| — ds = @i, | yi, + zti,  Einheitsvektoren: i, ,, 4,
- : »Y  — (rsinfcos p)iy, + (rsin@sin )i, + (rcos)i,
o™, !
|

"

; ds,=dr dsy,=r dO ds =r sin d¢

@(m Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 16.05.2013 17



Mathematisches Intermezzo

1 Blfr 1 af L o,
Gradient einer Funktion f: Vf = T 5 Uy - 50g] 0610 <+ ﬂsurar I
a b

(= Ableitung eines Vektors, also ein Vektor!)

_of 1 f_}'f 1 of
—— U, (2
~ Or fhr + r a6 o T rsinf dy 1 (2)

Divergenz einer Funktion F : (= Skalarprodukt, also eine Zahl!)

V-F= L :

fap | 859 l:]ﬂ‘.;_.
or o8 e
lﬂ.ﬂ‘.l‘:. &-ﬂ'{':l fj_s._ E“E'
OF: | 58 B OFp| 5, ‘_L-:}r| | o9

ar + a6 + B (3)

m Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekille, 16.05.2013 18



Mathematisches Intermezzo

;.5]119 [Ef; sin 9—‘t + 38 b H:le—i—l— (H“{"“E.giﬂ =

1‘_2!5‘1“ ( 2_'f) + r 5111{5' (S?El' sin 9%‘5) T re 5:-1119 g:aj;

1 J [2
vE —_ -
Fa (? a.?1) ?_1.2.?12

wobei [ =2 + I; + 1* = Drehimpuls® und der dazugehdrige Operator [*:

- | 1 a8 (. 0 1 9
"= —-h* | ——|smb— |+ —
sin 6 90 a0 sin” @ 02

Beweis folgt

D.h. die Winkelabhangigkeit des Laplace-Operators wird durch den Dre-
himpuls bestimmt.

@(m Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekille, 16.05.2013 19



Drehimpulsoperator von kartesischen Koor.

in Kugelkoordinaten umwandeln

Fiir Funktion f = f (r, 8, ) gilt: . —
Il=rxp): I, =
df = n'r —|— 116' -+ —{I'T.: und demzufolge : i =
af _ oraf 80 aF B‘cpﬂf o __ oaro , 808 dp 8
Bm_amﬂr—l_ﬂmaﬂ—l_ oder Ax  Ox Ir —I_amﬂﬂ Sx Ap!?
wobei:
ar R > SN SR N A S
™ o = sinOcos g (aus : r* = x? + y* + 2? — 2rdr = 2zxdx
sin 6 cos ¢ )
™ ? = —msgms“"(aus . 8 = arccos = win.d —dar;;““ =
o ™ #mﬁ_l_,yﬁ_l_zﬂ
M mE
dx 2 /22 42
e __ Y __ __ sing S e A — ap u
® =t = e (aus : ¢ = arctan ¥ )
a s - cosBcosp 8  sing &
¢ — Bx E*]I]'H[:'Dbh‘wﬂr + r 58 rsin @ By

m Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekille, 16.05.2013
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Drehimpulsoperator von kartesischen Koor.
in Kugelkoordinaten umwandeln

Analog folgt:

9 _ infsin ol
. a—y—b]llﬂblllkpar—k

sin @cos @ 9 _|_ cos e o
T o0 rsin @ J

.

Einsetzen in [.:

. 8

f‘-z E— —fﬁ“—

dy

so auch:

[ h | si i () 9 |
= — Th |sin @—— cot 0 cos o——
~ o0 Yoo
i 7 | £ O s o o
w = 2h |cot 8 sin ¢o—— — cos o——
v i Yop o0 |

womit fur
P=02+10+10
folgt:

ro 2 1 9 . o 1 9°
== —h - — | sinf— | + —
sin 0 96 o0 sin” 6@ 9?2
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Vertauschungsrelationen

Idee: Heisenbergsche Unscharferelation bedeutet, dass man Impuls
In x-Richtung und die x-Koordinate nicht gleichzeitig scharf bestimmen kann.
Grund: Messung des Impulses beeinflusst Ort und umgekehrt.

Was ist, wenn man zuerst den Impuls bestimmt und dann den Ort??
Dann kenne ich beide? Oder hangt es von der Reihenfolge ab?

Zuerst Ortsbestimmung und dann Impulsbestimmung # zuerst
Impulsbestimmung und dann Ortsbestimmung?

Dies kann man testen durch die Operatoren zu vertauschen und die Differenz

zu nehmen:
A, B] = AB — BA

Dies nennt man den Kommutator (oder auch Vertauschungsrelation) zweier
linearen Operatoren Aund B .

\“i I I Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekille, 16.05.2013
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Vertauschungsrelationen

Beispiel:

Setzen wir die Operatoren fur Ort und Impuls einfach in obige Gleichung ein und
lassen diese auf eine Wellenfunktion wirken, so folgt:

‘ d 3, . ) %) _ >
[z, p|i(x) = (a (—rh— )i ) — ((—;hf—it}tr (zx) = (—ih LL+(}ﬁ[1+l— )(x) = thy(x)
ox”’ ox ox dz’
D.h. x und p, sind nicht kommutativ oder nicht gleichzeitig scharf messbar.

Unsicherheit gegeben durch Kommutator [ ]. Wie ist es mit x und p,?

[z, py]¥0(z) = (= f—ih%} yad(x)—(( —fﬁ%}:x}?ﬁr(;r) = (—?'ﬁ.,::%)tr ()4 ( F—}}( xx))
%, d
= (—iha 9y + EHTE}W p(x) =0

D.h. x und p, sind kommutativ oder gleichzeitig scharf messbar.

PS. Normale Schreibweise der Operatoren: mit ,Hitchen* , wie O, _ X p

m Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekiile, 16.05.2013 23



Vertauschungsrelationen

Wir wollen nun die Vertauschungsrelation fiir die Komponenten des Drehimpulses ermitteln. Wir
berechnen den Kommutator

g - f-:yéz - ﬁﬂéy . (543:}
Hierzu betrachten wir zunédchst den Operator ﬁyfz. Lyl — L0, = ihL,
o i ﬁ ) L.L,—LL, = ikL,
LyL, = (P& Pzz) (Pry — Dy) LLy— £ L, = iBL.
= PeIPxl — PoiPrl — PTPyT + PriPyl Kursf
= ybape — YD, — &' Dby + ZDyPe urztorm: (543)
In dhnlicher Weise erhalten wir durch explizites Ausrechnen LxL = ihL
Wir subtrahieren jetzt (544) von (543) und finden
£y£3 o -'::zcy — Up: I:i:ﬁ:r _FET) + Eﬁy [13.1.‘3: o Tﬁm) . (545:‘

Unter Verwendung der obigen Vertanschungsrelationen zwischen Ort und Impuls bekonumen wir

- - - - -

!-:y"':z - -'::z":y = th (yﬁz _ﬁyz) =ih L, (546)

@(m Wim de Boer, Karlsruhe Atome und Molekille, 16.05.2013
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Vertauschungsrelationen

{ %“" E" ]] z i:i} Nur Gesamtdrehimpuls und eine der
[ ﬁ* e | = ik 1@ Komponenten gleichzeitig zu
[12. 1 | = 0, j=x.v.z bestimmmen.
2 Gesamtdrehimpuls und Energie
[ H, 1 |=0 gleichzeitig zu bestimmmen.
[ H* ]; ] =0 Z-Komponente des Drehimpulses

und Energie gleichzeitig zu bestimmmen.
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Zum Mithehmen

Die Randbedingungen der SG fuhren zur Quantisierung.

Ein beliebiges Potential kann im Minimum als quadratisches Potential
angenahert werden (Taylor-Entwicklung). Dies entspricht das Potential
eines harmonischen Oszillators, dessen Energien

wieder quantisiert sind. Die Wellenfunktionen der einzelnen
Energieniveaus konnen elegant mit Aufsteige- und Absteigeoperatoren
bestimmt werde.

Winkelabhangkeit der SG in einem kugelsymmetrischen Potential
entspricht Drehimpuls-Operator. Gesamtdrehimpuls und eine
Komponente gleichzeitig mit Energie zu bestimmen.
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