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Elemente der Quantenmechanik

B Erwin Schrodinger: Gleichung zur QM-Beschreibung von Systemen |

B Schrodinger-Gleichung
- zeltabhangig:

n-Cw ot
ot

- zeltunabhangig (stationar):

H ¥(r)=E-¥(F)
|

Eigenwerte

N

H = Hamilton-Operator

_ ¥ (x) Eigenfunktion

~
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B Messungen in der QM

- Wahrscheinlichkeitsdichte p :
p(F,0) = ¥(F,1)[

- Superpositionsprinzip :

V() =Y a, 00

many worlds

. md e 2 TOT ober NiCHT?
- Interpretationen | o \S\\/
Kollaps \ yﬁ\

A
S~ D
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SI| Einhelten — das ,neue” Kilogramm

B seit 20.5.2019 — Neudeflnltlon der SI Einheiten

INSTRUMENTATION AND MEASUREMENT | NEWS

New deﬂnmon of the kilogram comes into force
17 May 2019 nks
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S| Einheiten — kg nun auf Basis von h QAT

Karlsruhe Institute of Technology

B seit 20.5.2019 — Neudefinition der S| Einhelten

Planck-Konstante auf 9 ppb gemessen

Neudefinition der SI-Einheiten

Ave,

Messung
mit Kibble-Waage
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Welt-Metrologie-Tag 2019 AT

Karlsruhe Institute of Technology

B seit 20.5.2019 — Neudefinition der S| Einhelten

www.ann-phys.org MAY|2019
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5.4 Tunneleffekt QAT

Karlsruhe Institute of Technology

B Tunneleffekt: Quantenobjekt kann endliche Potenzialbarriere auch dann
durchdringen, wenn dies klassisch verboten ist, da E < V(r)

- Beispiele:

=
V\LO Kernfusion g
PR

-
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Rastertunnelmikroskop



Durchtunneln einer Barriere QAT

Karlsruhe Institute o f Technolo qy

B Tunneleffekt: Bestimmung der Transmissionswahrscheinlichkeit T

durch Barriere klassisch
_ _ _ verbotene
- Potenzialbarriere V, in [-a,+a] Region
- Quantenobjekt (Masse m) mit E <V,
100 [ +a

80 |

60 |

40 |

- ebene Welle in Region
vor Barriere

20 |

Elektron an

0 20 40 60 80 100 . .
elner Barriere
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Durchtunneln einer Barriere QAT

Karlsruhe Institute o f Technolo aqy

B Tunneleffekt: Bestimmung der Transmissionswahrscheinlichkeit T

durch Barriere klassisch
| | verbotene
P(x)=A-e“+R-e™ Region
+a

einlaufend reflektiert
Amplitude A=1 Ruckstreuung R < 1

(komplexer)
Ruckstreukoeffizient R

einlaufende Welle
LIJein (X’ t)

Y. (X, 1) <—

reflektierte Welle
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Durchtunneln einer Barriere QAT

B Tunneleffekt: Bestimmung der Transmissionswahrscheinlichkeit T

durch Barriere klassisch
| | § verbotene
P(x)=A-e"+R-e™ e Vo 17| Region
- transmittierte Welle hinter Barriere: 0 a0 7a

\Ptrans (X) =T- eikX

(komplexer) k

Transmissionskoeffizient T

einlaufende Welle transmittierte Welle
LIJein (X’ t) LIItrans (X1 t)

Y. (X, 1) <—

- Kontinuitatsgleichung
(Teilchenzahl bleibt erhalten)

TP +|R[*=1
reflektierte Welle
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Durchtunneln einer Barriere QAT

Karlsruhe Institute of Technology

exponentiell abfallend

B Tunneleffekt: Bestimmung von T om
o= 20 )
- Schrodinger-Gleichung l6sen /
k = 2_m E VO I
- Wellenfunktion innerhalb Barriere: h* E
a:o:

¥ (X)=a-e*"+p-e""

Barriere

B bestimme die 4 Koeffizienten
T, R, a und R durch die einlaufende Welle transmittierte Welle
Anforderung der Stetigkeit Y. (X1) Y. (X,1)
von ¥(x) und ¥ (x)

Y. (X, 1) <—
an Stellen x = -a und x= +a

reflektierte Welle
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Durchtunneln einer Barriere QAT

Karlsruhe Institute of Technology

B Tunneleffekt: Bestimmung von T \/
K=

- energieabhangiger Transmissions- §
Koeffizient durch rechteckige (o [2M Vo
Barriere mit 2 a Brelite:

: Z—m-(VO—E)-Za

T(E):ez\/hz

- kleines T wenn , S~ & k2a
Vy» E hohe und
a» A breite Barriere

- bei V(x) Uber Barriere
Integrieren (z.B. a-Zerfall)

>V /E
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Anwendung - Rastertunnelmikroskop QAUT

Karlsruhe Institute of Technology

B Aufgaben eines Rastertunnelmikroskops: Abbildung von atomaren
Prozessen (bzw. Eigenschaften) einer Festkorper-Oberflache

2 [ _ B Prinzip: Messung des
S - [Com Kontrollspannung Piezoelemente _
£g B Tunnelstroms zwischen
§ 5 € Sondenspitze und Substrat-
L O o .
Q W \[ oberflache
[ ol Abstandskontrolle &
o — Scanning P~
€71 " Nobelpreis
— W ) - 1986
p/ . Verstarker Ll
14 NT O~
v W, ~ ~ - Tunnelstrom
Materialprobes PO
1 N TN
Tunnel- Tanneleffekt
——— AN
spannung 5 Datenanalyse v
Heinrich Rohrer Gerd Binning
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Anwendung - Rastertunnelmikroskop QAUT

Karlsruhe Institute of Technology

B GrolRe des Tunnelstroms (I =1 pA—- 10 nA) von Elektronen zwischen
Substrat und Sondenspitze (in einem UHV!) ist abhangig vom Abstand d

- Strom nur durch Tunneleffekt der im Substrat in Energiebandern
gebundenen e- (Austrittsarbeit einige eV, s. Photoeffekt)

- Hohenprofil: beim Abscannen wird Tunnelstrom | konstant gehalten
= Piezo-Elemente zum Verfahren der Sondenspitze (sub-nm-Bereich)

Spitze Abscannen WAT - _I\f/l:ilum-
\I[\ [
.| |~y
--- .
o d d ot j> .
sorbat
(/ (« OO0 J

9

OO Yy

(A ‘ Opeffrafﬁ? {lflf(((f{( Substrat

Spltze nur wenige nm oberhalb ' '
des Substrats positioniert d

14 21.05.2019 G. Drexlin — AK09 KIT-ETP

Spitze




Anwendung - Rastertunnelmikroskop QAT

Karlsruhe Institute of Technology

B Rastertunnelmikroskope erreichen eine atomare Auflosung
- MessgrofRe: Bestimmung der lokalen Elektronendichte
an der Substrat- Oberflache

- Positionierung (Nanomanipulation Uber RTM-Sitze)

RTM-Anwendung: Fe-Atome

Bewegung ::RTM-Spitze posmonlert auf Cu Nitrit
RTM-Spitzeﬂ_ . ' .’...,6' w  Quelle: DESY
) “...L_TJ ,Elektronen-

1 Wolke’
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Fun with Facts: Tunnelprozess

® wie schnell ist ein Tunnelprozess?

A) Tunneln erfolgt instantan !

B) Tunneln erfolgt mit v des Teilchens !

‘( U l

Tunnelprozess

AT =0
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Tunnelprozess

AT = d/v AT = dlc



Anwendung - Rastertunnelmikroskop

B Rastertunnelmikroskope erreichen eine atomare Auflosung

- 1993: ein Quanten-“Corral“ erzeugt stehende Elektron- Zis
wellen auf einer Cu-Oberoberflache — die ferro- ‘
magnetischen Fe-Atome reflektieren Elektronwellen

Ring aus 48 Fe-Atomen positioniert Holmium Atome
auf Cu(111) Oberflache bel T =,4 K auf Platin beiT=1K
| , | (Quelle: KIT)

9

Quantum Corral
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Anwendung - Rastertunnelmikroskop QAUT

Karlsruhe Institute of Technology

B Rastertunnelmikroskopie:
- Versuch im Fortgeschrittenen-

praktikum
- grof3er weltweiter Markt fack

typischer Aufbau eines

Rastertunnelmikroskops

R N —
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Tunneleffekt - Beispiele

Festkorper-
Josephson-Kontakt

Isolator

Supraleiter

| LIJl_ | e
Cooper- Paar  ©9®
Moleklle-
Inversion Wpor 4%
L NH (Ammoniak) i o
.q:'; H Potenzial : DAV /J | | g
LICJ —a 0 a LL]

.\ /
\/

\

| , > |

B STy
\ J/ \ J&/
|I / 1 {
\ \H /

Torsions-

90 120150 180 210 240 270 Wwinkel
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Supraleiter

% | \PR | e
S
m
Kerne-
Kernspaltung
Spalt-
barriere

GlelchgeW|cht

—()1 >¢

Verformung

KIT-ETP



Tunneleffekt - Anwendungen

FestkOrper-
Tunnel-Diode = pF==
Pt ¢ SQUIDs [
Barriere |
W, Ax
S Kerne-
MolekUle-

MASER-Kommunikation
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°0 DQOD

Tunneleffekt in Aktion Py P /f\ ﬂ(“
Loschen uber 9V , 20m e+;2\/’0 Q

Tunne|n ':5555;::; ....

@ 9
USB-Sticks, Speicherkarten i & P @ P T~15Mio. K
“He o
—a 0 a
Flash-Speicher Fusion im

Sonneninnern
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6. Das Wasserstoff-Atom

. XIT

Karlsruhe Institute of Technology

B Themengebiete Feinstruktur &
Spin-Bahnkopplung

Schalenstruktur &
Termschema

Bahn-und Spinmagnetismus Hyperfeinstruktur
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6.1 Quantenmechanik des H-Atoms QAT

Karlsruhe Institute of Technology

B Schrodinger-Gleichung flr das H-Atom in 3 Dimensionen
- Coulombfeld des Protons ist zentralsymmetrisch (~ -1/r)
- benutze nichtrelativistische Schrodingergleichung
- Ziel: raumliche Verteilung ¥(r, 0, ¢) eines Elektron-Orbitals

.

O

O

Elektronen in
Orbitalen mit Drehimpuls

Elektronen in
klass. Kreisbahn
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Quantenmechanik des H-Atoms: Ansatz QAUT

Karlsruhe Institute of Technology

B Schrodinger-Gleichung flr das H-Atom in 3 Dimensionen ¢
= Ansatz Wellenfunktion ¥ in Kugel-Koordinaten H-AtoWV
zentral ist Separationsansatz in 2 unabhangige Antelile: ZwsLy
Radialanteil R. (1) und Winkelanteil Y, (6.¢) Info

/:\z

Elektronen in ¥ =¥ (r,0,¢) Elektronen in
klass. Kreisbahn Orbitalen mit Drehimpuls
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Radialfunktion — semi-klassisch & QM QAT

Karlsruhe Institute of Technology

B Radialanteil R(r) der Wellenfunktion:

- |IR?| beschreibt den Wahrscheinlichkeit ein Elektron in radialem
Abstand r (in atomaren Einheiten a,;) vom Kern zu finden

- R ist abhangig von Hauptquantenzahl n und Bahndrehimpulszahl £

semi- | quantenmechanisch
N klassisch

2
nl

A r® R
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Radialfunktion QAT

Karlsruhe Institute of Technology

B Radialanteil R(r) der Wellenfunktion:
- fir Radius r — « geht R — 0, d.h. endliche Grol3e eines Atoms

- fur festes n bewirkt Drehimpulszahl £ Anderung des mittleren Abstandes

_— n=1 1=0

0,15
~ ——— n=2 1=0
~ 0,10
Y — n=3 I=0
5 0,05 — —n :2 :1
= 0,00 — n=3 1=1
=)
3 -005] n=3 I=2
[
= -0,10 |

. . . radialer

0 5 10 15 Abstand (a,)
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Radialfunktion

Karlsruhe Institute of Technology

B Radialantell R der Wellenfunktion- erlaubt Bestimmung der Elektron-

Aufenthaltswahrscheinlichkeit tber | R, (r) [

P(r)=47z-r*-¥(r)-¥*(r)

P

— /f_\"'\

Vergleich von radialen
Wellenfunktionen
mitn==6
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klassische
Umkehrpunkte
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Fun with Facts: Radialfunktion T

Karlsruhe Institute of Technology

B GroRe der Wahrscheinlichkeit P fir ein s-Elektron am Kern? P ist
A) maximal, da R,,(r) dort maximal ist

B) minimal, da dort Radius r = 0 ist W 9
C) nicht definiert fur r = 0 in der QM (h) (Is) = (ao)3/2 '

[ OnEmor test ﬁ

B The following error happened.

Division by zero at line 12

300 700 1100 1500 C
Radius r (pm)
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Einschub: Drehimpulse in der QM QAT

Karlsruhe Institute of Technology

B Drehimpulse in der QM sind quantisiert und werden
als Operatoren L? L behandelt

- Bahndrehimpuls L eines Orbitals:

L ist quantisiert da Elektronen
Wellencharakter besitzen (de Broglie
Materie-Welle), nun aber in X,y,z-Richtung

- mogliche Drehimpulsquantenzahl €
eines Orbitals mit n:

l<n-1 ‘[T: \‘\':ﬂ

Drehimpulsquantenzahl { &
Hauptquantenzahl n
(folgt aus Losung der Radialgleichung)
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Einschub: Drehimpulse in der QM QAT

B Drehimpulse in der QM sind quantisiert

30

Karlsruhe Institute of Technology

- ,,magnetische“ Quantenzahl m:
Elektronwelle mit Phasenfaktor

|m¢

®m(¢):%'e

- erfordert Festlegung einer
Achse (hier: bezlglich der Phase)
= ,Raumquantisierung”, dazu
Ubergang zum Vektorbild (z-Achse)

farbcodierte
Phase &

s. Haken-Wolf
Kap. 10.2 Drehimpuls-Eigenfunktionen (S. 161 — 167)
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Einschub: Drehimpulse in der QM QAT

Karlsruhe Institute of Technology

B Drehimpulse (auch in der QM) visualisiert in Vektordarstellung

Eigenwertgl. fir Drehimpuls- Quantenzahl | =2

Operator L?: 7 L \/Eh
12=]2 + [2 + ]2 -
X y VA

2P =p2 . [-(I+1) ¥

>

L=yJ1-(I+D7
1=0,1,2,... (

I: Azimuthalguantenzahl
Drehimpulsquantenzahl
Nebenguantenzahl
= |legt die Form des Orbitals fest (s. S. 37)
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Einschub: Drehimpulse in der QM QAT

Karlsruhe Institute of Technology

B Drehimpulse (auch in der QM) visualisiert in Vektordarstellung

Quantenzahl | =2
- ,,magnetische“ Quantenzahl m:

] “ L n

m==2: —1,—(1-1),....0,..., (I-1),1

>

—1<m<+]

B-Feld spéater als
Quantisierungsachse
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Einschub: Drehimpulse - Vertauschung QAUT

||||||||||||||||||||||||||||||

B in der QM wird Verhalten von Drehimpulsen
beschrieben durch Vertauschungsrelationen

Quantenzahl | =2
- I 2
Drehimpulsoperator (L?) N L= \/gh
L2=L% + L5 + L
vertauscht mit einzelner Komponente
L, :[L% L,]=
L, i [L5 L] =
L, i [L% L] =

- In einem System ist nur der
Gesamtdrehimpuls L? & eine

Komponente (z.B. L,) bestimmbar
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Einschub: Drehimpulse & Prazession QAUT

Karlsruhe Institute of Technology

B Einstellmoéglichkeiten fur einen Drehimpuls L fur die Quantenzahl £ = 2

- hach Festlegung von |L| und L, sind
L, und L, nicht bestimmbar und Az

liegen auf Kegelmantein 6 7
- die Observablen L, und L,
sowie L, und L, sind
komplementar (d.h. Operatoren L
kommutieren nicht) ’
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Einschub: Drehimpulse & Prazession QAT

Karlsruhe Institute of Technology

B Einstellmoglichkeiten fur einen Drehimpuls L und seine Komponenten

- ,Raumquantisierung* durch Wabhl

klassisch
der Achse von L,
- Prazessionsbewegung von L, und L, kann
zeitlich nicht aufgelost werden 7 | Z

(Heisenberg) — A |
NN @f [///,5.4»--‘ :

) f-f’"/

L, und L.
Prazession um z-Achse
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Fun with Facts - Prazession

B Weshalb prazessiert L um z-Achse? Durch die...

A) ...Einwirkung des Kern-Drehmoments M
B) ...Erhaltung des Gesamt-Drehimpulses L
C) ...Inkompatibilitat der Observablen (L, vs. L, )

o
@Q@Q
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Wellenfunktionen des H-Atoms QAT

(o | o | 1| n_
1s 1 0) 0

2S 2 0) 0
2p 2 1 0 |
2p 2 1 1 |
3s 3 0 0 Dipol*
3p 3 1 0
°P > . i - ,Quadrupol“
3d 3 2 0
d

3d 3 2 +1 _

==t m=+2
3d 3 2 +2 m==1" m=0 m=+1
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Elektronenorbitale

B Gesamtwellenfunktionen ¥,

38

3

1 (1)2
Y(s) =Y, = ( ]-e”ao

Jr | a

1
Y((25)=VY, ., = -
( ) 200 4\/5
1
LIj(zp):qulo:

Atoms in |
a Box g P N2 ey - ﬁ
o : o (?77' (12— ;&) | T:H (3cos” B-1)
Q: Dauger
Research
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Winkelterm H-Atom 2019

"HeasS  wHens “ou
VPDE OUIL miSTake.”
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