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LOSUNGEN Ubung 5

1. Das ,,Bohr’sche“ Atommodell
Postulate:

e Kreisbahnen; Strahlungslose Bewegung! Feste Energie

e Ubergang nur durch Absorption oder Emission der Energiedifferenz
E = |hl/1 — hl/2|

e Ubergang von diskreten Niveaus zu kontinuierlichen Energiezustinden;
QM — Kklass. Physik (allerdings hat Bohr nicht wirklich mit QM gear-
beitet)

Rhydbergatome:

Atome mit sehr hohen Anregungszustédnden; gefunden im Weltall mit bis zu
n = 350 — sehr langlebig!

Sommerfeld: Kreisbahn — Elliptische Bahn!

(a) Elektron auf Kreisbahn um den Schwerpunkt mit Geschwindigkeit v.
Siehe auch Vorlesung 8 (Hatom.pdf).
Zentripetalkraft = Coulombkraft:
’“’ = ﬁ Zf; =r= 4750 — mit reduzierter Masse y = % M
Quantlsmrung Elektronen durch Materiewellen beschreiben stationére
Zustinde des Atoms - stehende Welle = Kreisumfang n - A:
2r-r=n-Amit (n=1,2,3,...)
A= 2”h = Geschwmdlgkelt des Elektrons v =n- - =

47rn hzeo _
r= uZze? Z ao

Bohrscher Radius ag = 47505 =5209-1—10""m~ 0,54

(b) Unschérferelation:
Siehe auch Vorlesung 8 (Hatom.pdf).
Abstand r Elektron von Kern: Ar < a —Elektron innerhalb des Atoms
(a ... mittlerer Radius Wasserstoffatom).
Unbestimmtheit des Impulses: Ap, > %

. . . . 2 2 2

Mittlere kinetische Energie d. Elektrons: Epi, = £ > (ép ) > B
52 m m 2ma
€

Gesamtenergie: £ = Eyy, + FEpor — > 2ma2 ~ Treoa
Grofite Aufenthaltswahrscheinlichkeit bei a,,iy,, d.h. minimiere F; ‘flf =
0— amm

_ n? e? N e? h?
0= % (2ma2 - 47rega> — 7 mad + 4mega? = Tm + 47re a=0=

dmegh®

Amin = 7:;22 = Qo




2. Spektroskopische Vorbemerkung!

(a) In Luft ist die entsprechende Wellenléinge etwas kleiner! Brechungsindex!
ALuft = Aak./T
(b) Frequenz ist vom Medium unabhéngig! v = ¢/Ayec = ¢/(nALuype) [Hz]

(c) Wellenzahl 7 = v/c = 1/Avak. = 1/(nApuye) [em ™1, Ist vom Mediumu-
nabhéngig und proportional zu Energie. Energiebabhéngigkeit: £ = vhc

3. Termschema, Lichtemission, Sto68e bei einem hypothetischem Einelektronen-
atom.

(a) E[On = 15,6 eV= Eoo — E1
(b) AE(3 = 1) =15,6eV-3,1eV=125¢V

(¢) 6eV kann das Atom nicht anregen (mindestens 10,3eV). Die Energie
bleibt bei 6 eV

(d) e~ verliert 10,3eV, es bleiben exakt 1,7eV iibrig (oder das e macht einen
elastischen Stof, dann ist Ey;, = 12€V)

4. Spektrallinien
Aufler dem Energiesatz miisste auch der Impulssatz erfiillt sein. Das Photon
hat die Energie E = hv und den Impuls p = h/\ = E/¢, wie jedes hochrela-
tivistische Teilchen. Es kann also keinen Photonen-Atom-Stof§ geben bei dem
die ganze Photonenenergie in kinetische Energie des Atoms iiberginge (keinen
elastischen Stoss), denn dazu miisste das Atom ebenfalls genau mit ¢ weiter-
fliegen, wozu die Photonenergie nicht reicht. Nun mége eine Anregungsenergie
E’ etwas tiefer als E liegen, die Differenz F — E’ soll in kinetische Energie
iibergehen: £ — E' = %va. Gleichzeitig lautet der Impulssatz E/c = mv. Es

folgt E—E' = %Tf; . Da mc? die Ruheenergie des Atoms, einige GeV betrigt,
erlaubt dies bei optischen Ubergingen (einige eV) nur relative Abweichungen
von etwa 10~° von der scharfen Ubergangsenergie. Ubrigens entspricht dies
genau der Doppler-Verstimmung: £ — E' = h(v — ') = /% = f; Es ist
hier wie oft schwer, Ursache und Wirkung zu trennen, weil es sich bewegt,
oder bewegt es sich, weil es absorbiert hat? Wohl aber kann das Atom dem
Photon einen Teil von dessen Energie entzichen, der gerade einem Ubergang
entspricht, das Photon fliegt dann mit verédnderter Frequenz weiter: Raman-

Effekt.

5. Balmer-Serie

Eine Balmer-Absorptionslinie entspricht einem Ubergang eines Elektrons von
n = 2 in einen hoheren Zustand. Das setzt voraus, dass es geniigend viele
Atome gibt, die bereits im Zustand n = 2 angeregt sind, wenn ein weiteres
Photon sie tiberrascht. Die Gleichgewichtsbesetzung des Zustandes n = 2 ist
n* = noekaLT, wobei £ = 10eV der ersten Lyman-Linie entspricht. Bei Zim-
mertemperatur ist kg7 = 0 025eV, es ist also bestimmt kein einziges Atom
im Gleichgewicht Balmer-absorptionsfiihig. Selbst in der Sonnenphotosphére
(T = 6000K) ist die relative Besetzung nur e=2 2 0,13. Je heiler der Stern
ist, desto stirker werden i. allg. die Balmer Absortionslinien. Auch ein La-
serstrahl kann geniigend Atome in den Zustand n = 2 schaffen, um Balmer
Absorptions zu ermoglichen.



6. Stationére Schrodingergleichung
HY(z,t) = —h—ZA\I'(x t)+ V(z,t)¥(x,t) = zhg‘ll(x t)
) - 2m ) ) ) - at )

Stationdrer Zustand erfordert V(z,t) = V(z).
Produktansatz fiir die Wellenfunktion:

Uz, t) = P(x)e(t)

Einsetzten liefert:

I M) + V@) ) = B)in )
0
fip@) Mg
W e

Da die linke Seite nur von x und die rechte nur von ¢ abhngt, kénnen beide
Seiten nur gleich sein, wenn sie konstant sind. Die Konstante ist die Energie
E. Es folgt dann:

o) = Belt) = olt) = AetF:

AU V(@) = Bl

7. Potenzialtopf

(a) Losen der stationdren Schrodingergleichung
Wir machen den Ansatz: u,(x) = Cpsin (Tx) Da V(z) = oo fiir
a
z < 0und z > a folgt u,(x) =0, bzw. C,, = 0 fir z < 0 und = > a.
Diese Randbedingung erlaubt auch den Cosinusanteil fiir den Ansatz

auszuschlieflen. Fiir 0 < x < a bestétigen wir den Ansatz durch einsetzen
in die stationdre Schrodingergleichung (mit V' (z) = 0!), es folgt:

72
—%Aun(x) = FEu,(z)
h2
——C,Asin (n—ﬂx> = FEC,sin (n—wm>
2m a a
hQ 2,2
_771721' sin (lx = FEsin (Ex>
2m a a a
h2r? 9

2ma?

Bleibt noch C), aus der Normierung zu bestimmen. Wobei man wissen

1 1
-2 _ - T
muss [ sin®(bz)dx = 5T 10 sin(2bx)

—+oo a
1 2 @
/ |Un(x)|2 dx = /Ci sin? (Hx)dm = [;v ~ % gin (mx)] =C2.
a 2 dnm a
—00 0

2 2 . /nmw
=C, = \/; = uy(x) = \/;sm (733)
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(b) Erwartungswert (z):

+o0 a
i A
(x) = / uy () zuy (z)de = . /msm ( . a:)dac
—o0 0

Wir substituieren y = x — a/2 um die Symmetrie der Wellenfunktion zu
nutzen, man erhélt:

5 +a/2 +a/2

_2 .o (VT @2 (M

(z) = > / ysin (a (y+a/2))dy+ / 5 Sin (a (y+a/2))dy
—a/2 —a/2

Der zweite Term ist ein Integral vom Typ wie eben bei der Normierung.
Also einfach mal ausrechnen, dazu muss man im ersten Term noch aus-
multiplizieren. Man erhélt dann:

+a/2
2
<x>:g / ysin® (%yﬁ-%)dy +g
—a/2

Weiter gilt:

sin? (o) fiir n gerade

sin? (a + @)
2

nmw
sin? (a + 7) = cos® () fiir nungerade
Damit verschwindet das Integral, da es sich um eine Integration eines
Produkts aus symmetrischer Funktion (sin? (o) bzw. cos? (o)) mit einer
antisymmetrischen Funktion y {iber ein symmetrisches Intervall handelt.

Damit ist:

(0) =35

2

(c) Energie fiir Ubergang von n =11inn =2 = AE(l — 2) = By — E; mit
h2 2
E, = 2m7;2 n? folgt (mit a = 10719 m):
h2n?
AE(1 —2) = (22 —1%) =3B, = 112,8eV

2ma?

Wahrscheinlichkeit im Grundzustand (n = 1) das Elektron im Intervall
[#1 = 0,49 - 107 m; 25 = 0,51 - 107% m] zu finden (mit a = 1071 m):

2

P = / luy (2)|? da

1



Mit der Néherung u1(z) ~ u1(0,5) = u1(a/2) fir z € [z1 = 0,49-10719m;
xy = 0,51 -107%m] ergibt sich:

Z2

2
f’::/WUﬂa/2ﬂ2dr:ﬂulﬁﬂ2ﬂ2(x27x1):~7$n2(T:~g)(x27x1):
a a
T
. Zusatzaufgabe
Normierung:
+o0 )
k .
Y(z,t) = N / e 2aw? gitke—w(k)t) gp,
+oo )
k .
Yzt =0) = N/6772<M>Qe“”dk
—00
+oo
— Ne—?m’fz/e*ﬁ(’“*”“zfdk
CD2 $2
= Ne—T'A’“Q@ — NV2rAke™ 52K
V2Ak
+o0 9 +oo
/nw%%tzﬂanJ::mdx = ];:(Ny@ﬂAk)./efﬁAﬁdx

1 = (N\/%Ak)2 g
1

V2AkT3/4

Freies Teilchen:
Wir nehmen erst einmal an, dass die Normierung erhalten bleibt und zeigen

hk?
spéter, dass diese Annahme in Ordnung war. Weiter gilt £ = hw =
hk?
k)=—
w(k) =5
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P(w,t) = N/ef'z’(gikﬂei(kl‘*%kzt)dk
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QmAkQﬂ- 1 7& 2mAk2
= . e 4 m+tinAk2t
m 4+ ihAk2t  /OAL273/4

_ z2mAk2
. e 2(m+ihAk?t)

\/ Ja(m + ihAk2t)

Ak 1  22mak? [ m—inAk2t mtihAR2¢
\¢(m,t)|2 =9 (z, )Y(x,t) = mﬁ m2 + h2Ak42 -€ 2 (m2+f’72Ak4 7t 2+h2Ak412)

22 m?2 2
b P = mak s

\/r(m? + h2AkA)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist zu jeder Zeit eine Gauffunktion mit der
Breite

\/7T(m2 + h2AkA2)
mAk
, d.h. das Wellenpaket wird breiter mit der Zeit. Der Faktor e~ k* /AR gt

dle GauBfunktion zur Gewichtung der ebenen Wellen e?(**=«(#)t)  Bleibt zum
Schluss noch zu zeigen, dass die Normierung wirklich zeitunabhénig ist.

Az(t) =

+oo
/ (2, t)|* do = \/ mAk VT Vm2 + RAAKA2 = 1
“%0 (

m(m?2 + h? Ak4t2) mAk



