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Wiederholung

® London Gleichungen

1. London-Gleichung

mg a]S mit A = ms/nsqg = London-Koeffizient
= E

qg ng dt =» beschreibt widerstandslosen Stromtransport

2. London-Gleichung
Vx(AJ)) +b=0 > beschreibt perfekte Feldverdringung



Wiederholung

B Makroskopische Wellenfunktion

Grundhypothese: es existiert eine makroskopische Wellenfunktion

(1, ) = Yy (r,t) e?®D

[y (e, )" =y (1.1) y(r.t) = ny(r. 1)

Strom-Phasen-Beziehung Energie-Phasen-Beziehung
n.(r,t)h d06(r,t 1
Jo(r, ¢) = 22 0 {W(r, D) - A, r)} p 2200 —{ AJ5(r, 1) + sl (1, ) + u(r, t)}
mg h dt 2ng
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Landau-Theorie der Phaseniibergange
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2. Ginzburg-Landau Gleichung

1
K< —— Typ-1 Supraleiter
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Rastertunnelmikroskop (Scanning Tunneling Microscope)

e Visualisierung des Flussgitters mittels Rastertunnelmikroskop moglich

] Control voltages for piezotube
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Rastertunnelmikroskop (Scanning Tunneling Microscope) ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Misst die atomare und elektronische Struktur der Probe

Die Spitze wird nahe an die Oberflache gebracht und scannt diese dann ab

Die Wechselwirkung zwischen Probe und Spitze wird mithilfe eines Regelkreises (Tunnelstrom) konstant
gehalten.

Ein STM misst den quantenmechanischen Tunnelstrom

Control voltages for piezotube

Tunneling Distance control
current amplifier and scanning unit

Piezoelectric tube
with electrodes

Tunneling
voltage
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Fauster, Scanning Probe Microscopy, S. 128



Rastertunnelmikroskop (Scanning Tunneling Microscope) ﬂ(IT

Signal des Tunnelstroms enthalt
Inforationen Uber die lokale elektronische

e Ausdruck fir den Tunnelstrom:
Struktur

ell
I(z,y,2,U) Oﬂ/ Ds(E —eU)p*(z,y,E)T (E,U,z)dE.
0

Zustandsdichte \

Spitze

Tunneling
voltage

&

Transmissions
Zustandsdichte funktion
l Probe

e Ausdruck fur dessen Ableitung, die Leitfahigkeit:

9,
W (QT,EJ,ZU,U) X eT(EUaU:ZU)DS(O)IO*(xayan)




Rastertunnelmikroskop (Scanning Tunneling Microscope)

SKIT

Karlsruhe Institute of Technology

« Anderung der Leitfahigkeit
zwischen normalleitenden und
supraleitenden Bereich
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Lernziele

® Mikroskopische Theorie der Supraleitung
® Cooper Paare

® Grundlagen der BCS Theorie

® Energie-Licke und Quasi-Teilchenanregung



Mikroskopische Theorie (light)

* intuitive Annahme:

Supraleitung resultiert aus Ordnungsphdnomen der Leitungselektronen

* Problem:

- Leitungselektronen haben sehr grofie (Fermi) Geschwindigkeit aufgrund von Pauli-Prinzip:
- die entsprechende (Fermi) Temperatur liegt oberhalb von 10 000 K, im Gegensatz dazu liegt die supraleitende

Sprungtemperatur im Bereich von 1 — 10 K (= meV)

Ef

Tk

D {E)

.-* Fermi-Kante
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1
fak] oL os 12 15 VF

E/E,

Fermi-Kugel und Zustandsdichte fur ein 3D-Elektronengas

* Aufgabe:

- finde Wechselwirkungsmechanismus, der in Ordnung der Leitungselektronen trotz ihrer hohen

kinetischen Energie resultiert
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Fermi-Energie

Fermi-Temperatur

Fermi-Wellenlinge

Fermi-Geschwindigkeit

- BCS-Theorie: Elektron-Elektron-Wechselwirkung durch Austausch virtueller Phononen

~ 10°m/s ~0.01 ¢

kg~ 10° cm™
lg~1A
vp =~ 10%cm/s
Ep ~4eV
Tr ~ 50000 K.



Mikroskopische Theorie (light)

Wichtiger Hinweis auf Austauschboson folgt aus Messung
des Isotopeneffekts fiir Sn

Messung der Sprungtemperatur T, verschiedener Isotope
von Sn (1950/51 — Isotope: Sn11? — Snl?4)

Sprungtemperatur T, skaliert proportional zu 1/M

T. < 1/\NM

da Phononenfrequenz w,;, « 1/vM konnte man
vermuten, dass

TC 0.4 (Uph
Phononen?
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Mikroskopische Theorie (light)

Austauschwechselwirkung
Mindestens ein 3-Kérperproblem e

a) abstoRRend

&L \\@W”ﬂ‘_”/

b) anziehend

Ty
NS

Courtesy of W. Wernsdorfer



Mikroskopische Theorie (light)

Physikalisches Bild der iiber Phononen vermittelten attraktiven Elektron-Elektron-Wechselwirkung

(a) +

0\ l /0

&= = Elektronl
+ T +
+

erstes Elektron verzerrt lonengitter
- positive Ladungsanhaufung

(b) .

Elektron bewegt sich schnell weiter
(vg), lonengitter relaxiert langsam
(T ~ 1/wph), Retardierung

- positive Ladungswolke bleibt
zuruck, nachdem El. langst weg ist:
- Uberabschirmung

(c) ‘:4\)
. +

Elektron e —

8.4 + .
("‘1;\‘-

\\_’I

zweites Elektron sieht positive
Ladungswolke

- attraktive WW

- abstoBende WW mit erstem
Elektron wird durch Retardierung
umgangen



Mikroskopische Theorie (light)

https://de.wikipedia.org/wiki/Nebelkammer



https://de.wikipedia.org/wiki/Nebelkammer

Mikroskopische Theorie (light)

Zwischen welchen Elektronen wird die attraktive Wechselwirkung maximal?

> wir addieren 2 zusatzliche Elektronen zu Fermi-Gas bei T =0

Gedankenexperiment: \
ky 0,
> Elektronen kénnen durch Austausch von Phononen wechselwirken

k,+q, 0'/

Streuprozesse:

> Elektron1:k; > ki =k; +q /kz-q,crz

> Elektron2:k, >k, =k, — ¢ } \
» Gesamtimpuls: K=Kk; + k, = k] +k; =K v o1

Fermi-Gasbei T =0 :
» nur Zustande mit E > E sind zuganglich
» dawyy < wp, spielt sich WW in Energieintervall Ep, Ep + Awp ab
» zugehoriger k-Raum-Bereich:
h2k2 h2(kp + Ak)?  h%(kE + 2kpAk)

h =
2m +hawp 2m 2m

m) Ak = mwp/hkg




Mikroskopische Theorie (light)

Zwischen welchen Elektronen wird die attraktive Wechselwirkung maximal?
Erhaltung des Gesamtimpulses

= Wellenvektoren liegen in Schnittflache von zwei Kreisscheiben der Dicke Ak
=» maximale Schnittflache fir K = 0

(a) Ak = mwp/hkg (b)

K=k1+k2>0 K=k1+k2:O

WW (iber Austausch virtueller Phononen ist flir Elektronenpaare mit entgegengesetztem Impuls optimal:
Cooper-Paare (K, -K)



Mikroskopische Theorie (light)

— Ansatz fur Paarwellenfunktion: Produkt von ebenen Wellen

W(r;, ;) = aexp(iky - ry) exp(iky - 1) = aexp(ik - r) mitk; = —k, oderk; =k k, = —k r=r,—r,

— wegen standiger Streuung in neue Zustinde aus Intervall [kg, kg + Ak]: Uberlagerung von Produktwellenfunktionen

kp+Ak
Y(r,m) = Z a exp(ik - r) la, |* = Wahrscheinlichkeit fiir Realisierung von Elektronenpaar (k, —K)

k=kF

— Annahme: Wechselwirkungspotenzial V(1) hangt nur von Relativkoordinate ab - Schrodinger-Gleichung

hZ
—o—=(VE + V7)) W(ry, 1) + V() W(ry ) = E W(ry,12)

hzkz kg+Ak
(E — )ak = z akr Vk,k"

m
k'r:kl:.'




Mikroskopische Theorie (light)

Anziehende Wechselwirkung durch Austausch virtueller Phononen: Wie sieht Matrixelement I} ,, = 1}, ,,, aus?
reine Coulomb-Wechselwirkung:

ez

V(q) = positives Matrixelement =»  rein repulsive Wechselwirkung

€0q°
abgeschirmte Coulomb-Wechselwirkung:

pY: negatives Matrixelement falls €(q, w) <0
V(g w) = e(q 0)eaq? =>» attraktive Wechselwirkung

g-abh. Plasmafrequenz der abgeschirmten lonen in Metall

abgeschirmte Coulomb-Wechselwirkung in Metallen: I 2
05(q) = 05 (@) [1 + ?]

e’ e’ w*
V(qw) = e(q @)ead? = (kSquz) (1 + 02 — ﬁz(q)) fiir kleine Energiedifferenz (Ex — E)/h = w < Q,,(q)

/ der beteiligten Elektronen
= Nenner wird negativ

=>» attraktive Wechselwirkung
= Abschneidefrequenz: w < ﬁpzwD (Debye-Frequenz)

Thomas-Fermi-Wellenvektor
(1/ks: Skala der Abschirmung durch e-gas)



Mikroskopische Theorie (light)

 Vereinfachende Annahme:

v, =1V fir k" > kg, k < kg + Ak mit Ak :T‘;’D
f —
kk 0 sonst F
Typische Debye-
Temperaturen
Material | ©p in K
Nach etwas Rechnung... D‘a:a”‘ 1684550
Cr 610
Fe 470
* Gesamtenergie: E ~2Ep — 2the_4/D(EF)V0 fir schwache WW (VoD (Er) < 1) =
Ge 374
* Energieabsenkung proportional zu Phononenenergie hwj :g f;z
Pb 95
* dahwp < Epund exp (— ) « 1, ist Paarbindungsenergie sehr klein | %
VoD(EF) se | o0

Rb 56



Mikroskopische Theorie (light)

Hinweis:
» Elektronen mit k < kr kdnnen nicht an Wechselwirkung teilnehmen, da alle Zustande fiir E < E besetzt sind
(keine freien Streuzustande)

» Supraleiter |6st dieses Problem dadurch, indem er die Fermi-Verteilung selbst bei T = 0 aufweicht

=» Supraleiter muss zunachst kinetische Energie bezahlen, um energetisch hoher liegende Zustande zu
besetzen und damit Zustande unterhalb von Ef freizumachen

=» Energieaufwand wird durch gewonnene Paar-Wechselwirkungsenergie (potentielle Energie) iberkompensiert

=» Gesamtenergie wird insgesamt abgesenkt



Mikroskopische Theorie (light)

Grobe Abschatzung der Reichweite der iiber Phononen vermittelten attraktiven Elektron-Elektron-
Wechselwirkung

(a) $ (b) Q (c) @®
» Geschwindigkeit der Elektronen: ) *_ ) _# Cea e G N
vF = 10 m/S = (= Elektron1 . Elektro;‘°l=>
A \ (‘-‘Y. "(ﬂ‘. l'—zf' ‘ﬁi‘“‘.
» Relaxationszeit der lonen: $ ®
1 1
T ~—=~—=~ 107135
wph Wp,

» Reichweite (via Unscharferelation):

ve/T = 100 nm

Mmwp  wp = Ay 1 VE

ﬂk:hkF_vF :E:{UD

=» starker raumlicher Uberlapp der Cooper-Paare
=» Ausbildung von kohédrentem Vielteilchenzustand




Mikroskopische Theorie

Schwache, isotrope WW:

"

Vk,k’

Hamilton-Operator und BCS-Wellenfunktion

— Hamilton Operator:

Yo
0

fir k' > kg, k < kg + Ak
sonst

\ Paar-Potential

mit Ak = ”"“”D, VoD (Ep) < 1
F

AkU[O'?

AT

'0'10':

Hycs —ka ”ka"‘zvm’ CmC kL C—k"1C%"1

- 2 \
/ Paar- (Gorkov) Amplitude

ko102 = (C-—km CkO")> 7 0

9:0'10'3 = <Cika Cka > 7& 0

= Z Vk.k’ 9woi0,
K’

- Z 7% giglgz
P

mité, =&, — =

Einteilchenenergie

/ h2k2

—

2m

= cmc,m = Teilchenzahl-Operator

(kann als OP betrachtet werden)



Mikroskopische Theorie

— Bardeen, Cooper und Schrieffer benutzten folgenden Ansatz:
_ T AT
YBcs = 1_[ (e + viecgrcly,)10)
k=Kq.ky,. kg

|ug |# = Wahrscheinlichkeit, dass Paarzustand (K T, —K 1) nicht besetzt ist

2 .t - . |ug |* + |vg =1
|v, | = Wahrscheinlichkeit, dass Paarzustand (K T, —Kk |) besetzt ist

(,,Koharenz-Faktoren”, komplexe Wahrscheinlichkeitsamplituden)

=>» Wir machen die Annahme, dass die makroskopische Wellenfunktion )(r, t) = (T, t)e?®@ durch einen
kohdrenten Vielteilchen-Zustand von Fermionen beschrieben werden kann



Mikroskopische Theorie

Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsamplituden
* Aufgabe: bestimme die Wahrscheinlichkeitsamplituden uk
und vk in selbstkonsistenter Weise durch Minimerung von

(Epcs) = (Wpcs|Hpes — 1N, [¥pcs)
| J

1
»,Mean-Field” BCS Hamiltonian

* Minimierung des Erwartungswerts mittels Variationsrechnung:

T .t _
o ('JJBCS‘ 2k Sk ko T Lkt Viek! CrrCliy C_pr1Crrt 'JJB{:5> =0

| J | J
I I

kinetische Energie Wechselwirkungsenergie



Fermi-level

Mikroskopische Theorie /

1 o f(TzTc) | |
|U;c2=—1—€—k _ 1Op=eeee, < | I -
2 i Ek_ . 2 2 I-FU I
[ & mit k;, = g(k + |A,| £ o0s
lwel* =51 +— |
2 Ep | <<0.6
| -
A <04
WV = g, = —= =
kVik = Yk 2E, \ |
A Paaramplitude 502 L == [ T ]
— 47— "k ' >
u;vk = gk =S f / 0.0 : 1 i | 1 ! ! e Y-
K -3 -2 -1 0 1 2 3
&/ Ay
> |vi|?: Wahrscheinlichkeit, dass Paarzustand
(k T, =Kk l) besetzt ist, ist auch bei T = 0 um Eg » Verschmierung ist notwendig, um Paarwechselwirkung
ausgeschmiert zu ermoglichen
=» Erhohung der kinetischen Energie =» Reduktion der potenziellen Energie > Erhéhung der

(interessant: |vg|? (&) = f (¢, T = T.)) kinetischen Energie



Mikroskopische Theorie

Umschreiben des BCS-Hamiltonian mit Hilfe von Ausdriicken fur u;, vy, Ej

¥t Bogoliubov-Transformation
Hges = $k N, + Viek! CirCogy Coper i Crer = uras— vl
B« = v CJT + U C_yy
b t
Hpcs = Z[‘fk — Ep + 910 ] + Z Exlata, — BBy ] B = kG = kCkd
l k ! 1 Ik l 61 — VkaT -+ UkC'_kl
Y Y -
» Grundzustandsenergie » spinlose Anregungen aus dem Grundzustand mit Teilchenzahloperatoren
» weicht von derjenigen des o a, und B By und Energien Ej und —E,
Normalzustands um
Kondensationsenergie ab » Anregungen (Quasiteilchen) sind spinlos, da sie Linearkombinationen von

Elektronen und Lochern mit entgegengesetztem Spin sind

» 2 Spin-Freiheitsgrade - 2 Linearkombinationen von Elektron-Loch-
Spin-Singuletts

—

> E, = \/f,% + |Ax|? ist Anregungsenergie von Quasiteilchen

2 : |A | ist Licke im Anregungsspektrum



Mikroskopische Theorie

Quasiteilchenanregungen

Ok

B,

T
Q)

B

*
Uy Ckt

Vi Ckt T Uk Cikl

Uy CET

« _t

=0
— Vl:ccik,l, gk Ak = 1/\/5 (CkT — Cikl
|uk| — |vk|2 - = 1 i
o= 1/V2 (ckT +clyy
— Wk Cky al = 1/V2 (CIT — C_k|
Uy, C_
+ k et 6k = 1/\/5 (C:T_'_C—kle

= symmetrische und anti-symmetrische Superposition von Elektron- und
Lochzustanden mit entgegengesetzter Spin-Richtung

O

O

- reduziert Gesamtimpuls um k und Gesamtspin um #/2
lochartige Anregung

- erhoht Gesamtimpuls um k und Gesamtspin um f/2
teilchenartige Anregung

O

® o O



Mikroskopische Theorie

Anregungsspektrum der Quasiteilchen und Energieliicke

Anregungsenergie

= EkIE_kI\/flz(-l-Ai

. Energiellicke| Ay | muss durch Minimierung der freien
Energie hinsichtlich Variation von A, bestimmt werden:

1 oF _, OF
< IAy 0]

Energieliickengleichung
tanh(Ey /2kg T)
2E/

Paarsuszeptibilitat

Ak == Vi Aw
kf

Quasiteilchenanregung: Superposition von Elektron- und Loch-Zustéinden
Grund: Einteilchenanregung mit k kann nur dann existieren, wenn gleichzeitig
ein Loch mit —k existiert, ansonsten wiirde Paarzustand vorliegen



Mikroskopische Theorie

B Ziel: Losen der Energieliickengleichung

Energieliickengleichung

tanh(Ey [2kg T)
Ak = =) ViwAx
k.r 2Ekf
* Betrachte GrenzfalleT = OundT = T, Annahmen

* |sotrope Wechselwirkung
Vi ==Vo Ak =A
e Schwache Kopplung
VoD(Ep) «< 1

* Dazwischen: Numerische Losung



Mikroskopische Theorie

vers . . e tanh(Ew 2k T)
Verhiltnis von Energieliicke und Sprungtemperatur Ax = ‘; Vicw A 2En
Lése Energiellickegleichung (last Slide) _ o 4 D(EYE " anh(E 2k T)

0.8 ° / T r[ T
— furVi ==V, Ay = A ~ | oPpb BCS Theorie =~
2 06f .
o ) . 0 Sn - .
Energieliicke bei T = 0 (VoD (Ep) < 1) 3 [ Tedn Aus Energieliickengleichung
04}
N —2/VoD(EFg) groRe Ahnlichkeit mit [
A(O) - 2the ’ vorheriger Gleichung 0.2 T
(Folie 16) I
00 1 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
T/T,
Sprungtemperatur T, (Vo D(Ef) < 1)
—2/D(E:)V. Erklart qualititativ den
kB TC = 1.13hCUD€ / ( F) 0 Isotopeneffekt T. (K) 2A(0) e 2A(0)/kBTC
Al 1.19 0.36 3.5+0.1
o Nb 9.2 2.90 3.6
Verhaltnis:
Pb 7.2 2.70 4.3 +£0.05
A(O) o 1 764 Ta 4.29 1.30 3.5+0.1
kB TC ey NbN 15 4.65 3.6

NbSe, 7 2.2 3.7



Mikroskopische Theorie

* Wieviel Energie gewinne ich beim Ubergang in den SL Grundzustand?

Grundzustandsenergie

Exond (0) = (Hpcs) — (Hn) = —iD(Ep)Az(U) |

 Zahl der Cooper-Paare: D(fF)

* mittlerer Energiegewinn pro Cooper-Paar: . A(0)
2

* Vergleich mit der Gs — G = Bcth(o)/znu'(}

Thermodynamik

f‘.igD Ep)ﬁz (0)

— (0[P




BCS

Kondensierung von Cooper-Paaren

Elektronen in der Bandbreite Awp kondensieren zu
Cooper-Paaren

_ — Bosonen = konnen alle in den selben Energiezustand
Zustandsdichte:

Supraleiter - Kondensat wird beschrieben durch eine

K_/ makroskopische Wellenfunktion

.-"r J,.-’ } (a) 4 ' ' ' ' (b) 4 | |
J,/ f’f Pb/Mg0O/Mg

."r-" _-"
'S / I A=1.34 me
£ / =1.34 meV
s T=033K |
Fi
f.d

Metall

M

E/A
d Du(Ep)——— fiir Ex>A
Dy (i) = Dy () 2% - Vi

dEx | fir Ep <A




Symmetrie der Paarwellenfunktion

e Zu einer symmetrischen Orbitalfunktion gehoért eine antisymmetrische Spin-Funktion und

umgekehrt.
Ks-R
V(ry,01,15,0,) =7 f(r) — 1) x(01,072) = =¥ (ry,05,11,01).
(a) (b) (c)
(0, m; = 0 %(N — 1) (Singulett-Paarung) ‘ .
S -1} - -

I, mi =4 0 %(N +11)  (Triplett-Paarung)
\ +1 1 ’ .

Schematische Darstellung der Symmetrie des Orbitalanteils
L=0,L=2L=4... verschiedener Paarwellenfunktionen: (a) s-Wellensymmetrie (L = 0),
=1 L=3L=5 (b) p-Wellensymmetrie (L = 1) und (c) d-Wellensymmetrie (L = 2).

Singulett-Paarung: S

0]
I Il
— O

Triplett-Paarung:
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