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London Gleichungen

Wiederholung

➔ beschreibt widerstandslosen Stromtransport

mit Λ = Τ𝑚𝑠 𝑛𝑠𝑞𝑠
2 = London-Koeffizient

➔ beschreibt perfekte Feldverdrängung

2. London-Gleichung

1. London-Gleichung



Makroskopische Wellenfunktion

Wiederholung

Grundhypothese: es existiert eine makroskopische Wellenfunktion

Strom-Phasen-Beziehung

v

Energie-Phasen-Beziehung

Gesamtenergie



Ginzburg-Landau Theorie

Wiederholung

1. Ginzburg-Landau Gleichung

2. Ginzburg-Landau Gleichung

Landau-Theorie der Phasenübergänge

Ginzburg-Landau Kohärenzlänge



Rastertunnelmikroskop (Scanning Tunneling Microscope)

• Visualisierung des Flussgitters mittels Rastertunnelmikroskop möglich



Wiki

Fauster, Scanning Probe Microscopy, S. 128

Rastertunnelmikroskop (Scanning Tunneling Microscope)

• Misst die atomare und elektronische Struktur der Probe
• Die Spitze wird nahe an die Oberfläche gebracht und scannt diese dann ab
• Die Wechselwirkung zwischen Probe und Spitze wird mithilfe eines Regelkreises (Tunnelstrom) konstant 

gehalten.
• Ein STM misst den quantenmechanischen Tunnelstrom



• Ausdruck für den Tunnelstrom:

Transmissions
funktionZustandsdichte 

Probe

Zustandsdichte 
Spitze

Rastertunnelmikroskop (Scanning Tunneling Microscope)

• Ausdruck für dessen Ableitung, die Leitfähigkeit:

Signal des Tunnelstroms enthält 
Inforationen über die lokale elektronische 
Struktur

U



Supraleiter

Normalleiter

Supraleiter

Rastertunnelmikroskop (Scanning Tunneling Microscope)

• Änderung der Leitfähigkeit 
zwischen normalleitenden und 
supraleitenden Bereich



Mikroskopische Theorie der Supraleitung

Cooper Paare

Grundlagen der BCS Theorie

Energie-Lücke und Quasi-Teilchenanregung

9

Lernziele



Mikroskopische Theorie (light)
• intuitive Annahme:
Supraleitung resultiert aus Ordnungsphänomen der Leitungselektronen
• Problem:
- Leitungselektronen haben sehr große (Fermi) Geschwindigkeit aufgrund von Pauli-Prinzip:    ≃ 106 m/s ≃ 0.01 𝑐
- die entsprechende (Fermi) Temperatur liegt oberhalb von 10 000 K, im Gegensatz dazu liegt die supraleitende 
Sprungtemperatur im Bereich von 1 – 10 K (≈ meV)

• Aufgabe:
- finde Wechselwirkungsmechanismus, der in Ordnung der Leitungselektronen trotz ihrer hohen
kinetischen Energie resultiert

- BCS-Theorie: Elektron-Elektron-Wechselwirkung durch Austausch virtueller Phononen

Fermi-Kugel und Zustandsdichte fur ein 3D-Elektronengas



Mikroskopische Theorie (light)

Wichtiger Hinweis auf Austauschboson folgt aus Messung 
des Isotopeneffekts für Sn

• Messung der Sprungtemperatur 𝑇𝑐 verschiedener Isotope 
von Sn (1950/51 – Isotope: Sn112 − Sn124)

• Sprungtemperatur 𝑇𝑐 skaliert proportional zu 1/𝑀

𝑇𝑐 ∝ 1/ 𝑀

• da Phononenfrequenz 𝜔𝑝ℎ ∝ 1/ 𝑀 konnte man 

vermuten, dass

𝑇𝑐 ∝ 𝜔𝑝ℎ
• Phononen?



Mikroskopische Theorie (light)

Austauschwechselwirkung
Mindestens ein 3-Körperproblem

a) abstoßend

b) anziehend

Courtesy of W. Wernsdorfer



Mikroskopische Theorie (light)

Physikalisches Bild der über Phononen vermittelten attraktiven Elektron-Elektron-Wechselwirkung

erstes Elektron verzerrt Ionengitter
→ positive Ladungsanhäufung

Elektron bewegt sich schnell weiter
(𝑣𝐹), Ionengitter relaxiert langsam
(𝜏 ∼ 1/𝜔ph), Retardierung
→ positive Ladungswolke bleibt
zurück, nachdem El. längst weg ist:
→ Überabschirmung

zweites Elektron sieht positive
Ladungswolke
→ attraktive WW
→ abstoßende WW mit erstem 
Elektron wird durch Retardierung
umgangen



Mikroskopische Theorie (light)

https://de.wikipedia.org/wiki/Nebelkammer

https://de.wikipedia.org/wiki/Nebelkammer


Mikroskopische Theorie (light)

Zwischen welchen Elektronen wird die attraktive Wechselwirkung maximal?

Gedankenexperiment:
➢ wir addieren 2 zusätzliche Elektronen zu Fermi-Gas bei 𝑇 = 0
➢ Elektronen können durch Austausch von Phononen wechselwirken

Streuprozesse:
➢ Elektron 1: 𝐤1 → 𝐤1

′ = 𝐤1 + 𝒒
➢ Elektron 2: 𝐤2 → 𝐤2

′ = 𝐤2 − 𝒒
➢ Gesamtimpuls: 𝐊 = 𝐤1 + 𝐤2 = 𝐤1

′ + 𝐤2
′ = 𝐊′

Fermi-Gas bei 𝑻 = 𝟎 :
➢ nur Zustände mit 𝐸 > 𝐸𝐹  sind zugänglich
➢ da ω𝑝ℎ < ω𝐷, spielt sich WW in Energieintervall 𝐸𝐹, 𝐸𝐹 + ℏω𝐷 ab

➢ zugehöriger 𝑘-Raum-Bereich:



Mikroskopische Theorie (light)

Zwischen welchen Elektronen wird die attraktive Wechselwirkung maximal?
Erhaltung des Gesamtimpulses
➔ Wellenvektoren liegen in Schnittfläche von zwei Kreisscheiben der Dicke Δ𝑘
➔ maximale Schnittfläche für 𝐾 = 0

WW über Austausch virtueller Phononen ist für Elektronenpaare mit entgegengesetztem Impuls optimal:

Cooper-Paare (𝐤, −𝐤)

𝐊 = 𝐤1 + 𝐤2 = 𝟎𝐊 = 𝐤1 + 𝐤2 > 𝟎

Δ𝑘 = 𝑚𝜔𝐷/ℏ𝑘𝐹



Mikroskopische Theorie (light)

Schrödinger-Gleichung



Mikroskopische Theorie (light)
Anziehende Wechselwirkung durch Austausch virtueller Phononen: Wie sieht Matrixelement 𝑉𝐤,𝐤′ = 𝑉𝐤𝟏,𝐤𝟐,𝐪 aus?
reine Coulomb-Wechselwirkung:

abgeschirmte Coulomb-Wechselwirkung:

abgeschirmte Coulomb-Wechselwirkung in Metallen:

positives Matrixelement ➔ rein repulsive Wechselwirkung

negatives Matrixelement falls 𝜖(𝐪, 𝜔) < 0 
➔ attraktive Wechselwirkung

Thomas-Fermi-Wellenvektor
(1/𝑘𝑠: Skala der Abschirmung durch e-gas)

für kleine Energiedifferenz Τ(𝐸𝑘 − 𝐸𝑘′) ℏ = 𝜔 < ෩Ω𝑝(𝐪) 

der beteiligten Elektronen
➔ Nenner wird negativ 
➔ attraktive Wechselwirkung

➔ Abschneidefrequenz: 𝜔 < ෩Ω𝑝≃𝜔𝐷 (Debye-Frequenz)

෩Ω𝑝
2 𝐪 = Ω𝑝

2 𝐪 1 +
𝑘𝑠

2

𝑞2

𝑞-abh. Plasmafrequenz der abgeschirmten Ionen in Metall



Mikroskopische Theorie (light)

• da ℏ𝜔𝐷 ≪ 𝐸𝐹  und exp −
4

𝑉0𝐷 𝐸𝐹
≪ 1, ist Paarbindungsenergie sehr klein

• Energieabsenkung proportional zu Phononenenergie ℏ𝜔𝐷

• Gesamtenergie: für schwache WW (𝑉0𝐷 𝐸𝐹  ≪ 1)

• Vereinfachende Annahme:

Nach etwas Rechnung…



Mikroskopische Theorie (light)

Hinweis:
➢ Elektronen mit 𝑘 < 𝑘𝐹  können nicht an Wechselwirkung teilnehmen, da alle Zustände für 𝐸 < 𝐸𝐹 besetzt sind 
(keine freien Streuzustände)

➢ Supraleiter löst dieses Problem dadurch, indem er die Fermi-Verteilung selbst bei 𝑇 =  0 aufweicht

➔ Supraleiter muss zunächst kinetische Energie bezahlen, um energetisch höher liegende Zustände zu
besetzen und damit Zustände unterhalb von 𝐸𝐹  freizumachen

➔ Energieaufwand wird durch gewonnene Paar-Wechselwirkungsenergie (potentielle Energie) überkompensiert

➔ Gesamtenergie wird insgesamt abgesenkt



Mikroskopische Theorie (light)
Grobe Abschätzung der Reichweite der über Phononen vermittelten attraktiven Elektron-Elektron-
Wechselwirkung

➢ Geschwindigkeit der Elektronen:
𝑣𝐹 ≃ 106 𝑚/𝑠

➢ Relaxationszeit der Ionen:

𝜏 ≃
1

𝜔𝑝ℎ
≃

1

𝜔𝐷

≃ 10−13𝑠

➢ Reichweite (via Unschärferelation):

𝑣𝐹/𝜏 ≃ 100 nm

➔ starker räumlicher Überlapp der Cooper-Paare
➔ Ausbildung von kohärentem Vielteilchenzustand

(>1 Mio Cooper-Paare in diesem Volumen)



Mikroskopische Theorie

Paar-Potential

Paar- (Gorkov) Amplitude
Schwache, isotrope WW: 

(kann als OP betrachtet werden)

Einteilchenenergie



Mikroskopische Theorie

(„Kohärenz-Faktoren“, komplexe Wahrscheinlichkeitsamplituden)



Mikroskopische Theorie

Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsamplituden
• Aufgabe: bestimme die Wahrscheinlichkeitsamplituden 𝑢𝑘 

und 𝑣𝑘 in selbstkonsistenter Weise durch Minimerung von

• Minimierung des Erwartungswerts mittels Variationsrechnung:



Mikroskopische Theorie

Paaramplitude

Fermi-level



Mikroskopische Theorie

➢ Grundzustandsenergie
➢ weicht von derjenigen des
Normalzustands um
Kondensationsenergie ab

➢ spinlose Anregungen aus dem Grundzustand mit Teilchenzahloperatoren

𝛼𝑘
†𝛼𝑘 und 𝛽𝑘

†𝛽𝑘  und Energien 𝐸𝑘  und −𝐸𝑘

➢ Anregungen (Quasiteilchen) sind spinlos, da sie Linearkombinationen von 
Elektronen und Löchern mit entgegengesetztem Spin sind

➢ 2 Spin-Freiheitsgrade → 2 Linearkombinationen von Elektron-Loch-
Spin-Singuletts

➢ 𝐸𝑘 = 𝜉𝑘
2 + Δ𝑘

2 ist Anregungsenergie von Quasiteilchen

 Δ𝑘  ist Lücke im Anregungsspektrum



Mikroskopische Theorie

➔ symmetrische und anti-symmetrische Superposition von Elektron- und 
Lochzuständen mit entgegengesetzter Spin-Richtung

→ reduziert Gesamtimpuls um k und Gesamtspin um ℏ/2
lochartige Anregung

→ erhöht Gesamtimpuls um k und Gesamtspin um ℏ/2
teilchenartige Anregung



Mikroskopische Theorie

Anregungsenergie

Energielückengleichung

Energielücke Δ𝑘  muss durch Minimierung der freien 
Energie hinsichtlich Variation von Δ𝑘  bestimmt werden:

Quasiteilchenanregung: Superposition von Elektron- und Loch-Zuständen
Grund: Einteilchenanregung mit k kann nur dann existieren, wenn gleichzeitig 
ein Loch mit –k existiert, ansonsten würde Paarzustand vorliegen

Anregungsspektrum der Quasiteilchen und Energielücke

Paarsuszeptibilität



Ziel: Lösen der Energielückengleichung

Mikroskopische Theorie

Energielückengleichung

• Betrachte Grenzfälle 𝑇 =  0 und 𝑇 =  𝑇𝐶

• Dazwischen: Numerische Lösung

• Schwache Kopplung

Annahmen

• Isotrope Wechselwirkung



Mikroskopische Theorie

Verhältnis von Energielücke und Sprungtemperatur

Verhältnis:

Aus Energielückengleichung

Löse Energielückegleichung (last Slide)

große Ähnlichkeit mit
vorheriger Gleichung
(Folie 16)

Erklärt qualititativ den 
Isotopeneffekt



Mikroskopische Theorie

• mittlerer Energiegewinn pro Cooper-Paar:

• Zahl der Cooper-Paare:

• Vergleich mit der 
Thermodynamik

𝐷 𝐸𝐹

2
Δ(0)

−
Δ 0

2

Grundzustandsenergie

• Wieviel Energie gewinne ich beim Übergang in den SL Grundzustand?



BCS

Kondensierung von Cooper-Paaren

Zustandsdichte:

Metall Supraleiter

Elektronen in der Bandbreite ℏ𝜔𝐷 kondensieren zu
Cooper-Paaren
→ Bosonen→ können alle in den selben Energiezustand

→ Kondensat wird beschrieben durch eine
makroskopische Wellenfunktion



Symmetrie der Paarwellenfunktion

• Zu einer symmetrischen Orbitalfunktion gehört eine antisymmetrische Spin-Funktion und 
umgekehrt.

Schematische Darstellung der Symmetrie des Orbitalanteils
verschiedener Paarwellenfunktionen: (a) s-Wellensymmetrie (L = 0),
(b) p-Wellensymmetrie (L = 1) und (c) d-Wellensymmetrie (L = 2).
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