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Mikroskopische Theorie

Wiederholung



Mikroskopische Theorie der Supraleitung zweiter Teil

Josephson Effekt

3

Lernziele



Mikroskopische Theorie

Paar-Potential

Paar- (Gorkov) Amplitude
Schwache, isotrope WW: 

(kann als OP betrachtet werden)

Einteilchenenergie



Mikroskopische Theorie

(„Kohärenz-Faktoren“, komplexe Wahrscheinlichkeitsamplituden)



Mikroskopische Theorie

Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsamplituden
• Aufgabe: bestimme die Wahrscheinlichkeitsamplituden 𝑢𝑘 

und 𝑣𝑘 in selbstkonsistenter Weise durch Minimierung von

• Minimierung des Erwartungswerts mittels Variationsrechnung:



Mikroskopische Theorie

Paaramplitude

Fermi-level



Mikroskopische Theorie

➢ Grundzustandsenergie
➢ weicht von derjenigen des
Normalzustands um
Kondensationsenergie ab

➢ spinlose Anregungen aus dem Grundzustand mit Teilchenzahloperatoren

𝛼𝑘
†𝛼𝑘 und 𝛽𝑘

†𝛽𝑘  und Energien 𝐸𝑘  und −𝐸𝑘

➢ Anregungen (Quasiteilchen) sind spinlos, da sie Linearkombinationen von 
Elektronen und Löchern mit entgegengesetztem Spin sind

➢ 2 Spin-Freiheitsgrade → 2 Linearkombinationen von Elektron-Loch-
Spin-Singuletts

➢ 𝐸𝑘 = 𝜉𝑘
2 + Δ𝑘

2 ist Anregungsenergie von Quasiteilchen

Δ𝑘  ist Lücke im Anregungsspektrum



Mikroskopische Theorie

➔ symmetrische und anti-symmetrische Superposition von Elektron- und 
Lochzuständen mit entgegengesetzter Spin-Richtung

→ reduziert Gesamtimpuls um k und Gesamtspin um ℏ/2
lochartige Anregung

→ erhöht Gesamtimpuls um k und Gesamtspin um ℏ/2
teilchenartige Anregung



Mikroskopische Theorie

Anregungsenergie

Energielückengleichung

Energielücke Δ𝑘  muss durch Minimierung der freien 
Energie hinsichtlich Variation von Δ𝑘  bestimmt werden:

Quasiteilchenanregung: Superposition von Elektron- und Loch-Zuständen
Grund: Einteilchenanregung mit k kann nur dann existieren, wenn gleichzeitig 
ein Loch mit –k existiert, ansonsten würde Paarzustand vorliegen

Anregungsspektrum der Quasiteilchen und Energielücke

Paarsuszeptibilität

• Aufbrechen eines Cooper-Paares 
notwendige Energie ist 2𝐸𝐤



Mikroskopische Theorie

Kondensierung von Cooper-Paaren

Zustandsdichte:

Metall Supraleiter

Elektronen in der Bandbreite ℏ𝜔𝐷 kondensieren zu
Cooper-Paaren
→ Bosonen→ können alle in den selben Energiezustand

→ Kondensat wird beschrieben durch eine
makroskopische Wellenfunktion

• Beim Übergang in den SL Zustand können keine 
Zustände verloren gehen!



Ziel: Lösen der Energielückengleichung

Mikroskopische Theorie

Energielückengleichung

• Betrachte Grenzfälle 𝑇 =  0 und 𝑇 =  𝑇𝐶

• Dazwischen: Numerische Lösung

• Schwache Kopplung

Annahmen

• Isotrope Wechselwirkung



Mikroskopische Theorie

Verhältnis von Energielücke und Sprungtemperatur

Verhältnis:

Aus Energielückengleichung

Löse Energielückengleichung (last Slide)

große Ähnlichkeit mit
vorheriger Gleichung
(Mikroskopische
Theorie light)

Erklärt qualititativ den 
Isotopeneffekt



Mikroskopische Theorie

• mittlerer Energiegewinn pro Cooper-Paar:

• Zahl der Cooper-Paare:

• Vergleich mit der 
Thermodynamik

𝐷 𝐸𝐹

2
Δ(0)

−
Δ 0

2

Grundzustandsenergie

• Wieviel Energie gewinne ich beim Übergang in den SL Grundzustand?



Symmetrie der Paarwellenfunktion

• Zu einer symmetrischen Orbitalfunktion gehört eine antisymmetrische Spin-Funktion und 
umgekehrt.

Schematische Darstellung der Symmetrie des Orbitalanteils
verschiedener Paarwellenfunktionen: (a) s-Wellensymmetrie (L = 0),
(b) p-Wellensymmetrie (L = 1) und (c) d-Wellensymmetrie (L = 2).



Tunnelspektroskopie

• Tunnel-Junction: zwei Supraleiter, die durch eine dünne isolierende Barriere getrennt sind
• Tunnelprozesse führen zu einer endlichen Kopplung

→ Tunnelwahrscheinlichkeit hängt nicht von den Kohärenzfaktoren u und v ab.

https://de.wikipedia.org/wiki/Tunneleffekt• Tunnelstromvon einem Metall 1 in ein Metall 2

Al

AlOx

Al

SiO2/Si

Zum Beispiel:

https://de.wikipedia.org/wiki/Tunneleffekt


Tunnelspektroskopie

• Tunnelspektroskopie zwischen zwei 
Normalleitern

𝐺𝑛𝑛

• Zustandsdichte des Normalleiters: 𝐷𝑛 𝐸 = 𝐷𝑛 𝐸𝐹 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡



Tunnelspektroskopie

• Tunnelspektroskopie zwischen 
Normalleiter und Supraleiter

In-Gap Out-Of-Gap



Tunnelspektroskopie

In-Gap Out-Of-Gap

• Tunnelspektroskopie zwischen zwei 
Supraleitern:

Doppeltes Gap!



Tunnelspektroskopie im Rastertunnelmikroskop

• In RTM-Messungen kann das BCS-Gap lokal gemessen werden

NL

Pb

Pb

Pb

https://www.nature.com/articles/nphys2794https://refubium.fu-berlin.de/bitstream/handle/fub188/27851/Dissertation_Farinacci.pdf?sequence=3&isAllowed=y

1.6 K

https://www.nature.com/articles/nphys2794
https://refubium.fu-berlin.de/bitstream/handle/fub188/27851/Dissertation_Farinacci.pdf?sequence=3&isAllowed=y


BCS in nicht-SC Materialien: Proximity Effekt

https://pubs.aip.org/aip/adv/article/5/1/017125/21326/Temperature-dependence-of-the-superconducting

• Supraleitung kann auch durch Nähe zu 
einem Supraleiter „induziert“ werden

• BCS Gap ist noch im Ag zu sehen

https://pubs.aip.org/aip/adv/article/5/1/017125/21326/Temperature-dependence-of-the-superconducting


Tunnelspektroskopie in SIS Junctions

https://journals.aps.org/prb/abstract/10.1103/PhysRevB.100.104506

• Strom bei V=0
→ Josephson Effekt

https://journals.aps.org/prb/abstract/10.1103/PhysRevB.100.104506


Josephson Effekt

• Wieder Tunneleffekt zwischen zwei 
Supraleitern

• Kohärentes Tunneln von Cooper-
Paaren (im Gegensatz zu 2x 𝑒−)

• Betrachte zwei makroskopische 
Wellenfunktionen – getrennt durch 
eine dünne Barriere (weak link)

• Wellenfunktion „schwappt“ rüber

Erinnerung: Strom-Phase-Beziehung

eichinvariante Phasengradient γ



Josephson Effekt

• eichinvariante Phasendifferenz 𝜑

• Phasenänderung von n ⋅ 2π (n = ganze Zahl), welche die 
Wellenfunktionen Ψ1  und Ψ2  der Kontaktelektroden 
unverändert lässt

für 𝐽𝑠 = 0 wird auch die Phasendifferenz 𝜑 verschwinden



Josephson Effekt

• Superstromdichte eines Josephson-Kontaktes
(1. Josephson-Gleichung):

• 𝐽𝑐 ist die kritische oder maximale Josephson-Stromdichte
• Wird durch die Stärke der Kopplung zwischen den beiden 

Kontaktelektroden bestimmt

• Für schwache Kopplung:

Ohne äußere Spannung: 𝐽𝑆 =  𝐽𝐶
Minimierung der freien Energie →  𝜑 = 𝜋/2 



Supraleitende Quanteninterferenzdetektoren (SQUIDs)
- Basieren auf Flussquantisierung und dem Josephson-Effekt.

- Basieren auf Flussquantisierung und dem Josephson-Effekt.

Max. Wert



Supraleitende Quanteninterferenzdetektoren
(SQUIDs)

https://en.wikipedia.org/wiki/Scanning_SQUID_microscopy

Quantum vortices in YBCO 

imaged by the scanning SQUID 

microscopy

REM Aufnahme eines SQUIDS

JJ

100nm

https://en.wikipedia.org/wiki/Scanning_SQUID_microscopy
https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_vortex


Zusammenfassung

Mikroskopische Theorie der Supraleitung

Cooper Paare

Grundlagen der BCS Theorie

Energie-Lücke und Quasi-Teilchenanregung

Josephson Effekt
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