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Wiederholung

B Mikroskopische Theorie
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l ? — Ansatz fur Paarwellenfunktion: Produkt von ebenen Wellen

Y(ry,rp) = aexp(iky - ry) exp(ik; - ;) = aexp(ik - r)



Lernziele

B Mikroskopische Theorie der Supraleitung zweiter Teil
® Josephson Effekt



Mikroskopische Theorie

Hamilton-Operator und BCS-Wellenfunktion Einteilchenenergie

— Hamilton Operator: —

h2k?
mité, =&, — = — U
%BCS_Z€RHRU+ZVRRICRTC k\LCklkT k k 2m
Kk \ = Ckc:rckcr = Teilchenzahl-Operator
/ Paar- (Gorkov) Amplitude
Schwache, isotrope WW:
= (€. }us O 0
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Mikroskopische Theorie

— Bardeen, Cooper und Schrieffer benutzten folgenden Ansatz:
_ T AT
YBcs = 1_[ (e + viecgrcly,)10)
k=Kq.ky,. kg

|ug |# = Wahrscheinlichkeit, dass Paarzustand (K T, —K 1) nicht besetzt ist

2 .t - . |ug |* + |vg =1
|v, | = Wahrscheinlichkeit, dass Paarzustand (K T, —Kk |) besetzt ist

(,,Koharenz-Faktoren”, komplexe Wahrscheinlichkeitsamplituden)

=>» Wir machen die Annahme, dass die makroskopische Wellenfunktion )(r, t) = (T, t)e?®@ durch einen
kohdrenten Vielteilchen-Zustand von Fermionen beschrieben werden kann



Mikroskopische Theorie

Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsamplituden
* Aufgabe: bestimme die Wahrscheinlichkeitsamplituden uk
und vk in selbstkonsistenter Weise durch Minimierung von

- Hpcs = z Sk Nieyo T Z Viek! CI-‘I:-TCIA:L C_r"1 "
) k.o kk'
(Epcs) = (VBcs|Haes [¥pcs)

h?k?

mit {x = & —p = — U

2m

Ngo = clgck(, = Teilchenzahl-Operator

* Minimierung des Erwartungswerts mittels Variationsrechnung:

T .t _
o ('JJBCS‘ 2k Sk Mo T Lrrer Viek! CrrClpy U_kflfkrT",[JBcs> =0
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kinetische Energie Wechselwirkungsenergie



Fermi-level

Mikroskopische Theorie
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. & /A
> |vi|?: Wahrscheinlichkeit, dass Paarzustand
(kK T,—Kk 1) besetzt ist, ist auch bei T = 0 um Eg » Verschmierung ist notwendig, um Paarwechselwirkung
ausgeschmiert zu ermoglichen
=» Erhohung der kinetischen Energie =» Reduktion der potenziellen Energie > Erhéhung der

(interessant: |vg|? (&) = f (¢, T = T.)) kinetischen Energie



Mikroskopische Theorie

Umschreiben des BCS-Hamiltonian mit Hilfe von Ausdriicken fiir uy, v, Ej, Bogoliubov-Transformation
. ay = UGkt — vﬁ‘clkl
HBCS=z§knk +ZV -'C-C-_ C_,nCpr 1 *
L o Z kek' CerCopl o/ Cr Bx = WG+ Ul
) , , C!l = UkC:T — WCk|
Hecs = Z[ﬁ: — Ex + gibi + ZEk[“k“k ~ PP Bl = W+ uc,,
1 ] L J ”
T 1
» Grundzustandsenergie » spinlose Anregungen aus dem Grundzustand mit Teilchenzahloperatoren
» weicht von derjenigen des o a, und B By und Energien Ej und —E,
Normalzustands um
Kondensationsenergie ab » Anregungen (Quasiteilchen) sind spinlos, da sie Linearkombinationen von

Elektronen und Lochern mit entgegengesetztem Spin sind

» 2 Spin-Freiheitsgrade - 2 Linearkombinationen von Elektron-Loch-
Spin-Singuletts

—

> E, = \/f,% + |Ax|? ist Anregungsenergie von Quasiteilchen

gk}?Ak 2 g |A | ist Licke im Anregungsspektrum



Mikroskopische Theorie

Quasiteilchenanregungen

Ok

B,

T
Q)

B

*
Uy Ckt

Vi Ckt T Uk Cikl

Uy CET

« _t

=0
— Vl:ccik,l, gk Ak = 1/\/5 (CkT — Cikl
|uk| — |vk|2 - = 1 i
o= 1/V2 (ckT +clyy
— Wk Cky al = 1/V2 (CIT — C_k|
Uy, C_
+ k et 6k = 1/\/5 (C:T_'_C—kle

= symmetrische und anti-symmetrische Superposition von Elektron- und
Lochzustanden mit entgegengesetzter Spin-Richtung

O

O

- reduziert Gesamtimpuls um k und Gesamtspin um #/2
lochartige Anregung

- erhoht Gesamtimpuls um k und Gesamtspin um f/2
teilchenartige Anregung

O

® o O



Mikroskopische Theorie

Anregungsspektrum der Quasiteilchen und Energieliicke

Anregungsenergie
* Aufbrechen eines Cooper-Paares

y Ex =E =4/ 512( -+ Ai notwendige Energie ist 2E

. Energiellicke |A, | muss durch Minimierung der freien
Energie hinsichtlich Variation von A, bestimmt werden:

1 oF _, OF
< IAy 0]

Energieliickengleichung
tanh(Ey /2kg T)
2E/

Paarsuszeptibilitat

Ak == Vi Aw
kf

Quasiteilchenanregung: Superposition von Elektron- und Loch-Zustéinden
Grund: Einteilchenanregung mit k kann nur dann existieren, wenn gleichzeitig
ein Loch mit —k existiert, ansonsten wiirde Paarzustand vorliegen



Mikroskopische Theorie

Kondensierung von Cooper-Paaren

Zustandsdichte:

Supraleiter

Metall

M

« Beim Ubergang in den SL Zustand kénnen keine
Zustande verloren gehen!

Ey -
dé’ DH(EF)T fur Ek > A

D:(Ex) = Dy (&) = VE-
k 0 fur Ep <A

Elektronen in der Bandbreite Awp kondensieren zu
Cooper-Paaren
— Bosonen = konnen alle in den selben Energiezustand

- Kondensat wird beschrieben durch eine
makroskopische Wellenfunktion

(@ o[ ' ' ' (b) 4 | |
Pb/Mg0O/Mg

A =1.34 meV
3 3 T=0.33K

D /D (E)

12



Mikroskopische Theorie

B Ziel: Losen der Energieliickengleichung

Energieliickengleichung

tanh(Ey [2kg T)
Ak = =) ViwAx
k.r 2Ekf
* Betrachte GrenzfilleT = OundT = T, Annahmen

* |sotrope Wechselwirkung
Vi ==Vo Ak =A
e Schwache Kopplung
VoD(Ep) «< 1

* Dazwischen: Numerische Losung



Mikroskopische Theorie

Verhaltnis von Energieliicke und Sprungtemperatur

Lose Energiellickengleichung (last Slide)
Energieliicke bei T = 0 (VoD (Eg) < 1)

~ —2/VoD(Eg) groRe Ahnlichkeit mit
A(O) - 2the vorheriger Gleichung

(Mikroskopische
Theorie light)

Sprungtemperatur T, (Vo D(Ef) < 1)

—2/D(E:)V. Erklart qualititativ den
kBTC = 1.13hCUD€ /D(Er)Vo Isotopeneffekt

Verhaltnis:
A(0)

=1.764
kgT, ev

A/ A(0)

tanh(Ex /2kg T
Ak = = Vi Awe (22/ 8T)
K k!

1.0

0.8

0.6 < Pb

] /

< D(Es)Vy '+ tanh(Ey/2ksT)
== [ 2E 4
O 7 ~hwp k

i oL Aus Energieliickengleichung
O In
0.4}
0.2} .
00 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
T/ T
T. (K) 2A(0) (meV) 2A(0)/kgT.
Al 1.19 0.36 3.5+0.1
Nb 9.2 2.90 3.6
Pb 7.2 2.70 4.3 £0.05
Ta 4.29 1.30 3.5+0.1
NbN 15 4.65 3.6
NbSe; 7 2.2 3.7



Mikroskopische Theorie

e Wieviel Energie gewinne ich beim Ubergang in den SL Grundzustand?

Grundzustandsenergie

Exond (0) = (Hpcs) — (Hn) = —iD(Ep)Az(U) |

 Zahl der Cooper-Paare: D(fF)

* mittlerer Energiegewinn pro Cooper-Paar: _ A(0)
2

* Vergleich mit der Gs — G = Bcth(o)/znu'(}

Thermodynamik

f‘.igD Ep)ﬁz (0)

— (0[P




Symmetrie der Paarwellenfunktion

e Zu einer symmetrischen Orbitalfunktion gehoért eine antisymmetrische Spin-Funktion und

umgekehrt.
Ks-R
V(ry,01,15,0,) =7 f(r) — 1) x(01,072) = =¥ (ry,05,11,01).
(a) (b) (c)
(0, m; = 0 %(N — 1) (Singulett-Paarung) ‘ .
S -1} - -

I, mi =4 0 %(N +11)  (Triplett-Paarung)
\ +1 1 ’ .

Schematische Darstellung der Symmetrie des Orbitalanteils
L=0,L=2L=4... verschiedener Paarwellenfunktionen: (a) s-Wellensymmetrie (L = 0),
=1 L=3L=5 (b) p-Wellensymmetrie (L = 1) und (c) d-Wellensymmetrie (L = 2).

Singulett-Paarung: S

0]
I Il
— O

Triplett-Paarung:



Tunnelspektroskopie

e Tunnel-Junction: zwei Supraleiter, die durch eine diinne isolierende Barriere getrennt sind
* Tunnelprozesse fihren zu einer endlichen Kopplung

_ T
Hiun = Z Tkq€y,Cqo + C-C. /\ /\\
chr \\___//_\
\/-mv = &Y

.

* Tunnelstromvon einem Metall 1 in ein Metall 2 https://de.wikipedia.org/wiki/Tunneleffekt

Zum Beispiel:

AlOx Si02/Si

Lo =C [ITFDY(E)f(E)D(E + eU)[1 - f(E + eU)]dE


https://de.wikipedia.org/wiki/Tunneleffekt

Tunnelspektroskopie

* Tunnelspektroskopie zwischen zwei
Normalleitern

L.s=C [ |TPDy(E)f(E)D,(E+ eU)[1 - f(E +eU)] dE

iE
» Zustandsdichte des Normalleiters: D,,(E) = D, (Er) = const
* [(U) = CITPD, (Er)Dya(Er) [ F(E) = f(E+eU)dE
.Jlf_:\__{ I
& T — R H2 :C‘leDﬂl(EF)DHZ(EF)EU:GHHU'
elU ] \ Y )
Gnn
N N
B >

1n Dz

5



Tunnelspektroskopie

s2(E . :
* Tunnelspektroskopie zwischen [4s(U) = C|T| D1 (Ep) Dy (Er) f ﬁ(EF)) [f(E) - f(E+eU)] dE

Normalleiter und Supraleiter

52(E -
f = [f(E) - f(E+eU)] dE

n2(EF)
In-Gap Out-Of-Gap Dy (E) - E
L E ,{E D2 (EF) VE? - A2(E)
N/S
\L 8 N x My &‘\“"ﬁ-m s ‘_ /
Ky _1,: = . _%y& —————— M, UT _%L'& """ ) % / /
eU 1 © N m &g -
P .% T> Tc /
N S Dln S —205
< . D: 0<T< .?.—5“; T=0
Dln DZs 000(;"_'-'-"05' 10 15 2.0



Tunnelspektroskopie

* Tunnelspektroskopie zwischen zwei

Supraleitern:
In-Gap
QE
A P—
M
urfil: ----- 2Ac= Bl _JA-—-—-. K,
e ) B
el @
S S
Dls DIE.

Gpn [ Da(E+eU) Dy (E)
€ J D, (Er) D,(EF)

(V) = [/(E) - f(E+eU)] dE

Out-Of-Gap
Doppeltes Gap!

E
J (b) | - sis
Al - S/s
v |
H—~-—=—- 24’&' - 1 - 3 I
: =
' v 2
£ --2A----—-. M :;5 i
el S 7 v g [ f2 Tc
) 81 :
D, S I 0 <T<T.y |r=0
_-- =TT ‘l '._-_'-I .
> %0 1 . 3 ‘
D, eU / A(0)



Tunnelspektroskopie im Rastertunnelmikroskop

* In RTM-Messungen kann das BCS-Gap lokal gemessen werden

NL Pb

a) I | ] ] ] b} T T T
< 60 —~ 1.0
£ 2
> s 0.5
2 L
T T
L 1 . P L 0.0 L e . L. L.
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2
Sample bias (mV) Sample bias (mV)

https://refubium.fu-berlin.de/bitstream/handle/fub188/27851/Dissertation Farinacci.pdf?sequence=3&isAllowed=y htt ps //WWW nature.co m/a r‘ticles/n p hy52794



https://www.nature.com/articles/nphys2794
https://refubium.fu-berlin.de/bitstream/handle/fub188/27851/Dissertation_Farinacci.pdf?sequence=3&isAllowed=y

BCS in nicht-SC Materialien: Proximity Effekt

e Supraleitung kann auch durch Nahe zu
einem Supraleiter ,induziert” werden
* BCS Gap ist noch im Ag zu sehen

2 4
Temperature (K)

Distance (nm)

B

== 6.38[(; ;.sk v
£ al — island ==+ 1l = | 2
53, —5nm ==- >
ol —35m--- | £ i
> 2 mo —
g :
- NZBC1 o« 3
7—=5—0 24 > | S

Voltage (mV) <+t

https://pubs.aip.org/aip/adv/article/5/1/017125/21326/Temperature-dependence-of-the-superconducting



https://pubs.aip.org/aip/adv/article/5/1/017125/21326/Temperature-dependence-of-the-superconducting

Tunnelspektroskopie in SIS Junctions

(a) —

0-0—0—00—0—00—0— time  00—0CO0——00-00—00~ time

()

Ptir tip

Pb

R x dl/dV

—
-

on

e Strom bei V=0
- Josephson Effekt

https://journals.aps.org/prb/abstract/10.1103/PhysRevB.100.104506



https://journals.aps.org/prb/abstract/10.1103/PhysRevB.100.104506

Josephson Effekt

Az .V
* Wieder Tunneleffekt zwischen zwei —_
Supraleitern / T
* Koharentes Tunneln von Cooper- [
Paaren (im Gegensatz zu 2x e ™) e Y
* Betrachte zwei makroskopische 51 52 l
Wellenfunktionen — getrennt durch /
eine diinne Barriere (weak link) 0 >
10 _ 16
 Wellenfunktion ,,schwappt” riiber V) =/me™? AT Wy = y/npe™

Erinnerung: Strom-Phase-Beziehung

Jo= a0 {000 - LA} = L)

”15 ms m‘.‘

eichinvariante Phasengradient y



Josephson Effekt

* eichinvariante Phasendifferenz ¢

(p(r,t)—jy(r, t)—/z‘(VB—(%;A)-dl

1

2
=0, (x,£) - 0y (r, 1) - 3}—“ [ AGo-a
0
1

Phasenanderung von n - 2mit (n = ganze Zahl), welche die

Wellenfunktionen W¥; und W, der Kontaktelektroden
unverandert lasst

m) /. (¢)=/(¢+n2m)

far /¢ = 0 wird auch die Phasendifferenz ¢ verschwinden

2 Js(p=0)=J(p=n-2m) =0

1.0

0.5

0.0

-0.5

-1.0

1(X) |

-y

-2 0 2

x (arb. units)

v(x) (arb. units)

[ v(x) dx,



Josephson Effekt

Superstromdichte eines Josephson-Kontaktes
(1. Josephson-Gleichung):

Js(@) =] sin ¢ + i Jm sin(me)

m=2

* J.istdie kritische oder maximale Josephson-Stromdichte

*  Wird durch die Starke der Kopplung zwischen den beiden
Kontaktelektroden bestimmt

Fiir schwache Kopplung:

Js(@) =Jcsing

Die Suprastromdichte iiber einen Josephson-Kontakt variiert sinusformig mit der Phasen-
differenz ¢ zwischen den Kontaktelektroden.

q Ohne aullere Spannung: J¢ = /.

Minimierung der freien Energie 2> ¢ =m/2



Supraleitende Quanteninterferenzdetektoren (SQUIDs)

- Basieren auf Flussquantisierung und dem Josephson-Effekt.

[y =1.sin¢@; und I, = I sin ¢

- Basieren auf Flussquantisierung und dem Josephson-Effekt.

[.=14+1 =2L;cos((‘p1 ;(‘pz)sin((‘p1 ercpz)

(0q, —6q,) + (0p, —0q,) + (0p, —0p,) + (6q, —0Op,) =n-2m

\ J
y \ V J

P1 — @2

0

[, =21, cos (ng) sin(
()

I, ‘l I,
D
Q| B ol
l’J+"51= @ d+’52=
Qbffcsin ) Pcflcsin ®,
| +
Max. Wert
(I)ext
- 21, |cos (JT )
Dy



Supraleitende Quanteninterferenzdetektoren
(SQUIDs)

REM Aufnahme eines SQUIDS

Quantum vortices in YBCO
imaged by the scanning SQUID
microscopy

https://en.wikipedia.org/wiki/Scanning SQUID microscopy



https://en.wikipedia.org/wiki/Scanning_SQUID_microscopy
https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_vortex

Zusammenfassung

® Mikroskopische Theorie der Supraleitung : P/__T
® Cooper Paare ) .-_
® Grundlagen der BCS Theorie Sz !

® Energie-Lucke und Quasi-Teilchenanregung
® Josephson Effekt Js(¢) =Jesing

(a) 4 (b) 4 I ‘
Pb/MgO/Mg

A =1.34 meV
T=033K _ |

D/DI(E)

2 3 4 0 2 3
Ek/Ak E/A
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