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0.1 Einfiihrung in die Festkorperphysik

Studium fester Materie vom atomaren Aufbau her, viele Atome oc 10% Cﬁ Also ein

"N-Korperproblem”. Bendtigt wird Quantenmechanik und Statistische Physik. Verein-
fachung: meist elementare Bausteine - Atome, Ionen oder Molekiile, regelméfig angeord-
net.

Auch in kristallen Defekte: Korngrenzen, Fehlstellen, Versetzungen, Fremdatome, ...

0.1.1 Kristalline Festkorper

3-dim. periodische Anordnung von Bausteinen. Jeder Baustein hat eine bestimmte Umge-

bung, die sich periodisch wiederholt.

R

Radiale Verteilungsfunktion




Translationssymmetrie, weitere Symmetrien: Rotation, Spiegelung. i.a. Kristalle anisotrop,
Eigenschaften anisotrop.

Anwendungen: Materialforschung

0.1.2 Amorphe Festkorper

®edS

Radiale Verteilungsfunktion

"regellose” Anordnung von Bausteinen, keine atomare Fernordnung, aber Nahordnung.

Ahnlich wie Fliissigkeiten, eingefrorene Fliissigkeit, hier nur Kristalle behandelt.

Anwendungen: Weichmagnete, hohe Grenze fiir plastische Verformung, "Liquid Metal
Golf”

0.1.3 Historie

Seit ca. 200 Jahren makroskopische Eigenschaften, Symmetrien, ...

0.1.4 Satz Wiedemann-Franz (1857)

i t
—— = cons
o-T

r = Wirmeleitfiahigkeit, o = elektrische Leitfahigkeit.

Satz
Wiedemani

Franz
(1857)



e 1900: Drude : freies Elektronengas in Metallen (klassisch)

e 1910: v.Laue, Ewald, Bragg: Strukturanalyse mit Rontgenstrahlen = mikroskopis-

che Atomanordnung
e 1911: Kamerlingh Onnes: Supraleitung
e 1930: Bethe, Sommerfeld: Fermi-Statistik auf freie Elektronen angewandt
e 1948: Bardeen, Brittain, Schockley: Transistor

e 1957: Bardeen, Cooper, Schrieffer (BCS) : Erklarung der Supraleitung.

0.1.5 Heutige Festkorperphysik

(a) Grundlegende Physikalische Eigenschaften :
Wechselwirkung zwischen Elektronen, Vielteilcheneffekte. magnetische Momente, Un-

ordnung, Topologien (Top-Isolatoren)

(b) neue Phénomene, Quantisierter Hall-Effekt 1979 v. Klitzing (Nobelpreis 1985). "Hochtemperatur’
Supraleitung , Tt ;. o< 150 K. Bednorz, Miiller 1986, Nobelpreis 1987.

(c) Materialwissenschaft:
Halbleiter nach Maf, Grundlage der IT-Branche, Magnete Nd-Fe-B (Hartmagnete)

(d) kiinstliche Strukturen
Vielfachschichten, Griinberg Fert 1989 (Nobelpreis 2007), Wiederstand im Magnet-
feld "GMR” , Nanostrukturen

(e) neue experimentelle Methoden: neue Spektroskopien, Rastertunnelmikroskopie (Bin-

nig, Rohrer 1981, Nobelpreis 1986)

(f) Oberflachenphysik
Katalyse : Ertl Nobelpreis 2007 (Chemie).
allgemeine "Kondensierte Materie”
e Festkorper
e Fliissigkeiten

e ultrakalte Gase

)



Kapitel 1

Bindungstypen

1.1 Allgemeines

Die Energie freier Bausteine minus die Energie der Bausteine im Kristall ist gleich die
Bindungsenergie U, (Kohésionsenergie, statische Gitterenergie). Sie wird bei der Kristall-
bildung frei.

Es herscht eine anziehende Wechselwirkung bei grofien Absténden. Damit entsteht der
Festkorper.

Bei kleinen Absténden existiert eine abstofende Wechselwirkung, dadurch wird die sta-
bile Lage ermdglicht.

Als allgemeinen Ansatz fiir die potentielle Energie zweier Atome (Ione, Molekiile) mit

Abstand r;; wahlen wir

a b
Cy=——nt

wobei a,b, m,n > 0, m < n Konstanten sind.

Die Bindungsenergie U, ist aus ®;; berechenbar.
U, ~ 0.1 — 10 eV/Atom

Ursache: elektrostatische Potentiale der Elektronen

Vier Bindungstypen
e kovalente Bindung
e ionische Bindung

e metallische Bindung



¢ij

’l"@'j

Abbildung 1.1: Einzelne Anteile des Potentials

e van-der-Waals-Bindung (Vakuum-Fluktuationen)

e Wasserstoffbriickenbindung

Hil'der Natur gibt es hiufig Mischformen der Bindungstypen.

1.2 Kovalente Bindung

Kovalente Bindungen entstehen durch Uberlappen der Wellenfunktion der Elektronen-

hiillen néchster Nachbarn.
Naherungsverfahren: z.B. Variationsrechnung
Am Beispiel eines Molekiils. Wir verwenden die Schrodingergleichung

HV = EV

10



wobei U eine exakte Losung fiir das Molekiil ist.

Die Erwartungswerte der Energie sind dann

[V HUdr
- [ Udr

Wir benutzen im folgenden einen Satz aus der Variationsrechnung: Wenn W' # U eine

Néherungslosung ist, dann gilt fiir den Grundzustand

o JYHYd
- [UWdr

Wir gehen folgendermafien vor: Wir suchen eine Naherungsfunktion mit frei wéhlbaren
Parametern a, b, ¢, ..., dann minimieren wir £'(a,b,c,...).
Verschiedene Methoden unterscheiden sich in der Wahl der Ndherungsfunktion ¥’. Wir

betrachten zwei davon naher:

LCAO-Methode (Linear Combination of Atome Orbitals) Wir betrachten das
Beispiel von H,” und H,.
Ansatz: U = CyV¥, + CpV¥p, wobei ¥4, Up Eigenzustinde der Atome A und B sind.
Hamilton-Operator:

h? Ze? Z'e? Z7'e?

H=—"A- —
2m dmegra  4meorp + dregR

Abbildung 1.2: Linearkombination der Orbitale

Man erhélt nach einiger Rechnung (siehe Folie im Web):

Hpa £ Hyp

Bem By =—173

11



HAA:/\PZH\I/Adl", S:/\IJZ\I/Bdr

Cy==xCp

Diskussion: zwei Losungen:

e /= FE’ mit Wellenfunktion ¥_ ~ U, — Up

o ' = E' mit Wellenfunktion ¥ ~ Wy 4 Vg

Abbildung 1.3: Wellenfunktionen

Atomorbital Molekiilorbital

1s 1s
‘ _ ‘ . ‘ o* antibindender MO
- o bindender MO

Abbildung 1.4: Atomorbital und Molekiilorbital
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Abbildung 1.5: fiir festes R

Ep = 2.65 eV fiir H

Je grofer S und H sp, desto grofer ist die Energieabsenkung gegeniiber H 4 4.

Die Bedingung fiir eine kovalente Bindung ist eine Uberlappung der Orbitale und H4p.
Beispiel:

S >0

Abbildung 1.6: kovalente Bindung mit S > 0 und S =0

Kovalente Bindungen sind gerichtet (es konnen sich nur bestimmte Richtungen der Bindung
ausbilden. Deshalb ist die Anzahl der Bindungsnachbarn bei kovalenten Bindungen meist
geringer als in der dichtesten Kugelpackung).

H" und Hs: In dieser Niherung haben beide das gleiche Molekiilorbital. Bei H, sind zwei
Elektronen im Grundzustand E', ~ E,. Daraus resultiert, dass die Spineinstellung bei-

der Elektronen antiparallel ist, der Spin ist also gleich Null (Singulett). Im antibindenden

13



Zustand E’ ist die Spineinstellung der beiden Elektronen parallel, also ist der Spin gleich
1 (Triplett). Aufgrund des Pauli-prinzips muss die Spin-Funktion ndmlich symmetrisch
sein, wenn die Ortswellenfunktion antisymmetrisch ist.

Ep(HY) = 2.65 eV

Ep(Hy) = 4.72 eV < 2Eg(HY)

Die Coulombwechselwirkung fithrt zur Abstofsung, die die Bindungsenergie schwécht.

C'Hy-Molekiil C 15%2522p?

2p NEpDNENNE

25 m;tion” eines s-Elektrons kostet 4.2 eV

Is  [A1¥]

Abbildung 1.7: Elektronenkonfiguration

In vierwertigen Kohlenstoffverbindungen wird ein s-Elektron zu 2s2p® befordert. Dies
kostet 4,2 eV.

C kann nun vier Bindungen eingehen. Daraus resultiert eine Absenkung der Gesamten-
ergie, es entsteht also ein Netto-Energiegewinn durch Hybridisierung.
sp>-Hybridorbitale zeigen auf vier Eckpunkte eines Tetraeders. Der Tetraeder kann in

einen Wiirfel eingeschrieben werden.

Diamant-Gitter:
Das Diamant-Gitter besteht aus zwei ineinandergeschachtelten kubisch-flachenzentrierten

Gittern von C-Atomen, die um i der Raumdiagonale gegeneinander verschoben sind.

Atom Abstand zwischen Atomen Fp in eV /Atom

C 1.54 A 7.3
Si 2.35 A 4.64
Ge 2.45 A 3.87
a-Sn 2.81 A 3.12

Als einziges von diesen Elementen hat Kohlenstoff auch die niedrigere Hybridisierungsstufe.

z.B. sp? aus 2s, 2p,, 2p,

14



2p, Orbital ist nicht hybridisiert.

Abbildung 1.8: Graphit

Valenzbindungsmethode (Heitler und London)

Elektron 1 Elektron 2

Q~ —"O
/ S -

- [

g . H

/ ., i
~ ., 1
H

4 '
H

v"'
¢"
¢"
—"‘

-~

v"'
¢"
¢"
¢"
""

e
L

[ = ®
Atom A Atom B

Ansatz fiir Naherungsfunktion
P'(71,75) = ayy + biby

E’ fiir ¢ berechnen und beziiglich a,b minimalisieren -> Ashcroft-Mermin

1.2.1 Ionenbindung

Beispiel: NaCl : Nat 15%2522p°, Cl~ 15225%2p°%35%3p°
N s N 7

) Ne-Schale Ar—galale ) ) )
Anziehung erfolgt iiber elektrostatische und ungerichtete Bindungen. Die Abstofsung er-

folgt bei starker Anndherung durch die Abstofung abgeschlossener Edelgasschalen, d.h.

15



Elektronen miissen auf hohere antibindende Orbitale gebracht werden. Empirisch folgt
die Abstofung Tin n wird empirisch bestimmt.
Daraus folgt das resultierende Paarpotential

7%e? b

TEWT 35 7“1-]-

Z ist die Wertigkeit der Ionen, hier als gleich angenommen.

Héufig n o« 6 — 10, NaCl n = 8.1. Fiir beliebiges Paarpotential % x m(n — m) mit

v op
Fiir die Bindungsenergie gilt:

Kompressibilitit yr = 2 <8—V> , fir Tonenbindung (m = 1) gilt i xn—1.
T

jedes Ton im Potential

dann ist nach Definition
Tij = TDij
r ist der Abstand néchster Nachbarn und p;; ist spezifisch fiir Kristallstruktur. Bsp: NaCl

(kubisch flachenzentriert)

16



Der nachste Nachbar 1 hat p;; = 1, der iibernachste Nachbar 2 hat p;; = v/2 und der 3.
nachste Nachbar hat p;; = V3.

Bindungsenergie fiir Kristall mit N Ionen

N
Ub - 7(1)1
- N Z262 Z +1 1 b
2 dmegr o Dij rn o p%
——
Madelung-Konstante B

Madelung-Konstante «,, hangt nur von der Gitterstruktur ab.

Fir NaCl
12 8
a=6-1——+—7—"-
V2 V3
=6—8.49 +4.62

Dies ist eine bedingt konvergente Reihe, deshalb greifen wir eine M&glichkeit mit Dipolen

auf.

17



o

5 ° C
® o °

0 ° 0
° o °
e ° ¢
e 0
&~ o ¢

Neutraler Wiirfel um das Anfangsion in der Mitte. Es gibt 6 néchste Nachbarn mit
¢ (Wiirfelfliche) , 12 iibernéchste Nachbarn mit ¢ (Wiirfelkante) und 8 drittnéichste
Nachbarn mit ¢ (Wiirfelecke). Daraus folgt

6 12 8
a=-——F—=+—=~146
2 4/2 83
Da hier immernoch ein Fehler von 20% vorliegt, kann man den Wiirfel vergrofern: Er-
héhung der Multipolordnung gibt eine raschere Konvergenz, z.B. Verdopplung liefert
a,, = 1.75.

Als genaue Werte ergeben sich

O, Struktur

1.748 NaCl
1.763 CsCl (kubisch raumzentiert)
1.638  ZnS ( Zinkblende, kubisch)

U, in €V pro lonenpaar theo  exp

LiF 10.40 10.53
NaCl 7.86  7.93

Die experimentelle Bestimmung von U, ergibt sich iiber den Born-Haber-Kreisprozess.
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1.2.2 Metallische Bindung

Metallische Bindung sind unter den Elementen am haufigsten ( ungefahr 70% ). Charak-
teristisch ist eine hohe elektrische und thermische Leitfahgikeit. Dies legt nahe, dass die

Valenzelektronen im ganzen Kristall leicht bewegbar sind. Modell freier Elektronen:

47r% |pP?

1s

2s

|
r
halber Abstand zum néchsten Nachbarn

Beispiel: Li 15?2s!. Die 2s-Wellenfunktion ist ausgedehnt im Vergleich zum nichsten
Nachbar Abstand (freie Elektronengas). Die Metallische Bindung sind umgerichtet. Dichte

Packungen wie die kfz- und krz-Strukturen sind héufig.

Qualitative Beschreibung der mittleren Bindung Anziehender Beitrag: Mittelung

iiber Abstdnde, dhnlich wie Ionenkristalle

2a

Epor) o6 —————
< P t> > <rel - Tion)

a =Konstant.
Abstofsender Beitrag: Erhohung der kinetischen Energie: Unschérferelation Ap - (re_e;) o< k.

Kinetische Energie nimmt zu kleinen (r¢_;) zu :

Ap)? b
2m <Tel—el>
b
Dy=——+—

mit 7;; = Tion—ion = (Fei—et) = 2 (Tei—ion) flir einwertiges Metall. Die Summe liefert die
Bindungsenergie.
Experimentell: Na U, = 1.13eV pro Atom und bei Ka U, = 0.94eV pro Atom. Verglichen

19



mit der Ionenbindung ist dies schwach.
Ausnahme: Ubergangsmetalle (nicht abgeschlossene 3d, 4d oder 5d Schale).
Beispiel: Wolfram U, = 8.7¢eV pro Atom mit T, = 2700° C. Ursache : d-Schalen bringen

kovalenten Bindungsanteil.

1.2.3 Van der Waals-Bindung

Edelgase haben gefiillte Schalen mit kugelsymmetrischen und starren Ladungsverteilun-
gen: keine Bindung moglich.

Ladungsfluktuationen fithren zu Dipolmomenten die im zeitlichen Mittel verschwinden.
Klassisch : momentanes Dipolmoment p erzeugt elektrisches Feld

L 735 1

4req 73 rd 73

E induziert ein elektrisches Dipolmoment in einem zweiten Atom
7 =aFE
wobei « die atomare Polarisierbarkeit ist.

Die potentielle Energie des zweiten Atoms ist dann

= 1
®=—j - F=—-aF®x -
,

Quantenmechanisch: Casimir-Effekt (1948). Grundlage sind Quantenfluktuationen.

kontinuierliches Spektrum der Vakuumfluktuationen

= Strahlungsdruck
Diskretes Spektrum zwischen den Platten

TR 1um

Es gibt ein kontinuierliches Spektrum auferhalb und ein diskretes innerhalb, fiir das gilt
nA = d. Es entsteht ein "Photonendruck” auf die Platten.

Van-der-Waals-Wechselwirkung Wechselwirkung aufgrund von Quantenfluktuatio-

nen. Zwischen parallelen Platten verhilt sich die Kraft oc d~* und zwischen Kugeln oc d 5.

20



Dies ist nicht nur bei Edelgasen wichtig, sondern auch allgemein.

Beispiel: Cu : Uygw ~ 0.3 — 0.5eV /Atom, U, ~ 3.5eV /Atom.

Anstofende Wechselwirkung: Uberlappung von Wellenfunktionen nicht moglich =
Elektronen miissen in unbesetzte Orbitale angehoben werden bei Annéherung. Fiir Edel-

gase verhélt sich die Kraft oc T%

e ((E)-())

Dies ist das Lennard-Jones-Potential mit Parametern € und o.

Fiir das Paarpotential gilt

Berechnung von U, folgt analog zu Ionenkristallen.

Beispiel

Atom U, in eV /Atom

Ne 0.02
Ar 0.08
Kr 0.116

He fehlt, denn es bleibt fliissig bis zu 7' = 0K (unter Normaldruck) mit einer grofen
Nullpunktenergie Ey ~ %.

Nullpunktsbedingungen "blihen” Kirstall auf , z.B. a (*Ne) 4.464 A, a (**Ne) = 4.456 A.
‘He, *He Quantenfliissigkeiten. Das Molvolumen der Fliissigkeit ist 3-4 mal grofer als

nach dem LJ-Potential berechnet.

1.2.4 Wasserstoftbriickenbindung

Wasserstoffbriickenbindung tritt auf, wenn H an ein stark elektronegatives Atom gebun-

den wird, z.B. F,O,N. Dann ergibt sich ein ionogener Anteil der Bindung.

p-Orbitale H M

s-Orbitale H
H

Abbildung 1.9: H,O

Viele feste Phasen von H>O: I, hexagonal, I~ kubisch, O-Atome bilden Diamantstruktur.
Viele mogliche Entartungen beziiglich H-Atomen.
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Kapitel 2
Kristallstrukturen

Wir betrachten im Weiteren nur einen idealen Kristall. Dieser ist unendlich ausgedehnt
und hat keine Abweichungen von Periodizitdt (Defekte, Fremdatome). In Wirklichkeit

gibt es solch einen Kristall nicht.

2.1 Punktgitter, Elementarzelle, Basis

Definition

FEin drei-dimensionales "Bravais-Gitter” besteht aus allen Punkten mit Ortsvek-
toren

E = N1d1 + Nody + n3ds n; €7
a; sind die “fundamentalen Gittervektoren” und linear unabhdngig; sie spannen
das Gitter auf (Punktgitter). R sind die Gittervektoren.

Ein Bravias-Gitter beinhaltet also alle Punkte, welche eine Linearkombination mit ganz-
zahligen Vielfachen der Gittervektoren sind. Dieses Gitter ist ein Satz mathematischer
Punkte, an denen jeweils die Basis (also die fundamentalen Atomgruppe) angebracht ist.

Die Basis wird im (idealen) Kristall unendlich oft periodisch wiederholt.

Abbildung 2.1: Beispiel fiir ein Gitter in zwei Dimensionen

23



Es herrscht Translationssymmetrie: Translation um ein beliebiges R wie oben iiberfiihrt
das Gitter in sich selbst. Alle Gitterpunkte sind &quivalent und besitzen im idealen
Kristall eine identische Umgebung. Fiir ein gegebenes Gitter ist die Wahl der funda-

mentalen Gittervektoren nicht eindeutig.

o o P )
Abbildung 2.2: Verschiedene Wahlen von Gittervektoren

Man kann jedem Gitterpunkt ein Volumen zuordnen, so dass bei periodischer Anord-
nung das Gitter liickenlos iiberdeckt wird. Der Bereich, den dieses Volumen umfasst,
wird ”Einheitsvolumen”, "Einheitszelle” oder "Elementarzelle” (EZ) genannt. Ist eine Ele-
mentarzelle so gewahlt, dass sie das kleinstmogliche Volumen abdeckt, so nennt man sie
primitiv. Es existieren viele verschiedene Moglichkeiten zur Wahl der Einheitszelle, z.B.

Ve = |d; - (dy X d3)|. Besonders haufig benutzt wird die Wiegner-Seitz-Zelle

Abbildung 2.3: Wiegner-Seitz-Zelle

Sie entsteht durch folgende Konstruktion:
(1) Verbindungsgeraden von gegebenen Gitterpunkt zu Nachbarpunkten einzeichnen,
(2) Mittelsenkrechten oder -Ebenen auf diesen Geraden einfiigen,

(3) kleinstes eingeschlossenes Volumen der Senkrechten oder Ebenen ist die Wiegner-
Seitz-Zelle.

-Kristalle: Anordnung von Bausteinen innerhalb einer Einheitszelle (Basis).

Kristallstruktur = Gitter + Basis
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Zur Beschreibung der Kristallstruktur benotigt man neben den fundamentalen Gitter-
vektoren a@; auch die Lageparameter der Atome in der Basis. Jede Position eines Atoms

a wird beschrieben durch die drei Lageparameter:
Foz :Aa61+ﬂa62+yaa3 0< /\aa/JJouVoz <1

In einem gegebenen Kristall ist jede Basis identisch mit jeder anderen beziiglich ihrer

Zusammensetzung, Anordnung und Orientierung.

- o
a

Abbildung 2.4: Beispiel fiir zwei Atome in einer Einheitszelle mit 77 = 0,7 = %(31 + % 9

Der ganze Kristall entsteht also durch periodisches Wiederholen der Basis (beschrieben

durch die Lageparameter) auf dem (Bravais-)Gitter.

2.2 Symmetrieeigenschaften der Kristalle

Symmetrieoperationen Zur Beschreibung der verschiedenen Strukturen benutzt man

die Symmetrieeigenschaften. Man unterscheidet:

(1) Translation
(2) Rotation um 2, 27,28 2% 28 7Zihligkeit 1,2,3,4,6 der Drehachse
(3) Spiegelungen m an Spiegelebenen.

(4) Inversion 1 (=Rotation um 180° und Spiegelung an Ebene senkrecht zur Drehachse)

(5) Drehinversion 2, 3, 4, 6 entsprechen Drehung verkniipft mit Inversion. Einzeloperatio-

nen miissen nicht Symmetrieelemente sein.
(6) Schraubung
(7) Gleitspiegelung
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Bei Punkt 6 und 7 bleibt kein Punkt des Gitters fest.

Definition Punktgruppe

Die Gesamtheit der Symmetrieoperation welche die Anordnung von Gitterpunk-
ten oder Atomen in einer Basis tnvariant lassen und bei denen mindesten ein

Punkt fest bleiben, nennt man Punktgruppe (der Gitterpunkte oder Atome).

Die Basis hat meist eine andere Symmetrie als das Gitter, deshalb ist eine Unterscheidung
wichtig. Die Menge aller Symmetrieoperationen 2-5 ergeben eine mathematische Gruppe
(Einheitsvektor, inverses Element, Assoziativgesetz und abgeschlossen), welche aber nicht

notwendig kommutativ ist.

Beispiel fiir eine Punktgruppe
NH;-Molekiil

(1) Rotation um z—Achse, 3-zéhlig

(2) Spiegelung einer Ebene durch
z—Achse und H-—Atom, 3

dquivalente Spiegelebenen (we-
gen (1))

Es gibt mehrere mogliche Bezeichnung von Punktgruppen:

(a) Angabe der Symmetrieelemente (hier 3m)

(b) nach Schénflies (hier Csy)

Definition Raumgruppe

Die wolle Symmetriegruppe (einschlieflich Translation, Schraubung, Gleit-
spiegelung), bei denen das Gitter wieder in sich selbst tberfihrt wird, wird als

Raumgruppe bezeichnet.
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2.3 Fundamentale Gittertypen ("Bravais-Gitter”)

In drei Dimensionen gibt es insgesamt 14 dieser Bravais-Gitter. Es existieren 7 Gitter-
punktgruppen (Kristallsysteme) und 14 Gitterraumgruppen (Bravais-Gitter). Der Unter-

schied ist, dass bei Operationen bei den Raumgruppen kein Punkt liegen bleiben muss.

A

) Y
g
¢ a
Abbildung 2.5: Winkelbeschriftungen
Kristallsystem Nr. Gittersymbol Kristallachsen und -winkel
kubisch 3 P (sc), I (bcec), F (fcc) a=b=ca=p=vy=90°
tetragonal 2 P, I a=b#ca=L0=~v=90°
orthorhombisch 4 P,C,ILF a#b#c,a=p0=vy=90°
monoklin 2 P, 1 a#b+#c,a=L0=90°v%#90°
triklin 1 P a*bFtc,a#£p#y
trigonal (rhomboedisch) 1 R a=b=ca=p0=vy<120° # 90°
hexagonal 1 P a=b#c,a=/0=90°vy=120°

Tabelle 2.1: Nr. gibt die Nummer des Bravais-Gitters an

Anmerkungen:

(a) Es existiert kein teragonales flichenzentriertes Gitter, da dieses sich in ein raumzen-

triertes Uberfithren lassen konnte

(b) P: primitiv, I: innenzentriert, F: flaichenzentriert, C: basiszentriert, R: rhomboedrisch
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kubisch

hexagonal l
¢ tetragonal
trigonal l

orthorhombisch

l

monoklin

l

triklin

i Symmetrieerniedrigung

Abbildung 2.6: Hierarchie der Gitterstrukturen

2.4 Kristallographische Punktgruppen

Zu jeder Gitterpunktgruppe gibt es verschiedene kristallographische Punktgruppen (Kristal-
lklassen), die die Symmetrie der Basis beschreiben. Es geht darum die Atome in der Basis
auf verschiedene Weisen zu verteilen, sodass die Symmetrie erhalten oder erniedrigt wird.
Beim kubischen Kristallsystem gibt es zum Beispiel 5 kristallographische Punktgruppen.
Insgesamt gibt es 32 kristallische Punktgruppen. Kombiniert mit den Gitterraumgruppen

gibt es insgesamt 230 Raumgruppen der Kristallstruktur.

Gitter Kristallstruktur

(Basis mit Kugelsymmetrie) (Basis mit beliebiger Symmetrie)

Anzahl Punktgruppen: 7 (Kristallsysteme) 32 (Kristallklassen)
Anzahl Raumgruppen: 14 (Bravais-Gitter) 230 (Raumgruppen)

2.5 Einfache Kristallstrukturen

Die meisten Elemente (und sehr viele Verbindungen) lassen sich in folgende Kristallk-

lassen einteilen:
e kubisch-flachenzentriert (fcc) mit 24 Elementen
e kubisch-raumzentriert (bcc) mit 14 Elementen
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e hexagonal dichteste Packung (hep) mit 26 Elementen

fcc-Gitter Pro Elementarzelle gibt es 4 Atome. Es liefle sich zwar eine primitive Ele-
mentarzelle wihlen (in der Form eines Parallelepipeds), diese ist jedoch sehr kompliziert.
Man definiert deshalb die kubische Struktur selbst als konventionelle (nicht primitive)
Elementarzelle. Jede Basis hat 12 néchste Nachbarn im Abstand a/ /2. Die dichtest
gepackten Ebenen sind senkrecht zur Raumdiagonale mit der Stapelfolge ABC. Beispiele
fiir diese Struktur geben Cu, Ag, Au, Ni, Pd, Pt, Pb, Al

Abbildung 2.7: Stapelfolge beom fec-Gitter

bce-Gitter Pro Elementarzelle gibt es hier 2 Atome. Wieder wihlt man nicht die prim-
itive Einheitszelle. Es existieren 8 néchste Nachbarn mit Abstand 1/ 2/3a. Beispiele sind
die Alkali-Metalle, Ba, V, Nb, Ta, W. Der Vorteil des bcc gegeniiber des fee-Gitters (in
der Stabilitit) liegt im Abstand iiberndchster Nachbarn. Ist a die Gitterkonstante, so
besitzt das bee-Gitter 8 ndchste Nachbarn im Abstand ry und 6 ibernichste Nachbarn
im Abstand Qﬂg Beim fcc-Gitter ist hingegen der Abstand der iibernédchsten Nachbarn

e
V/2r9. Man legt deshalb fiir das bee-Gitter eine effektive Koordinationszahl von 14 fest.

hcp-Gitter (hexagonal dichteste Packung) Dichtest gepackte Ebenen wie fcc, aber

mit Stapelfolge ABAB. Sie ist zusammengesetzt aus zwei ineinandergeschachtelten Bravais-

Gittern. Die Anazhl der néchsten Nachbarn ist 12. Beispiele sind Zn, Cl, Br, Mg, Os.

Zur
Ubung:
Symme-

trien auf-

schreiben!

Diamantgitter Zweiineinandergeschachtelte fcc-Gitter, welche gerade entlang der Raum-

diagonalen verschoben sind. Die Punktgruppe ist die des Tetraeders. Beispiele sind Dia-

mant, Si, Ge, a-Sn.

Zinkblende-Gitter Wie das Diamantgitter - nur hier sind beide fcc-Gitter mit unter-
schiedlichen Atomen besetzt. Beispiele sind ITII-V-Verbindungen, GaAs, GaP, InSb.
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Beispiel: NaCl-Kristall Auch hier gibt es zwei inneinandergeschachtelte fce-Gitter
welche mit Na™ und Cl™-Ionen besetzt sind. Sie sind verschoben um eine halbe Git-

terkonstante entlang der Wiirfelkante. Die Anzahl der néchsten Nachbarn ist 6.

Beispiel: Cs-Chlorid-Struktur FEin bee-Gitter, bei der die raumzentrierte Position
mit anderen Atomen besetzt ist. Eigentlich ist dies ein einfach-kubisches Gitter mit Basis
Cs™ und CI™ mit néchster-Nachbar-Zahl 8.

Warum bilden sich verschiedene Kristallstrukturen?

Allein aufgrund der Anzahl der Bindungspartner miissten alle Kristalle in der CsCl-
Struktur kristallisieren. Jedoch kommt dies auch auf die Ionenradien an. Bei sehr unter-

schiedlichen Ionenradien ist die Raumfiillung bei NaCl besser.

2.6 Indizierung von Kristallebenen und Richtungen

Die Kristallebenen werden eindeutig festgelegt durch die drei Durchstoffpunkte der Git-

terachsen in Einheiten der fundamentalen Gittervektoren.
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Abbildung 2.8: Indizierung der Gitterebene, in diesem Beispiel 2a,, 3as, 2a3

Aus diesen drei Durchstofspunkten definiert man die Millerschen Indizes. Man nimmt den
Kehrwert und sucht daraus die kleinsten ganzen Zahlen im gleichen Verhéltnis. Hier ist

dies
111

27372

Die so gewonnenen Zahlen hkl nennen sich Millerschen Indizes. Sie beschreiben die ganze

= 3,2,3

Schar an parallelen Kristallebenen. Jeder Punkt des Gitters liegt auf einer Ebene der
(hkl)-Schar. Wenn eine Ebene parallel zu einer fundamentalen Gitterachse ist, so setzt

man den Millerschen Index auf Null.
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(110)

(111)

Abbildung 2.9: Zwei Beispiele fiir die Millersche Indizierung.

Die Kristallrichtungen werden auf analoge Weise bezeichnet. Die [hkl]-Richtung ist die
Richtung des Gittervektors mit ha,+kds+lds. h, k, [ sind dabei ganze teilerfremde Zahlen.
Fiir kubische Gitter gilt (im Allgemeinen nicht): Der Vektor [hkl] steht senkrecht auf der
(hkl)-Ebene.
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[100]

LU

Abbildung 2.10: [hkl]-Vektoren
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Kapitel 3
Beugung und reziprokes Gitter

An einer periodischen Struktur (wie z.B. einem optischen Gitter: bei gegebener Gitterkon-
stante ldsst sich A bestimmen) kann man Beugung durchfiihren. Bei einem Kristall (also
einer periodischen Anordnung von Atomen / Bausteinen) wirken die Atome als Streuzen-
tren flir von auften zugefiihrte Strahlen. Die Gitterkonstante lésst sich somit z.B. bei
gegebener Wellenlédnge bestimmen. Dies ist natiirlich nur moglich, falls A im Bereich der
Gitterkonstante liegt, damit Interferenzen beobachtet werden kénnen (meist Rontgenlicht

oder Materiewelle).

3.1 Allgemeines zur Beugung

Wir verwenden folgende Voraussetzungen zur Beschreibung der Beugung:

e Die einmal gestreute Welle an den Gitterpunkten, wird nicht noch einmal danach

gestreut.

e Strahlungsquelle () und Detektor B sind hinreichend weit von der Streumaterie
entfernt, sodass einlaufende und auslaufende Wellen als eben betrachtet werden

konnen.

e Die Amplitude der einlaufenden Welle am Punkte P ist gegeben durch

AP — Aoeigo(ﬁQ+ﬂ—iwot
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Detektor

Abbildung 3.1: Versuchsaufbau

Rechnung

von Folie

einfiigen

Die emittierten Kugelwellen werden beschrieben durch eine Streudichte p(7), die im Allge-
meinen komplex ist. p(7) hidngt ab von der Art der Wechselwirkung mit der Materie. Bei
Rontgen z.B. ware dies die elektromagnetische Wechselwirkung, bei Neutronenstrahlen

die starke Wechselwirkung und die magnetische Wechselwirkung mit Elektronenspins.

Die gesamte Streuamplitude am Detektor ist

l

i
I

B!
|
o

AB ~ eiwot/p(F)ei(EEO)F dr

Bemerkung

(a) Im Folgenden benutzen wir die Annahme, dass p(7) zeitunabhéngig ist. Wir betracht-
en also elastische Streuung. Falls p abhéngig von der Zeit ist, so entstehen Streuwellen

mit unterschiedlicher Frequenz und inelastische Streuung (siehe Kapitel 4).

(b) Bei Beugungsexperimenten wird nicht die Amplitude, sondern die Intensitit betra-

chtet:
2

[(R) ~ | Agl? ~ '/pe“??* dF

Falls Ag zugénglich ist, dann lasst sich p direkt durch F'T berechnen. Haufig nimmt
man deshalb eine Struktur an, berechnet daraus die Intensitdt und vergleicht mit
der Messung. Diese Schwierigkeit wird auch Phasenproblem genannt. Gelost wird es

zum Beispiel durch Mehrfachstreuung (dynamische Theorie).
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3.2 Streuung an periodischen Strukturen

Abbildung 3.2: Streuung an einem Kristallgitter

In dieser Skizze ist R der Gittervektor, 7, der Vektor zum Mittelpunkt des Atoms o und

7 der Vektor von dort zum gewéhlten Punkt 7. Die Streuamplitude ist dann

Ap(K) ~ / p(R + 7+ F')e_iK(ﬁJ”?Q’LFI) dr = Z Z/p(f*a + ff)e—z‘K(ﬁ+Fa+F’) aF

Kristall alle R «

aufgrund der Periodizitat mit R. Dies lisst sich noch vereinfachen zu:

2D R o —y 7
— E e ZKRE p(,r—,l +Ta)6 1K (7) df e 1K Ty
alle R o JAtom

~
Atomstruktur oder Formfaktor

Der Atomstreufaktor f, beschreibt das Streuvermogen der Atomsorte a im gegebenen
Kristall. Schlussendlich erhélt man:

alle R

AB([?) ~ (Z €_ikﬁ> <Z fae—if?ﬁl>

(.

vV vV
Gitterfaktor Strukturfaktor

Der Strukturfaktor beschreibt die Interferenz in einer Elementarzelle (deshalb summiert
man {iber alle Atome « in einer Elementarzelle). Damit konstruktive Interferenz auftritt,

miissen beide Faktoren ungleich Null sein.
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Definition

3.3 Beugungsbedingung nach Laue

Setze
R = nlﬁ_il + ngaz + n3&'3 — E e_ZKR = < g e_lanal) Ce ( E e_'miiKaii)
alle R ni ns

Wenn es M? Elementarzellen sind, dann ist z.B. nach der geometrischen Reihe
M-1 —iMRa,
2 : p—imKar _ l—e

1 — eKa

n1=0

Die Intensitéat ist dann proportional zu

wie in der geometrischen Optik. Die Bedingung fiir Maxima ist dann gegeben durch die

Lauegleichung
61I€ = 2mh 62}_(' = 2k 63I€ = 2l

wenn h, k, [ ganzzahlig sind.
Es stellt sich jetzt die Frage, welche Streuvektoren K die Laue-Bedingung erfiillen. Dies
fiihrt uns auf den Begriff des

3.4 Reziprokes Gitter

3.4.1 Definition

Die Menge aller Wellenvektoren é, die ebene Wellen mit Periodizitat eines

gegebenen Gitters bilden, nennt sich reziprokes Gitter zu diesem Gitter.

Das heifst es gilt

—

ezG’(r—i-R) — ezGr

fiir jeden beliebigen Gittervektor R. Die Basis des reziproken Gitters ist gegeben durch

die drei (zunéchst unbestimmten) Vektoren g, g2, g3 mit
G = hg + kgo + 135
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fiir alle Wellenvektoren G. Wegen

eié'ﬁ:1<:>é~]§:27rm m € 7

gilt insbesondere fiir einen speziellen Gittervektor R der Form
é = nlé'l
(hgl + kgg —f- lgg) . nld] = 27rm

Dies gilt fiir alle n;, deshalb ist die Bedingung nur zu erfiillen, wenn

—

GG = 2w Go -ty = gg-dy =0
Wir wiederholen den Beweisschritt fiir @, und a3 und erhalten:
d}g’j = 271'52‘]' Z,] == ]_, 2, 3

Dies ist eine eindeutige Beziehung zwischen dem Gitter und dem reziproken Gitter. Es

gilt fir die g;, z.B. fiir g;:
g1 Ldy, gy Ldyg = g1 o dy X ds

Da auch noch ¢; - @; = 2w erfiillt sein muss, setzen wir einfach

§—2W Ezzxﬁg
1 — = /S SN
(11'<CL2XCL3>

und fiir die anderen beiden analog:

- s X @

= 2Wﬁ
92 as - ((Ig X CL1>

g—27'(' 61)(672
3 — = S o\
a3-(a1><a2)

Wir kénnen aus den fundamentalen Gittervektoren @; die reziproken Gittervektoren ein-
deutig bestimmen. Diese sind linear unabhingig mit der Einheit m~! und hingen wirk-
lich nur von diesen fundamentalen Gittervektoren ab. Jeder reziproke Gittervektor G
des reziproken Gitters lasst sich iiber diese fundamentalen reziproken Gittervektoren
darstellen mit

G=hg +kjr+1Gs hkleZ
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Ortsraum -
°

Abbildung 3.3: Vergleich zwischen Gitter und reziprokem Gitter
Beispiel: 2-dim Gitter

Bemerkung Zu gegebenem Gitter ist das reziproke Gitter eindeutig bestimmt. Das
reziproke Gitter des reziproken Gitters ist wieder das direkte Gitter. Das reziproke Gitter

und das direkte Gitter haben die gleiche Punktgruppe.

Beispiel: 3-dim Gitter Das reziproke Gitter zum bcc-Gitter ist das fce-Gitter.
Aufgrund der Definition ist die Lauebedingung schon erfiillt fiir die Gittervektoren G.

Also ist ganz einfach
K=G

3.5 Geometrische Deutung der Streubedingung (Ewald

Konstruktion)

(1) Wahle beliebigen Punkt des reziproken Gitters als Ursprung

(2) Elastische Streuung: fiir gestreute Wellen liegt der Anfangspunkt von k auf einer

Kugel um die Spitze von IZO mit Radius
k| = kol = 2m/A
Diese Kugel hat den Namen Ewald-Kugel.

(3) Alle Punkte der Kugel, die auf reziproke Gittervektoren G fallen, erfiillen die Streube-
dingung.

(4) Beugungsreflex wird entsprechend dem Punkt des reziproken Gitters indiziert.
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Abbildung 3.4: Ewald-Gitter

Im Allgemeinen gibt es bei festem EO (Betrag also Wellenldange und Richtung) keine Re-
flexe. Deswegen betrachtet man entweder ein kontinuierliches Spektrum der Wellenlénge
bei fester Richtung (Laue-Verfahren) oder verdndert die Richtung (Drehkristall, Debye-
Scherrer - Polykristall) bei fester Wellenlénge.

3.6 Bragg’sche Deutung der Beugungsbedingung

Ein Vektor
éhkl = hg1 + kgo + 175

des reziproken Gitters steht immer senkrecht auf den Netzebenen, welche durch die In-

dizees (hkl) gegeben sind. Auch ist der Abstand zweier benachbarter Netzebenen (hkl)

21
|Gkl

gegeben durch wenn h, k, [ teilerfremd sind.

41



x>
)
=~
T

Abbildung 3.5: Bragg-Bedingung

Aus der Zeichnung ist ersichtlich

1K o 4 - 2
sinf = —t—| = |K| = T sinf = |G| = =
2 ko A i
Dann folgt
A= thklsiné’

Fiir beliebige reziproke Gittervektoren (wenn hkl nicht teilerfremd sind und n der ggT
ist) folgt das bekannte Bragggesetz:

n\ = 2dhkl sin 0

3.7 Brillouin-Zone

Die Wigner-Seitz-Zelle des reziproken Gitters heifst 1. Brillouin-Zone. Das reziproke Gitter
kann liickenlos mit 1. Brillouin-Zonen iiberdeckt werden. Die Konstruktion ist damit
genauso wie die der Wigner-Seitz-Zelle. Die Zonenrander liegen also auf Mittelsenkrechten
zweier reziproker Gittervektoren. Auf dieser liegen alle Spitzen der Vektoren E, EO die der
Streubedingung K=0G gentigen. Fiir jede Welle mit Eo entsteht eine Bragg-reflektierte

Welle mit k. Deswegen bezeichnet man die Brillouin-Grenzen auch oft als Braggebenen.

Die n-te Brillouin-Zone wird durch Uberschreiten von genau n—1 "Zonengrenzen” erreicht.
Alle Bestandteile der n-ten Brillouin-Zone haben zusammen das gleiche Volumen wie die

1. Brillouin Zone.
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3.8 Strukturfaktor

Wir hatten bei der Streuungsbetrachtung definiert
S = Z fae_iE'F“

wobei die Summe iiber alle Atome « einer Elementarzelle gefithrt werden muss. f, ist
der Atomstreufaktor (und ist abhéngig vom eigentlichen Atom) und 7, ist die Lage des
Atomzentrums. S bestimmt die Intensitét des (hkl)-Reflexes und wird fiir eine einzelne
Elementarzelle berechnet. Neben den schon durch das Gitter selbst nur diskreten Reflexen

kénnen auch durch den Strukturfaktor S Ausléschungen auftreten.

3.8.1 Beispiel

(1) Kubisch-raumzentriertes Gitter (bcc)
(a) Identische Atome bei 7%, = (0,0,0) und (1,1, 1). Die Streubedingung fiihrt auf
K = G
Wiéhlen wir also solche hkl, dann ist der Strukturfaktor gegeben durch
S = fae 0 fue D

Falls h + k + [ gerade ist, ist der Strukturfaktor gegeben durch S = 2f,. Im

anderen Fall ist er Null und es kommt zu Ausloschung.

(b) Verschiedene Atome mit f,1, fo2. Hier kommt man analog auf
S = fal + fa2€7i7r(h+k+l)

und es kommt nur teilweise zur Ausloschung.

(2) Kubisch-flichenzentriertes Gitter (fcc) Bei identischen Atomen ist S nur dann un-
gleich Null, wenn alle hkl gerade oder alle ungerade sind (es kommen also nur ganz

vereinzelte Reflexe vor).

3.8.2 Anwendung

Das Material Eisencobalt FeCo ist bei hohen Temperaturen statistisch auf ein bee-Gitter

verteilt (die Atome tauschen beliebig Plitze). Bei tiefen Temperaturen (und langsamer
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Abkiihlung) sind Eisen und Cobalt geordnet wie bei einer normalen bee-Struktur. Das
Reflexionsbild zeigt dementsprechend bei tiefen Temperaturen mehr Reflexionsmaxima
als im ungeordneten warmen Fall (weil dann die Reflexe bei denen h + k + [ unger-
ade ist ausgeloscht werden). Statt mit elektromagnetischen Wellen muss das Experiment
mit Neutronenstrahlung ausgefiihrt werden, da nur bei dieser Strahlung der Unterschied
zwischen den beiden Atomstreufaktoren grofs genug ist (ungefihr Faktor 2.5). Bei Ront-
genstrahlung ist der Unterschied viel zu gering, da die beiden Elemente fast gleich viele

Elektronen besitzen.

3.9 Atomstreufaktor

Er war definiert tiber
fo= / pa(”:’)eiuﬁﬂ dr’
Atom o

po ist dabei die Streudichte des Atoms. f, hidngt dabei von der Art der Strahlung ab.
Falls der Gitterfaktor ungleich Null ist, also K = G und das pa kugelsymmetrisch, dann

erhélt man nach einiger Rechnung

3 /
LSinGr'

fa :47T/pa(7“/)7“ o dr

Maximal wird dieser Ausdruck fiir so genannte Vorwartsstreuung, also fiir # =~ 0. Dann

ist )
sin Gr ~1
Gr ~

und

fo= 47r/pa(r')r'2 dr’

Das ist die iiber das Atomvolumen integrierte Streudichte, weshalb man ihn auch "Form-
faktor” nennt. Falls die gesamte Streudichte bei ' = 0 konzentriert wurde, wiirde nur
Gr'" = 0 zum Integranden beitragen und der Sinusterm ist Eins. Der Formfaktor wére
konstant fiir jeden Winkel und f,, wére einfach durch diese gesamte Streudichte gegeben.
Ein allgemeines f, beschreibt also das Verhéltnis der Streuamplituden der Streudichte
(bei Rontgenstrahlen gegeben durch die Elektronenverteilung) zur Streudichte in einem
Punkt. Eine grofs ausgedehnte Basis hat dementsprechend einen Atomstreufaktor, welcher
bei grofseren Winkeln schnell abfillt.

44



Zusammenfassung

Der Gitterfaktor gibt Informationen iiber Gestalt und Abmessungen der Elementarzelle.
Er lasst durch die Lauebedingung nur manche Reflexebenen zu (Ewald-Kugel). Der Struk-
turfaktor gibt Information tiber den Inhalt jeder Elementarzelle und iiber den Atomform-
faktor f,. Er beeinflusst die Intensitédt der einzelnen Reflexe und ist abhéngig von der

Strahlungsart.

3.10 Temperaturabhangigkeit der Streuintensitat

Bisher hatten wir ein starres Gitter vorausgesetzt. Bei Temperaturbeeinflussung kommt
es aber zu einer Beeinflussung der Auslenkung der Atome. Die Auslenkung des Atoms «
in der i-ten Zelle ist

7 F(t) = Ry 4 Fag + 7 + Us, (£)

Bei einem Kristall mit 1-atomiger Basis ist 7,0 = 0 und U, vereinfacht sich zu (7@ Dann
ist
Ap ~ Z 6—1‘1?1% fae—z’l?ﬁi(t)
alle R;
Im so genannten Einsteinmodell benutzt man die Annahme, dass alle Atome unabhéngig

voneinander schwingen. Also ist

—

(Ap) = Ag(e™CT7)

mit dem schon bekannten
AO = Z e_iGRifa

alle ﬁz

Der zeitabhéngige Faktor kann jedoch nicht mehr Reflexe dazubringen, als durch das
A moglich. Die Reflexe bleiben also noch genauso scharf wie davor, jedoch nimmt die

Intensitat ab. Fiir sie gilt jetzt

(e790y =1 — {(UG) — =(UG)?) + ...

nach Entwicklung. Der erste Summand ist Null, da die Atome unabhéngig von der Rich-

tung von G schwingen. Es ist also ungefahr

1
<e—zGU> —1— 6<U2>Gv2
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Insgesamt erhalt man

(A) = Age sUE?

Der Exponentialterm nennt sich auch Debye-Waller-Faktor. Erinnern wir uns zuriick an

die Thermodynamik, so entspricht dies gerade dem Boltzmannterm %k:BT . Also ist

<A> ~ e—aT

3.11 Methoden der Strukturanalyse

(a) Verwendete Strahlungsarten fiir Beugungsexperimente: Notwendig ist ein A in der

Grofe der Abstédnde d. Die Rontgenstrahlung hat eine Wellenlénge {iber

_hc

E
A

Sie ist eine Streuung von Elektronen und der Atomstreufaktor ist damit abhéangig von
der Kernladungszahl Z. Leichte Elemente sind deshalb schwer nachweisbar und be-
nachbarte Elektronen schwer zu unterschieden. Als Strahlungsquellen kommen Ront-
genrohren oder Synchrotronstrahlungsquellen (z.B. Desy, ERSF Grenoble, ANKA
Karlsruhe, HZB Berlin (BESSY)) zum Einsatz. Die Neutronenstrahlen haben ihre
Wellenlénge tiber
12
= T3

Neutronen sind ungeladen, haben aber einen halbzahligen Spin. Somit wechselwirken
sie mit dem Kern (abhéngig von der Spineinstellung der Neutronen vom Kern) und
mit dem magnetischen Moment der Elektronen. Sie ist damit geeignet zur Unter-
suchung von magnetischen Strukturen. Die Quellen sind meistens Forschungsreak-
toren wie HZB Berlin, Miinchen oder das ILL in Grenoble. Moderne Forschung be-
nutzt s.g. Spallationsquellen (z.B. in Grofsbritannien oder in Lund). Nachteil an Neu-
tronenexperimenten sind die kleinen WW-Querschnitte, weshalb man grofse Proben
oder lange Strahlzeiten benutzen muss. Elektronen haben eine starke Wechselwirkung
mit anderen Elektronen und Kernen aber nur eine geringe Eindringtiefe. Sie sind also

nur benutzbar fiir Oberflichenphysik.

(b) Experimentelle Beugungsverfahren
Fiir feste ky bekommt man im Allgemeinen keine konstruktive Streuung. Entweder

muss also \Eo\ oder die Richtung variiert werden um die Streubedingung zu erfiillen.

Laue-Verfahren Kontinuierliches A-Spektrum an einem Einkristall. Das Beugungsmuster
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zeigt die Punktsymmetrie des Einkristalls.

Abbildung 3.6: Laue-Verfahren und Ewaldkugel

Konstruktive Interferenz kann fiir alle G im gefarbten Bereich vorkommen. Eine

Anwendung ist die Orientierung des Kristalls.

Drehkristallverfahren Es wird monochromatische Strahlung (also ein gewisses \)
verwendet. Im Gegensatz zum Laue-Verfahren wird der Einkristall gedreht (al-
so die Richtung von Eo gedndert). Nacheinander treten reziproke Gitterpunkte

durch die Oberfliche der Ewaldkugel und erzeugen Reflexe.

Debye-Scherrer-Verfahren Auch hier wird monochromatische Strahlung verwen-
det. Die Methode ist dhnlich zur Drehkristallmethode. Der Kristall steht zwar
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still, dafiir verwendet man aber einen Polykristall oder ein Pulver. Darin sind
alle moglichen Orientierungen (gegeniiber allen drei Drehachsen im Raum) vorhan-
den. Das Beugungsbild entspricht dem eines Einkristalls, der alle moglichen

Orientierungen durchlaufen hat.

Abbildung 3.7: Ewaldkugel des Debye-Scherrer-Verfahrens

Die Schnittmenge der beiden Kugeln ist ein Kreis. Man erhalt Kreise fiir alle
reziproken Gittervektoren mit Betrag kleiner 2 |ko|. Der Vorteil liegt in der ho-

hen Genauigkeit und der einfachen Herstellung von Polykristallen oder Pulvern.

(c) Neben diesen Beugungsexperimenten ist auch eine direkte Abbildung von Strukturen

mit atomarer Auflésung moglich.

Elektronenmikroskop Die de-Broglie-Wellenlénge von Elektronen bei 10 keV liegt
bei ungefihr 0.1 A. Benutzt werden sogar 200 bis 400 keV. Im Transmission-
selektronenmikroskop (TEM) ist eine atomare Darstellung in Durchstrahlung
moglich. Probleme sind die grofen Linsenfehler (behebbar durch aberationsko-
rrigierte TEM) und Vielfachstreuung der Elektronen am Material. Die Rekon-
struktion atomarer Strukturen ist komplex aufgrund der verschiedenen Inter-

ferenzen.
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Rastertunnelmikroskop Eine geringe Spannung wird zwischen einer extrem diin-
nen Spitze und dem Material angelegt. Ein Tunnelstrom dazwischen kann gemessen
werden. Er ist proportional zu e~4v%4 und ist damit sehr empfindlich auf den
Abstand d. A ist eine Konstante und ¢ ist die mittlere Austrittsarbeit von Spitze
zu Probe. Meist wird die Spitze mit konstantem Strom {iber die Probe bewegt
um eine Art Hohenprofil der Probe zu erhalten. Fiir das Prinzip erhielten Binnig
und Rohrer 1986 den Nobelpreis.
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Kapitel 4
Gitterdynamik

Die typischerweise 10?2 Valenzelektronen und ebenso viele Ionen pro Kubikzentimeter
in einem typischen Festkorper konnen sich bewegen. Die Bewegungen sind nicht einmal
unabhéngig voneinander. Dies ist sehr schwer zu berechnen. Man spaltet deshalb auf in

die pure Elektronenbewegung oder Ionenbewegung.

4.1 Adiabatische oder Born-Oppenheim-Naherung

Die Bewegung der Ionen (aufgrund ihrer grofen Masse) lauft auf viel groferen Zeit-
skalen ab als die der Elektronen. Die Elektronen stellen sich sehr schnell auf die aktuelle
Tonenkonfiguration ein (deshalb nennt sich die Methode adiabatisch). Man macht also

folgende Annahmen:

(i) Das Elektronensystem befindet sich stets im Grundzustand beziiglich der momen-
tanen lonenkonfiguration (die Energie hingt natiirlich trotzdem von der aktuellen

Ionenkonfiguration ab).

(ii) Anregungen des Elektronensystems erfolgen im Potential der momentanen Tonenkon-

figuration (da sich die Ionen so langsam bewegen).

Methodentechnisch entkoppelt man also die gemeinsame Schrodingergleichung in zwei
Teilprobleme. Man erhélt dann jeweils eine Teilgleichung fiir Elektronen und Ionen. Kop-
plungsterme werden zunéchst vernachléssigt. Sie werden dann spéter als Korrekturterme

(Storungstheorie) beriicksichtigt. Man geht also folgendermafsen vor

(i) Berechne die Bewegung der Ionen im gegebenen Potential. Dies fiihrt auf die sg.

Gitterdynamik.

(ii) Berechne dann die Elektronenbewegung im gegebenen Potential der Ionen. Dies fiihrt

auf die Elektronenzustinde und die Elektronendynamik im Kristall.
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4.2 Das Potential und die Ionenbewegung in harmonis-

cher Naherung

Als Potentialform der Ionen setzen wir wieder die schon bekannten Abhéngigkeiten vo-
raus. Fiir kleine Auslenkungen aus der Ruhelage ndhert man das Potential als ein har-

monisches an:

¢ij ~ u?

mit uw =r — rg.

To

Abbildung 4.1: Anndherung mit einem harmonischen Potential
Die gesamte potentielle Energie des Kristalles ergibt sich dann als
1 L 1 - =
i,J 4,3
Dabei soll 7; die momentane Position eines Atoms ¢ bezeichnen, welches die Gleichgewicht-

slage ]:?Z besitzt (und damit eine Auslenkung u; = ﬁl — 7; hat). Man fiihrt jetzt eine
Taylorentwicklung durch:

1 — — - - — g 1 = = — —
U= §Z¢(RZ_RJ)+§Z<UZ_UJ')V¢( i T ]>+ZZ((UZ_ ])VQ) P(Ri—Rj)+. .
L b Lo b | 2% (3)
1) 2

(1) Die Bindungsenergie Uy oder auch statische Gitterenergie war vorher schon bekannt.
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(2) = 0, da die Kréfte auf ein einzelnes Atom insgesamt Null sind.
(3) Hohere Ordnungen werden zunéchst vernachlédssigt. Diese werden aber wichtig bei
thermischen Ausdehnungen und der Warmeleitfahigkeit.

Ubrig bleibt nur der harmonische Term:

arm 1 D D
ghem = 1 Z Z (Wi = Uj) P (R — Ry) (i — ujp)

6J HV=T,Y,2

mit
_ 0%
N or,or,

Man erhélt daraus die Bewegungsgleichung mit der Masse M fiir alle N Atome:

¢M7V

) aUharm o
MULM = - — g DL”JVUJ",/

B 0uw
mit )
Uharm = 5 Z ui,quj,j;/uj,u
Oder in Matrixschreibweise
Mﬁl = —ﬁi Z Di’j’l_[j
J

mit der so genannten dynamischen Matrix D.

4.3 Lineare einatomige Kette

Masse M

/

Kopplungskonstante f

Abbildung 4.2: Lineare einatomige Kette von Molekiilen

Die Gewichtslage der Gittervektoren R befindet sich immer bei
...y, (n—=1a,na,(n+1a,...
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und die Auslenkungen sind

cey Up—1, Up, Upyd, - -

Wir vereinfachen das Modell, indem wir nur WW zwischen den néchsten Nachbarn zu-

lassen. Man erhélt dann

0% ) f firjn—1]=1

Guw (i — Rj) = 72,

sonst

Es ist dann

Uharrn _

N
Z(un-H - Un)2
n=1

Die Bewegungsgleichungen sind gegeben durch

DN —

M, = _f(2un — Up—1 — un+1)

Als Losungsansatz wahlen wir

U, = uoei(kw—wt)

fiir alle x = na. Nach Anwendung von Additionstheoremen erhélt man

Mw? = 4f sin® % = D(k)

und daraus die dynamische Matrix D. Wir erhalten das Endergebnis

w:2\/%

Diese Gleichung verkniipft Wellenlénge (iiber k) und Frequenz (iiber w). Sie nennt sich

. ka
sin —

2

Dispersionsrelation. Man unterscheidet zwischen Wellen bei denen w linear proportional
zu k ist (dann hat die Welle keine Dispersion) und Wellen mit einer anderen Abhéngigkeit

als linear. Dort definiert man die Phasengeschwindigkeit und die Gruppengeschwindigkeit

_dw
- dk

Ug Up =

w
k
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Zl—h

Qv
~o|a A

Abbildung 4.3: Verlauf der Dispersionsrelation aus dem Beispiel einer linearen Kette

Diskussion

1. Grenzfall £ = 7/a Also ist die Wellenldnge gegeben durch
A=2a

In diesem Fall schwingen die benachbarten Atome gerade gegenphasig. Es entsteht
eine stehende Welle mit j—‘; = 0.
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Abbildung 4.4: Kiirzere Wellenldngen haben keine physikalische Bedeutung. Wir

beschréanken uns deshalb auf die so genannte 1. Brillouinzone.

Da sich nur an den Gitterpunkten wirklich Atome befinden, sind kleinere Wellen-

langen physikalisch nicht messbar.

2. Grenzfall A > a Benachbarte Atome schwingen naherungsweise gleichphasig. Es ist

w R/ %Vﬂ = CSchallk

Zustandsdichte der Schwingungsmoden

dann

4.3.1 Definition

Definition Die Anzahl der Zustinde (in diesem Beispiel Schwingungsmoden) pro Volumen
im Frequenzintervall [w, w + dw] wird mit Z(w) bezeichnet. Z(w) heifit Zustands-
dichte (Einheit: Zeit / Volumen). Hdufig wird auch die Energiezustandsdichte
Z(E) benutzt (Einheit: 1 / (Energie - Volumen)).

Dabei werden nur die Zustande in der 1. Brillouinzone betrachtet. Die wirkliche Anzahl

der Zustande ist abhéngig von den gewéhlten Randbedingungen.
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Ubertragen wir das wieder auf unser Beispiel der einatomigen Kette:

(a) Feste Randbedingungen: u; = uy = 0 V¢

(b) Periodische Randbedingungen (Born-von-Karman-Randbedingungen) w,, = tu, .
Dann ist

6ika(n+N) _ eikan s kaN = 2nv

mit einem v € Z. Dies schrankt also die erlaubten k-Werte ein:

k_27ru_27w
a N L

mit der Lange L = aN der Kette. Damit wir in der ersten Brillouinzone bleiben (also

k maximal +7/a ist), darf v maximal i% sein.

Die Zustandsdichte der erlaubten k-Werte ist dann (im Intervall [k, k + dk]):

1 L
Z(k) dk = ——— dk = — dk
(k) (2w /L) 27

und deshalb die Zustandsdichte der linearen Kette gegeben durch

dk 11
Z(w) dw = QZ(k)aL_l dw = %@ dw
dk

da diese auf das Volumen bezogen ist (L™') und beide k-Werte (plus und minus)
gezahlt werden miissen (deshalb die 2). Bei grofser Dispersion ist die Zustandsdichte

auch sehr grofs.
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(DM’

r
a
X
In unserem Beispiel ist:
d k k
d_C/: :wMgcosg = g\/w]?\/[ w?\/[st?a = g w3, — w?
mit
Whn = 2 j%%
Man erhalt also als Zustandsdichte:
2 dw

Ta\/wi, — w?
Diese Zustandsdichte hat eine Singularitit bei ‘;—‘]‘; = 0. Sie heiftt Van-Hove-Singularitét.

Z(w) A

Debye-Naherung

Tawn,

wm
Wp

o8



4.4 Lineare zweiatomige Kette

Analog zur einatomigen Kette definieren wir eine zweiatomige Kette.

n-te Zelle

Abbildung 4.5: Zweiatomige Kette

Die Auslenkungen sind jetzt u, und v, je nach Grofe. Die Massen sind m und M.

Diesmal erhalten wir zwei Gleichungen:
Mii, = —f(2u, — vp — V1) M3, = f(2u, — Ups1 — Up)

Wir 16sen sie analog wie in Beispiel davor. Wir erhalten:

11 1 1)\? 4 . ka
“i:f(a*ﬁ)if\/(WM) )

Y=

Abbildung 4.6: Dispersionsrelation der zweiatomgen Kette

Die Dispersionsrelation enthélt zwei so genannte "Dispersionszweige”. w, nennt sich op-

tischer Zweig, w_ akustischer Zweig.

Diskussion
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1. Grenzfall ko < 1 Dann ist L
sin? 7“ <1

und damit
of 1 n 1
Wy & —+ —
* m M
Die Untergitter mit M und m bewegen sich gerade gegenphasig:
Uo _ m
Vo - M

Abbildung 4.7: Amplituden der schwingenden Atome im ersten Grenzfall fiir w, und w_

(die Atome schwingen natiirlich trotzdem in z-Richtung)

Falls die Atome u und v auch noch unterschiedliche Ladung haben, koppelt die

Bewegung an eine elektromagnetische Welle. Deshalb nennt man w, den optischen

Zweig.

Auferdem ist
L1

S ka’> —= u, ~v
2m+ M " "

Beide Untergitter schwingen gleichphasig wie in der 1-atomigen Kette. Man spricht

vom akustischen Zweig.

2. Grenzfall k = 7/a Es ist dann



Es schwingen also jeweils nur die schweren (oder die leichten) Atome.

Wie man oben erkennt, existiert ein Frequenzbereich, in dem keine Lésung existiert. Die

gesamte Zustandsdichte ist gegeben durch folgenden Graphen:

Z(w

SRE!

Abbildung 4.8: Zustandsdichte und darunter die Dispersionsrelation einer zweiatomigen
Kette

4.5 Schwingungen des dreidimensionalen Gitters

Die Methodik ist dhnlich zu den schon gezeigten Beispielen. Jetzt kommen noch weitere

Eigenschaften hinzu:
1. Dispersionsflichen w(E) = wy; statt wie bisher Dispersionskurven

2. transversale und longitudinale Schwingungen Man unterscheidet deshalb zwis-
chen T und L Wellen. Nur in Richtung hoher Symmetrie (oder isotropen Medien)
ist die Unterscheidung egal.

3. Lange Wellen mit k ~ 0 Benachbarte Einheitszellen schwingen gleichsinnig. Beim
akustischen Zweig sind alle Gitter in Phase. Beim optischen Zweig schwingen sie

gegenphasig.

4. Anzahlen Es existieren jetzt 3 akustische Zweige. Fiir einen Kristall mit p Atomen
pro Einheitszelle gibt es 3(p — 1) optische Zweige (darunter p — 1 longitudinale
Wellen und 2(p — 1) transversale Wellen).
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5. Verbindung zur klassischen Elastizitatstheorie In der benutzten harmonischen
Néherung wird @; — i; zu

(éz - éj)Vﬁ(F)f:ﬁj

0 0
harm __
U = E (a_xauu) (a_xﬂ_uu) Eauﬂ/

mit dem Elastizitdtstensor E. Im Allgemeinen gibt es 21 verschiedene elastische

Man erhilt dann

Konstanten (obwohl der Tensor 81 Eintrége hat).

Die Zustandsdichte Z(w) fiir einen Zweig erhélt man, wenn w(k) bekannt ist, indem
man das Volumen eines erlaubten Zustandes im k-Raum berechnet. Aus (QL folgt die
Zustandsdichte Z(k) o # Die Anzahl der erlaubten k-Werte, fiir die die Schwmgungs—

frequenz zwischen w und w + dw liegt, ist:

1 —
Z(w)dw = —/ 3k
( ) (27T)3 Schale

Dabei wird iiber die Schale mit konstanter Energie und Frequenz integriert.

ky

f w—k dw
"y
» Fléache konstanter Energie

Abbildung 4.9: Integrationsgebiet

1
Z(w)dw = / ds,dk
( ) (27T)3 Schale -

wegen Viw L S, gilt
|Viwldk, = dw

1 ds,
Z(w)dw = / © dw
=55 Joe Vo

flir einen Zweig s, wenn w(/g) bekannt ist. Es ist die Gruppengeschwindigkeit

ow

Vil = Ok |
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Die Zustandsdichte wird grok, wo V;w = 0, dabei ergeben sich "flache Bereiche” in w(/;)
und daraus van-Hove-Singularitéten.
In 3D gibt es dagegen keine “echten” Singularitéten (S(w) — o0), sondern Minima, Max-

ima und Sattelpunkte.

S2
S

w

>
>

Abbildung 4.10: prinzipieller Verlauf

Falls man die gesamte Zustandsdichte erhalten méchte, berechnet man

1 ds,
2@ = Gy >/ V]

wobei man iiber alle Zweige s summiert.

Beispiel Aluminium: Konstante Energie-Flachen fiir kleine l;, aukerdem ist w o k in
allen Richtungen, also in allen Dispersionszweigen. Aber die Steigung ist im Allgemeinen

w(k) L

verschieden. Also 2 = = ¢, ist anisotrop: ¢ = ¢(k)

ok — k

Debye-Modell Einfaches Modell mit linearer Dispersionsrelation.

w = cgk isotrop
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Wp |

Y

JE

wp wird so gewahlt, dass insgesamt 3p/N Schwingungszustéinde vorhanden sind. Daraus
folgt die Zustandsdichte

1 1 Ak 1 WP
2w = /dSw_ k w

er3 ) o  (@n)P ¢ 2m2
fiir w < wp und * kugelférmig mit Radius |k|

Zum Aluminium-Beispiel Reziproker Gittervektor:

2 2 1
glz—W%—D:21010—
a A m

Schallgeschwindigkeit:
¢ o 50002 ~ 2¢;p
S
1
wp ~ cLZ x5-101=
a

S

1
vp o 1013=
S

4.6 Quantisierung der Gitterschwingungen

Bewegungsgleichung der 1-atomigen linearen Kette:

Mii = —f(2up — Up—1 — Upy1)
Die Losung mit neuer Umformung ist

U = g =) — by (§)gikna
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mit by (t) = uo(k)e ™' Wir setzen das in die Bewegungsgleichung ein
bk(t) + w2(k)bk(t) =0

mit w?(k) = 4% sin® &2

Fiir jedes k erhélt man die Gleichungen eines harmonischen Oszillators, also insgesamt
N Gleichungen pro Atom. In drei Dimensionen erhélt man 3N unabhéngige harmonische

Ostzillatoren.
Klassisch: kontinuierlich Energie aufnehmen

Quantenmechanisch: Energieniveaus: E,, = (n; + %)hws(/;) mit der Eigenfrequenz w(k).

Die Gesamtenergie ist dann
E=Y>(n; T2 ) hw(B)
= ke 02
k,s

Im Teilchenbild interpretieren wir dies als n; Phononen mit k im Zweig s.

Als Analogie konnen Photonen verwendet werden. Sie haben die Energie hw und den
Impuls 7 = kik. Phononen haben die Energie iw und den Quasi-Impuls 7 = h(k + G),
wobei G der Kristallimpuls ist. Er wird "Quasi”™-Impuls genannt, weil der Impulserhalt

bis auf den reziproken Gittervektor gegeben ist.

4.7 Streuung an zeitlich veranderlichen Strukturen
Streuamplitude:
Ap eiwot/p(F)eiK’?(t)dF

wobei wy die Frequenz der eingestreuten Welle und p() die Streudichte ist.

Zur Vereinfachung kann ein regelméfiges Gitter mit einem punktférmigen Atom pro

Elementarzelle betrachtet werden. Setze

—

wobei R; die mittlere Position und w;(t) die augenblickliche Position ist.

Ap o } :6—iﬁﬁ¢fae—iwot6—ifii(t)
i
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Bild von
Website

Entwicklung fiir kleine Auslenkungen: u;(t) << Atomabstand = Ku;(t) << 1
Ap x Ze’mﬁifa(l — iKu(t) — ... )e ot
mit u;(t) = e~ikRi=w!) wobei & die Amplitude ist und von (k,s,T) abhingt.

AB e E faef'LKRief'Lwot o § faefz( +k)RiZ-Ké:»efz(woiw)t
7 %

J/

TV TV
AB,elastisch AB,inelastisch
mit wy £ w = '’
Dies beschreibt eine Streuwelle, deren Frequenz w’ um w(k) einer Gitterwelle gegeniiber
wo (Primérwelle) verschoben ist.

Fiir die Streuwelle gilt auch beziiglich des Wellenvektors die Streubedingung;:
KTk=3G

mit [? = ];/ — EO
Daraus folgt die Energie- und Impulserhaltung

hw' = hwy & hw(k)

hk' = hko + hk + hG

Die einlaufenden Wellen werden inelastisch gestreut. Dabei werden Phononen emittiert
/ absorbiert. Die auslaufende Welle hat weniger / mehr Energie, d.h. niedrigere / hohere
Frequenz. Im Experiment erkennt man Stokes- / Antistokes-Linien.

Die Impulserhaltung gilt nur bis auf einen reziproken Gittervektor (deshalb Quasiim-
pulserhaltung) bestimmt. Ein Phonon iibernimmt einen Teil des Impulses bei inelastischer

Streuung.

4.8 Bestimmung von Phononen-Dispersionsrelationen

Wie bei der Strukturanalyse benutzen wir elektromagnetische Strahlung und Materiewellen
(Neutronen, Elektronen). Am besten benutzt man Neutronen, da die Impuls- und En-
ergieanderung hier groft und damit leicht zu messen wird. Man benutzt so genannte "ther-
mische Neutronen” mit £ ~ 25 meV. Weiterhin kann auch Rontgenlicht benutzt werden

(schwierig, aber moglich). Die Gitterschwingungen liegen dann im Bereich fiwp < 100 meV.
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Man erhilt damit eine Auflésung von 10~7. Oder man benutzt sichtbares Licht. Hier ist

kphoton ~ 10° é Er ist viel kleiner als der Durchmesser der Brillouin-Zone. Wechsel-

wirkung zwischen Photonen und Phononen ist also nur in der Zonenmitte méglich.

Licht w=ck
w==< :
w A Raman—Streuungi

Brililouin— Streuung

k

SNE}

_T__
1000a

Abbildung 4.11: WW zwischen Licht und Gitterschwingungen

Damit der Prozess sichtbare Ergebnisse bringt, benétigt man starke Lichtquellen (Laser

oder Synchrotronstrahlen)
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Kapitel 5

Thermische Eigenschaften des Gitters

5.1 Mittlere thermische Energie eines harmonisches Os-

zillators

Sei ein harmonischer Oszillator im Gleichgewicht mit einer Temperatur 7. Dann besitzt

er nicht eine feste Quantenzahl n mit

1
E, = <n + —) hw
2
sondern nur eine gewisse Wahrscheinlichkeit P,, dass der Zustand n eingenommen wird.

Sie ist gegeben durch die Boltzmann-Verteilung:

Benutzen wir die Definition der Energie, so konnen wir schreiben:

_ _En __hw __hw \T __hw __hw \ 1
e BT — ¢ QkBTE (6 kBT> — ¢ 2kpT <1_€ IcBT)

n n

Damit erhalten wir:

nhw _ _hw
P,=¢e *BT (1 —e ’“BT>

Die mittlere thermische Energie des harmonischen Oszillators ist dann definiert iiber den

Erwartungswert



(R Y7 N——

eksT — 1

mit
n__ T
2 Ty

Dies nennt man den "Bose-Einstein-Faktor”. Damit ist die mittlere thermische Energie

gegeben durch

1 1 1
s(w,T):hw((n)—l——):hw —_— 4=
2 eFpT —1 2
Beliebig viele Teilchen gleichzeitig kénnen sich in einem Zustand befinden (Bose-Statistik).

Die Phononen wechselwirken nicht untereinander. Sie sind nur durch & und den 7weig s

festgelegt. Die innere Energie in harmonischer Ndherung ist also dann

1 7 hws(lg)
U = Ubina + 5 ) _ s (k) +ZT
k,s

s (k)
E,s e kBT — 1

5.2 Spezifische Warme des Gitters

Im Allgemeinen ist

10U
cy = ———
YT var
Die Gesamtschwingungsenergie des Kristallgitters ist (nach den vorangegangenen Kapiteln)

gegeben durch
U(T) = / Z(w)e(w, T) dw
0

Im Debye-Modell ist

oU 1 (1 2\ [ ,0
- (5+5 2w, T) d
VZor T on <C%+c%)/o “ aTE(w’ ) dw

L und T stehen dabei fiir longitudinal und transversal. Die groftmogliche Frequenz wp
(Abschneidefrequenz) ist in diesem Modell so gewéhlt, dass die Gesamtzahl der Zusténde
3pN betriagt. Dabei ist N die Anzahl der Elementarzellen und p die der Atome pro

Elementarzelle. Sie wird bestimmt iiber

Vo1 2\ [er
3pN = — (—3+—3)/ W du
2= \c;  cr /) Jo

L (1, 2\ _ 9N 1
2m2 \ct )V W

Also ist



Fiir beide Zweige L und T wird also ein gemeinsamer Wert wp festgelegt. Dies ist
eigentlich inkonsequent, passt aber gut zu den Messergebnissen.

Man erhilt dann:

9pN 1 0 /WD huw? 9pN 1 /wD e RRwh e -2
_ N 1 9wt 9pN 1 i 0 (e 1) 7
VEVRT Sy 1 Vel U R\ ?

Wir fiihren eine neue Integrationsvariable

T
Y kT
und die Debye-Temperatur
th = kB@D

ein. Man erhalt dann

Diskussion

kgT > hwp Hier ist
e A SkaB
YTy

Fiir ein Mol erhélt man genau das Dulong-Petit-Gesetz

C,=3R

kpT < hwp Hier erhélt man das Debye-Gesetz

 3pNkp dxt T*

N
VYTV 563
©p
3 T 4
c ~ 3pNkp l / yrey q  hw
v % @D (ey—l)2 Y y_k’BT

Im Debye-Modell: Alle Moden, auch optische Moden, werden mitgenommen. Aber es gilt
fuwopt >> kpT bei tiefen Temerpaturen, deshalb wird p = 1 angenommen. Optische (p-1)
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Medien bezeichen wir als "Einstein-Oszillatoren” mit einer festen Frequenz wg

hw

E
Nkg ( hwp > e*pT
CF =3(p—
ersT —1

(1) kpT >> hwp liefert O = 2@=DNEB 0, — OPeb 1 O = 3R fiir ein Mol.

Diskussion

hwp

2
(2) kpT << hwp liefert uns CYF* o (Z:—‘%) e *BT

Dies liefert uns zwei Arten die spezifische Wéarme (oder die Gitterdynamik) mit mehreren

Atomen pro Elementarzelle zu beschreiben:
(a) Debye fiir alle Zweige
(b) Debye fiir akustische Zweige, Einstein fiir optische Zweige.

Historisch: Finstein hat als erster die Abnahme von Cy (T') fir T — 0 erkléart (1907) ,
(1912) hat Debye die gekoppelten Moden erklart.

5.3 Anharmonische Effekte

Bisher ausgenutzt: 1. kleine Auslenkungen, 2. harmonische Naherung. Viele Effekte kon-
nen damit nicht erklart werden, z.B. Thermische Ausdehnung, Warmeleitfahigkeit.

Phononen sind nun nicht mehr Eigenzustinde des reelen Kristalls. Wir machen einen
Storungsansatz: Zerfall eines Phonons in zwei andere oder umgekehrt: 3. Ordnung des

Potentials entsprechen einen 4-Phononen-Prozess von 4. Ordnung des Potentials.

5.4 Thermische Ausdehnung

Thermische Ausdehnungskoeffizient:

1 0l 1 0V 1 Op

a=3o5b =g aml = 3557 >
197" 3vor® 3BOT

v B=Vapl

wobei B das Kompressionsmodul (Bulk modulus) ist.

Zustandsgleichung von P(U, T) ist Ubungsaufgabe. Es ergibt sich

1 0 0
“=3p52 (~aten.) o (s
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in harmonischer Néherung gilt %hw,—és =0, d.h. es gilt C, = Cy

g, 9
Cy =) a7 (M)

ks
Proportionalitiat a oc Cy/?
1 vV o 1 0
N Ll e L
« 3B 4 wES avwks y ks oT <nks>j
kS N\ e’ ~ .
o) =Cvs(k)

T Tamm(V) ks

Wobei 7, die "Griineisen-Zahl” der Mode ks ist und CVS(E) der Beitrag der Mode wy;,

zu CYy ist. Der Griineisen-Parameter ist die gesuchte Proportionalitdtskonstante.

. vCv

3B

Im Debye-Modell :
O0ln(wp)

’YES = _aln—(‘/) — a X OV
Also a o< T3 fiir T' << Op , a o const fiir T' > Op
Bei mittleren Temperaturen 7"~ ©p gilt haufig, dass a nicht mehr proportional zu C\,
ist, da v = (7).
Bemerkung: In Metallen gibt es einen Beitrag der Leitungselektronen zu «

Anwendung: Invar-Effekt in Ubergangsmetalllegierungen (Guillaume NP 1923).

5.5 Warmeleitfahigkeit des Gitters

Im Festkorper: Warme wird durch Phononen und Leitungselektronen x = s + x¢. In
Metallen ist meist k¢ >> xP" aber gute Einkristalle Al,Os,S7, Diamant haben hohe
Wirmeleitfahigkeit. Tatsdchlich hitte aber ein idealer harmonischer Kristall ein unendlich
hohes kP".

Im folgenden wird die Wirmeleitfihigkeit von Isolatoren betrachtet mit xP"(= k) .

Probleme

(a) Nicht-gleichgewichtszustand (wie alle Transportphénomene). Annahme: (ng,) ist Funk-
tion des Ortes, mit lokalem thermischen Gleichgewicht, d.h. die Ortsabhingigkeit ist

nur schwach.

(b) Die Gitterwelle ist mit scharfem k-Vektor iiber den gesamten Kristall ausgedehnt,

d.h. Unschirfe in k& wird zugelassen, damit die Phononen als Wellenpaket in gewissen
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Ortsbereich lokalisiert sind.

Die Warmeleitfahigkeit x ist definiert durch
7= —rkVT

wobei cf die Wéarmestromdichte ist. Durch Phononen gilt fiir (j’ im eindimensionalen Stab

19,
Zhw nks o F Ux:&/:;

v, ist die Gruppengeschwindigkeit. Im thermischen Gleichgewicht ist ¢, = 0 und es gibt

einen Wirmefluss nur dann, wenn (n) vom Gleichgewichtswert (n)° abweicht.
Z hwz, ((ng,) — (n >0) Uy

Zeitliche Anderung der Phononenzahl (n) in einem lokalen Bereich ist gegeben durch die

Diffusion von Phononen aus Nachbargebieten und durch Phononenzerfall

) o, L 0m)
dt - ot Diff ot Zer fall

dn) _

Dies ist eine spezielle Form der "Boltzmann-Gleichung”. Stationédrer Zustand: —;

Fiir Phononenzerfall gilt die Annahme: "Relaxationszeitansatz”

o(n) _ () — ()"
ot T

mit der mittleren Zerfallszeit bzw. Stofszeit 7. Daraus folgt fiir den Diffusionsterm

0 <7’L> |szf AI%IEO é (<n(x - UmAt» - <n(x)>)
d(n)
* Ox
& (n)’ oT
T o

wegen der Annahme des lokalen Gleichgewichts wurde (n) durch (n)? ersetzt.

1 ,0(n)° or
v 2 e e gy
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ar

5, - Iur kubische oder isotope Systeme

¢ ist also im eindimensionalen Fall proportional zu

ist

und damit )
2 —
K = 3 Z UE’ST]-C‘,SCUS(]C)
mit dem ¢ von oben. Man definiert meistens die mittlere Weglédnge [ = v7 und kann dann

schreiben: .

KR = g Z Uﬁ,sll;,sC%S(k)
v ist die Gruppengeschwindigkeit! Am Rand der Brillouin-Zone wird diese sehr klein (oder
sogar Null), da sich dort stehende Wellen bilden. Dort ist somit keine Warmeleitfahigkeit

moglich. Diese Gleichung erinnert weiterhin an die Gastheorie, in der x = %vlc ist.

Temperaturabhangigkeit von «

Die Summe iiber & in der Formel fiir  lisst sich umschreiben in ein Integral iiber k und
dieses dann in ein Integral iiber w. Sowohl [ (wegen 7) als auch ¢, sind Temperaturab-
héngigkeit. Im Debye-Modell wird v als konstant angenommen (Steigung im [-w-Graphen
ist konstant).

Die auftretenden Integrale sind sehr kompliziert zu losen, weshalb wir hier nur einen

qualitativen Blick daraus werfen. Wir gehen aus von

und betrachten den Prozess der Erzeugung eines Phonons (3) aus zwei anderen (1 und

2). Es gilt die Quasiimpulserhaltung
ks =k + ko + G

und die Energieerhaltung
hws = hw; + hw,

Wir setzen eine tiefe Temperatur (T < ©Op) voraus. Dann werden nur langwellige
Phononen angeregt, d.h. ki, ks, k3 < G. Die Quasiimpulserhaltung kann nur dann er-
fiillt sein, wenn G = 0. Der Wirmefluss wird also nicht gestort und die mittlere freie
Weglénge dndert sich bei diesem Prozess nicht. Dies sind die so genannten Normalprozesse
mit G = 0.

Setzen wir hohere Temperaturen (7' < ©p) voraus, dann sind auch Erzeugungsprozesse
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k1
/ ks
ks — G
o [
)
[ [ [

Abbildung 5.1: Quasiimpulserhaltung beim Umklappprozess

mit G # 0 moglich. Dabei wird die Richtung des Energietransportes geéndert (die Impul-
srichtung dndert sich). Man nennt sie deshalb Umklappprozesse mit G # 0. Ein U-Prozess
tritt nur dann auf, wenn k; ungefihr im Bereich von % liegt (also damit hw; ~ %kB@ D)
Weiterhin muss das Phonon also schon angeregt sein. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist
proportional zu e /T mit Ty ~ $Op. Die Zeit 7 zwischen zwei solchen Prozesses geht

/T Sie spielt also fiir kleine Temperaturen (wie angenommen) keine Rolle.

also mit e
Fiir T'> ©Op nimmt 7 nur langsam ab - meistens mit 7% fiir x ~ 1.

zu den besprochenen intrinsischen Streuprozessen kommen noch weitere extrensische
hinzu. Beispiele sind Punktdefekte, Versetzungen, Korngrenzen und aufsere Oberflichen
(bei Eiskristallen).

Wir setzen wieder vereinfachend voraus

K= §vlc

Die besprochenen Abhéngigkeiten fiir die Warmeleitfiahigkeit x sind wie folgt:

Grofse Temperaturen 7T > Op ¢, ist ungefdhr konstant.  ist proportional zu T~* mit

r~~1

Mittlere Temperaturen 7' < Op Die starke exponentielle Abhéngigkeit von 7 bes-
timmt das Verhalten von x(7"). Mit sinkender Temperatur frieren die U-Prozesse

immer mehr aus und die extrensischen Streuprozesse werden immer wichtiger.

Tiefe Temperaturen 7' < Op Es kommt zu Streuung an den Oberflachen (was somit

76



auch abhéngig von der Grofe der Oberflache - also der Kristalldicke ist). 7 ist dabei
ungefihr konstant und ¢, proportional zu T°. Also ist auch die Wiarmeleitfihigkeit

K proportional zu 7.

Punktdefekte (auch bei nicht isotopenreinen Kristallen) verdndern die Warmeleitfahigkeit.

A Streuung an Punktdefekten (an Isotopen)
logk

T3

logT g

Bemerkung: Analogie zwischen Molekiilen im klassischen Gas und

dem Phononengas

In einem klassischen Gas breitet sich Schall durch Dichteoszillationen aus. Jetzt behandeln
wir die Phononen in Analogie zum Gas. Was entspricht also einer Phononendichteoszilla-
tion? Die Dichte von Phononen entspricht der Temperatur. Diese Temperaturoszillationen
(auch 2. Schall” genannt) wurde tatséchlich in festem *He und *He und anderen sehr
reinen Kristallen betrachtet.

In Glésern (oder anderen amorphen Kristallen) kommt es zu zusétzlichen Anregungen
bei teifen Temperaturen. ¢, ist ungefadhr proportional zu T'. Sie sind starke Streuer fiir
Phononen (k ~ T?). Heutzutage erklirt man sich dies durch Tunnelprozesse von Atomen

oder ganzen Atomgruppen.
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Kapitel 6

Dielektrische Eigenschaften von

Isolatoren

Wir betrachten im folgenden die dielektrischen Konstanten (DK) von Isolatoren. Wir
teilen auf in statische DK £(0) und frequenzabhéngige DK e(w). Der Ausgangspunkt sind

wie immer die Maxwellgleichungen.

6.1 Makroskopisches und mikroskopisches elektrisches
Feld

Auf atomarer Skala gibt es einzelne Ladungspunkte guikro(7) welche zu einem mikroskopis-
chen Feld Emikm(F) fihren. Nach Maxwell ist

— —

V- D(F) =0 = V(eoE(7) + P(7))

Dabei ist E das makroskopische elektrische Feld und P die Polarisierung. Sie entspricht
dem Dipolmoment pro Volumeneinheit gemittelt iiber die Elementarzelle mit Volumen

V. Es ist also das makroskopische Feld
— 1 / — —y
B =+ / 0’ Brpiiao (™)
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Emikro (fj

Abbildung 6.1: Makroskopisches und mikroskopisches Feld

Im Allgemeinen ist das dufere elektrische Feld Ey ungleich dem inneren. Die Polarisa-
tion P in der Probe wirkt wie eine fiktive Oberflachenladung, die ein depolarisierendes
Feld E; erzeugt. |Ei| < |Ep| und ist Ej entgegengesetzt. Fiir Ellipsoide ist bei raumlich

homogenem aufierem Feld Ej auch P homogen. Dann ist das Feld im Inneren
E == Fjo + El
Falls EO parallel zu einer der Hauptachse 7 ist, dann ist

— 1 —
El - —Nlp
€o
wobei NN; der Depolarisierungsfaktor der ¢-ten Hauptachse ist. Dabei ist die Summe aller
N; gleich Eins (insbesondere ist fiir eine Kugel NV; = 1/3).
Wir definieren als letztes das so genannte lokale Feld eines Ions als das mikroskopische

Feld , welches um den Beitrag des Ions vermindert wurde.

E'° = Ey+ E; + Ey + Ej

Wir denken uns dabei eine Kugel um das betrachtete Ion. E, ist dann das Feld durch die
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Polarisationsladungen auf der Innenseite der Kugel. Ej; ist das Feld durch die Ladungen

in der Kugel selbst. Es ist dann

—

S s N8 T — T
E1+E2+E3:Z( 4)7T€T5

wobei iiber alle enthaltenen Zellen summiert wird.
Die Dipole auferhalb der Kugel (der Radius sei viel grofer als die Gitterkonstante) liefern
einen glatten Beitrag. Die Summation kann also durch eine Integration ersetzt werden.
Die makroskopischen elektrischen Felder welche durch eine rdumlich konstante Polari-
sation P hervorgerufen werden entspricht dem Feld, das im Vakuum durch eine fiktive
Oberflachenladungsdichte o = iiP entsteht wobei i der Langeneinheitsvektor senkrecht
zur Oberflache ist. Nach einiger Rechnung erhélt man (teilweise auch schon oben berech-
net)
Bi=— NP B=_1p
€0 3€0

Es bleibt nur noch Ej zu berechnen. Im Detail héngt es von der Kristallstruktur ab. In
einfachen kubischen Systemen ist - wenn wir annehmen dass alle Dipole parallel zu z sind

und die Grofe p haben -
322 —r? 222 —a? —y?
pz dreqr? z,: dreqr?

Aufgrund der Symmetrie ist

Iw

IEEDIE DI

SOt

und damit

—

E3:0

Fiir den Spezialfall einer Lagesymmetrie des betrachteten Ions als kubische Symmetrie

kommt man auf die Lorentz-Bedingung;:

Be(7) = B(7) + o P(7)

3€0
Fiir eine Kugel ist
Fi——LNP N=2
€o
und damit
E*(7) = Ej



6.2 Dielektrische Konstante und Polarisierbarkeit

Es ist definiert:

D =copcE =eoE + P P= (e — 1)5OE = Xeoﬁ

Im Allgemeinen ist die dielektrische Suszeptibilitit x ein Tensor. Aus den Definitionen

folgt mit der Lorentz-Beziehung:

€+ 2
3

B = 52 E)

Dies ist eine Beziehung zwischen dem lokalen elektrischen Feld und dem makroskopischen
elektrischen Feld. Das lokale elektrische Feld ruft ein atomares (ionales, molekulares)
Dipolmoment p hervor, mit

5= qfe

Dabei ist a die Polarisierbarkeit eines Atoms (oder Ions, Molekiils). Die gesamte Polar-

isierung P des Kristalls ist dann gegeben als das Dipolmoment pro Volumen, also
D> 1 — 1 loc
P=2) Nibj =1 ) NiojE;
J J

Dabei wird iiber die verschiedene Atom- (Ion-,Molekiil-)Sorten j mit Anzahl N; summiert.

Mit der Beziehung von oben erhélt man
- 1 e+2 5

Setzt man jetzt die Definition von oben ein, so erhdlt man die so genannte Clausius-

Mossotti-Beziehung (fiir kubische Systeme)

111
— = Ny
J

e+2 35V

Diese Beziehung verkniipft die makroskopischen Eigenschaften des Materials und die
mikroskopische Polarisierbarkeit. Diese kann verschiedene Ursachen haben (elektrische
Polarisierbarkeit oder atomare Polarisierbarkeit, ionische Polarisierbarkeit also Verschiebungspo-
larisierbarkeit oder dipolare Polarisierbarkeit also Orientierungspolarisierbarkeit) und ist

im Allgemeinen frequenzabhéngig.
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6.3 Verschiebungspolarisierbarkeit

Wir betrachten zum Beispiel einen Kristall mit zwei verschiedenen Ionensorten mit Ladung
plus und minus e. Zunéchst setzen wir keine atomare Polarisierbarkeit voraus. Das Dipol-

moment einer Zelle ist dann gegeben durch
p=ew wW=u—1

wobei @ und ¢ wieder die Auslenkungen der beiden Atomsorten von ihrer Gleichgewicht-
slage (wie bei den Schwingungen) ist. Man sieht hier schon, warum die eine Mode "op-
tischer Zweig” heifit. Eine langwellige Verzerrung des Kristalls fithrt uns auf die Bewe-

gungsgleichung

Mi = =2f (i — T) + eE"*°

mv = —2f (7 — @) — eE'°

Dabei wurde auf Wechselwirkung mit iberndchsten Nachbarn aufgrund der Langwelligkeit

verzichtet. Mit der reduzierten Masse y = % kommt man auf

. N 2
u—)":EEloc__fu—}‘
1 1

Wir setzen fiir das lokale elektrische Feld eine Wellenbewegung an
Eloc _ E’(l)oce—iwt
und erhalten damit

—twt -

?17:1606 Wy = @2:2

Die Polarisierbarkeit der Zelle ist dann

Pl ewy € 1

|E10C’ - E(I)OC - Ew? _w2

v

Beriicksichtigt man dazu noch die atomaren Polarisierbarkeiten .y, a_ der Atome, so
erhalt man

Qges = Oy + O + @

Fiir w > @ muss der Beitrag von «, nicht beriicksichtig werden (da er klein ist). Diese
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Beziehung kann dann in das Clausius-Mossotti-Gesetzt eingesetzt werden und man erhélt:

e(w) =e(o0) + w
mit
WE = o2 (5<OO) + 2)
r £(0) +2
e(w)A

Abbildung 6.2: Verlauf von e(w) fiir einen kubischen Kristall mit zwei Atomen pro Ele-

mentarzelle. In echt verschmiert die Kurve durch Verluste.
Der Verlauf hat fiir
2=

eine Nullstelle. Dies nennt man die Lyddane-Sachs-Teller-Beziehung. Experimentelle Werte

liefern

Stoff  wr/wr £(0)/e(o0)

Nal 1.44 1.45
KaBr  1.39 1.38
GaAs  1.07 1.08

Si 1 1

GaAs hat einen grofen Anteil an kovalenter Bindungen. Deswegen gibt es kaum eine
Verschiebungspolarisierbarkeit. Noch weniger natiirlich beim reinen Si (was aber eine

grofie atomare Polarisierbarkeit hat).

84



Elektromagnetische Wellen im Dielektrikum Aus den Maxwellgleichungen folgt,

dass Ausbreitung einer Welle nur méglich ist, wenn

k22
e(w) = 2
1
1/€(0)
s

Abbildung 6.3: Dispersionsrelation mit eingezeichneten Maximal- (Minimal-)Werten fiir
£(0) und e(o0)

Wie man sieht gibt es einen Bereich, indem keine Propagation mdglich ist. Dieser liegt
bei Frequenzen w mit

wr < w < wr,

In diesem Bereich hat (auch ein Isolator!) ein hohes Reflexionsvermdogen.

wr, und wy stehen hierbei nicht nur fiir die vorher definierten Grofsen, sondern auch fiir
die Eigenfrequenzen von longitudinaler und transversaler optischer Moden.
Zusétzlich zu all den besprochenen Effekten kann es auch noch zu spontaner Polarisierung

ohne dufseres elektrisches Feld kommen (Ferroelektrika).
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Kapitel 7
Das freie Elektronengas

Das freie Elektronengas kann klassisch (im Drude-Modell) oder quantenphysikalisch (als
Fermistatistik in der Sommerfeldtheorie) behandelt werden. Im folgenden werden wir

annehmen:

(a) Freie Elektronen: Die Metallionen spielen so gut wie keine Rolle. Im Drude-Modell
werden sie als Streuzentren gesehen (was aber falsch ist!) und sorgen insgesamt fiir

Ladungsneutralitit (das ist korrekt).

(b) Unabhéngige Elektronen: Die Wechselwirkung der Elektronen untereinander wird

vernachlassigt

(c) Relaxationszeitndherung: Das Resultat eines Stofses ist unabhéngig von der genauen
Elektronenkonfiguration (erinnerungsloschende Stofse). Die Elektronen bewegen sich
zwischen den Stofen frei” und unabhéingig. Die Stoke fithren zu abrupter Anderung
der Elektronengeschwindigkeit im Mittel nach der Zeit 7. Die Elektronen kommen

nur durch Stéfe ins thermische Gleichgewicht.

7.1 Drude-Modell - Elektrische Eigenschaften

Die Kerne haben die Ladung Z,e. Die Rumpfelektronen seien stark an die Kerne gebun-
den. Sie haben die Ladung —(Z, — Z)e. Die Valenzelektronen haben dann die Ladung Ze.
In einem Metall sind sie delokalisiert und man nennt sie Leitungselektronen. Man nimmt
sie als Gas an (obwohl die Dichte ungefdhr 1000 mal grofer als in einem klassischen Gas
bei Normalbedingungen ist).

Aus diesem Modell folgern mehrere Konsequenzen:
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7.1.1 Gleichstromleitfahigkeit

Es gilt das Ohmsche Gesetz
- 1

] = oE =-E
p
mit der Stromdichte j, der Leitfahigkeit ¢ und dem spezifischen Widerstand p. Wir
nehmen jetzt n Elektronen pro Einheitsvolumen mit Geschwindigkeit v an. Die Stromdichte
ist also

j = —ne(?)

Ein Elektron mit seinem letzten Stofs bei —t hat jetzt die Geschwindigkeit

Tt = 0) = 5(—t) + <—€%>

Im Mittel ist (7y) = ((—t)) Null. Gemittelt iiber die Relaxationszeit 7 ist dann

Man erhilt damit
ne’r  ne?l 1
g = = —— = -

m mvyg  p

Im Modell von Drude wird [ &~ const ~ Atomabstand angenommen. Da vy durch die
Formel . 5

§mv§ = EkBT
bestimmen kann, bekommt man p o v/7T. Experimentell hat man jedoch bestimmt, dass
p o T fiir eine Temperatur grofer als 300 K. Die klassische Gastheorie gibt uns also eine

falsche Temperaturabhéngigkeit.

Der Strom ist definiert iiber _
nep(t)
m

j=ent=—

wobei p der Impuls ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass das Elektron im Zeitintervall ¢ + At
keinen Stofs erfihrt ist gegeben durch 1 — At/7. Die Kréfte durch die dufseren Felder
ergeben eine Impulsdnderung f(¢)At und damit ist die gesamte Impulsédnderung fiir die

Elektronen, welche nicht gestofen wurden:

ple-+ a0 = (1= 20) (o) + 00
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und fiir die gestofsenen Elektronen:

e+ A1) = 2 (p(t) + F(1))

Die Faktoren mit At? kénnen vernachlissigt werden. Die gesamte Formel ist gleich fiir

beide Elektronensorten:

e+ A1) — plt) =~ Lple) + F(1)A

Wir gehen iiber zum Differenzenquotient und erhalten

5= 0 _ PO g

Die Stofse fithren also zu einer Art Reibungsterm in der Bewegungsgleichung fiir den

Elektronenimpuls.

Hall-Effekt und Magnetwiderstand

—

B (homogen)

FHFF 3 z

- - - - —_—

T

Abbildung 7.1: Hall-Effekt

Der Hall-Effekt wurde 1879 entdeckt. Die Hall-Konstante lautet

Y

Ry =

Der so genannte Magnetwiderstand ist
E,
p(B) = pua(B) = —
Jz
Die Herleitung ist wie folgt: Auf jedes Elektron wirkt die Lorentzkraft:
f=—e(E+7xB)
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Die Impulséanderung ist also

p=—e(E+— xB)—

3 |
RE k-]

Wir nehmen einen stationéiren Zustand an (also j unabhiingig von der Zeit). Mit der

Zyklotronfrequenz
eB
We = —
m
erhélt man in jeder Komponente:
0=—ek, —wepy — Pa
-
Pz

0= —eby +wep, — —
-

mit f: —en% erhalt man

UOEx = wchy + .796
UOEy = _Wchm + jy

Bei der Messung wird j, = 0 geregelt, also

WeT . B
Ey = - Jz = ——Jz
(o)) ne

Die Hall-Konstante ist also nach der Definition von oben

oL
ne

Z ng/ng
Li 1 0.8
Cu 1 1.5
Ag 1 13
Au 1 1.5
Mg 2 -04
Al 3 -0.3

Tabelle 7.1: Vergleich von berechnetem und experimentellem Ergebnis. (ny ist die Anzahl
der Ladungselektronen welche sich aus Messung von Ry ergibt und nyz die Anzahl der

Ladungselektronen, die sich aus der Valenzelektronenanzahl ergeben)
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Die Grokenordnung der Ergebnisse stimmt, dafiir kommt es oft zu einem falschen Vorze-
ichen. Haufig findet man auch eine B-Feld-Abhéngigkeit. Das Drude-Modell kann diese
Abhéngigkeit nicht erklaren.

Bemerkung w.7 ist ein dimensionsloses Mafs fiir die Stiarke des B-Feldes. Ist es sehr
viel kleiner als 27, dann konnen die Elektronen nur einen kleinen Teil der Kreisbahn
zwischen zwei Stofsen durchlaufen. Im anderen Fall (w.7 > 27) kann es viele Umlaufe

zwischen zwei Stofen geben.

Wechselstromleitfahigkeit

Das Feld ist diesmal

E(t) =R (Ew)e ™)
Die Bewegungsgleichung muss diesmal fiir Realteil und Imaginérteil erfiillt sein.
Go_P_.p

Wir setzen

Dies fiithrt uns auf

—lwp(w) = ) eE(w)
T
Mit j = —%7 kommt man auf
2 —
, nep(w ne E(w
sy ) _net Ew)

Dies ist eine Art Analogie zum Ohmschen Gesetz:
J(w) = o(w)E(w)

mit

Bemerkungen

(a) Ein zeitlich verénderliches elektronisches Feld ist eigentlich mit einem magnetischen
Feld verkniipft. Da die Elektronengeschwindigkeit aber klein genug ist, wird dies

vernachlassigt.
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(b) Wir setzen eine lokale Theorie voraus (dass also der Strom an der Stelle 7 nur vom
elektrischen Feld an der Stelle 7 abhéngt). Implizit setzen wir also voraus, dass [ viel
kleiner also die Wellenlénge des E-Feldes ist. Ansonsten wére eine nichtlokale Theorie

notig (die z.B. den anormalen Skin-Effekt beschreiben kann).

Sei also A > [. Die Maxwellgleichungen liefern uns:

D=p=0 E=_-—
\Y p V x T
. . . aD

VB =0 VXB:MOJ*’MOW

Setzen wir noch € = p = 1. Dann erhalten wir die bekannte Wellengleichung:

—

VXVXE = Vx(iwB) = iwpo(j—iwD) = iwpg(c—iweg) E = w?poeq (E + 1) E=-V’E
Wep
e(w)

Obwohl wir also alle anderen Einfliisse auf € vernachléssigt haben, erhalten wir doch eine

Art Dielektrizitatskonstante e(w) der Leitungselektronen. Insgesamt ist also

2 —

S w
~V?E = gg(w)E

Fiir groke Frequenzen (w7 > 27) ist

0o 0o
g = - ~ —-
1 —wr WT
also ) )
w ne
fw)y=1- - wr = ——
w gom

Ist w < w, dann ist € < 0. Somit ist keine Propagantion von elektromagnetischen Wellen

im Metall moglich.
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Abbildung 7.2: Verlauf von ¢(w) fiir hohe Frequenzen (wr > 27 oder A > [). Fiir w > w,
wird das Metall durchsichtig.

w < ck

wp

k

Abbildung 7.3: Dispersionsrelation im Drudemodell

Drude (A) exp (A)

Li 1500 2000
Ne 2000 2100
K 2800 3100

Tabelle 7.2: In vielen Metallen kommt es zu weiteren Beitrdgen zu €(w) neben den hier

besprochenen Drude-Termen.

£(w) besitzt fiir w = w, eine Nullstelle. Im einfachsten Modell schwingen dort das ganze
Elektronensystem kollektiv relativ zum festen Ionenhintergrund (welche wir als schwer

annehmen).
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N Elektronen

< >
|_+ | -
—+ | =
| 4 |~
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| T -
-+ | ~
< >
2 Tonen (ortsfest) "

Abbildung 7.4: Die Verschiebung fiihrt zu einer Polarisation.

Die Verschiebung fiihrt zu einer Polarisation
P = —nef

wobel n die Elektronenkonzentration ist. Dies fiihrt zu einem elektrischen Feld

—

- P ne
F=——=——7r
€0 €0

Die Bewegungsgleichung der Elektronen lautet dann

Neée?n
€0

,r—,’

Nmi = —NeE = —

also eine Oszillation mit der so genannten Plasma-Frequenz

n
Wwp =e, ] —
Eom

Diese Nullstelle in der dielektrischen Funktion ist genau die Frequenz einer logitudi-

nalen Eigen-Schwingung w;, (das ist allgemein bei dielektrischen Funktionen so). Bei den

Kristallen gab es zuséatzlich noch eine transversale Frequenz. Hier kann es diese nicht

geben (wie in jedem Gas), weshalb wy = 0. Die Energie dieser Eigenschwingung hw, liegt

im Bereich von 10 - 20 eV. Sie ist somit nicht thermisch anregbar, aber z.B durch Elek-

tronenbeschuss oder UV-Licht. Eine solche quantisierte Plasmawelle nennt sich analog

Plasmon (analog zu Photon und Phonon).
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7.2 Drude-Modell - Thermische Eigenschaften

7.2.1 Spezifische Warme

Nach der klassischen Gastheorie wiirden wir erwarten, dass ¢, = %k pro Freiheitsgrad,

also ¢, = %R pro Mol. Fiir einwertige Metalle z.B. wére

. 3
cp = CSltter + C]Elektron — 3R + §R

was aber nicht im Experiment beobachtet wird! Bei Raumtemperatur ist stets cFekiron ~ ().

Dulong-Petit gilt also auch bei Metallen!

7.2.2 Warmeleitfahigkeit

Es war nach Definition von oben
qg=—rVT

In einer einfachen Betrachtung wiirden wir annehmen:

ll
Kk = =lvgc,
3t
v ergibt sich tiber
o SkgT
/UO -
m
und fiir ¢, benutzen wir
Cy = Snk:
Y2

mit der Elektronendichte n wie fiir ein klassischen Gas. Eine hohe Warmeleitfahigkeit ist

auch mit einer hohen elektrischen Leitfahigkeit vereint. Wir betrachten also den Quotien-

2
w3 (K,
o pne? 2 \e
Fiir viele Metalle findet man bei Raumtemperatur auch genau das Wiedemann-Franz-
Gesetz:

ten:

n ¢
— = CONSt.
ol

Drude hatte sich um den Faktor 2 verrechnet und erhielt, dass diese Konstante ungeféahr
2.2 -107% WQ/K? ist. Obwohl seine Rechnung also falsch war, stimmt diese Konstante
gut mit der Wirklichkeit {iberein! Exakt 1asst sich die Konstante iiber die Sommerfeldsche

Theorie entwickeln: )
k
L="1 (—) ~ 2.44 - 1078 WQ/K?
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Drude lag deshalb so richtig, da er ¢, um den Faktor 100 zu grof annahm und dafiir v?
um den Faktor 100 zu klein. Der Fehler im Drude-Modell liegt darin, dass Elektronen

Fermionen sind und deshalb nicht Maxwell-Boltzmann verteilt sein konnen.

7.3 Sommerfeld-Modell

Die Probleme im Drude-Modell werden zum grofsen Teil beseitigt, wenn man statt der
klassischen Maxwell-Boltzmann-Statistik eine Fermi-Statistik auf das freie Elektronengas
anwendet. Weiterhin wollen wir freie und unabhéingige Elektronen annehmen (wie auch
im Drude-Modell) nur jetzt eben mit einer anderen Statistik. Dies nennt sich dann das
Sommerfeld-Modell (oder das Drude-Sommerfeld-Modell).

Um auf die Ergebnisse dieses Modelles zu kommen, miissen wir erst einmal den Grundzu-
stand eines Elektronengases betrachten. Dazu wéhlen wir 7" = 0 und betrachten N Elek-
tronen in einem Potentialkasten. In einem grofen System (im Bereich von 1 cm?, also einer
Anzahl von N ~ 10?3) spielen Oberflicheneigenschaften keine Rolle. Die Volumeneigen-
schaften sind unabhéngig von der Form der Oberfliche. OBdA koénnen wir also einen

Wiirfel der Kantenldnge L annehmen. Das Potential ist dann

L L
V= 0 —-5<zyz2<7%

oo sonst

Wir betrachten voneinander unabhéngige Elektronen, weshalb wir die Coulombwechsel-
wirkung vernachlassigen konnen. Zuerst werden also die Energiezusténde fiir ein einzelnes
Elektron berechnet. Dann werden diese Finelektronzustinde mit N Elektronen aufgefiillt
unter Beriicksichtigung des Pauli-Prinzips. Um die stationdren Zustdnde zu berechnen,
16sen wir die zeitunabhingige Schrodingergleichung;:

" () = Bv)

0 ) = 7

2m

fiir jedes Elektron im Inneren des Kastens. Wir verwenden periodische Randbedingungen

der Form
V(@ + Ly, 2) =9,y + L,z) =¢(x,y,2+ L) =¢Y(x,y,2)

und erhalten die Lésung mit V = L3:

1 R

Uil = e B

2m
welche normiert ist. 1;(7) ist ein Eigenzustand des Impulsoperators p = %V mit dem
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Eigenwert hk. Das Elektron in einem Zustand mit & hat also den Impuls hk. k ist also
der Wellenvektor der ebenen Welle, welche diesen Zustand reprasentiert. Die Wellenldnge

A ist gegeben durch
2w

IR
und entspricht genau der de-Broglie-Wellenlénge. Da die ebene Welle aufgrund der Un-
schirferelation bei festem k jedoch nicht lokalisiert sind, miissen wir Wellenpakete betra-
chten, um physikalische Aussagen machen zu kénnen. Die Randbedingungen erfordern

nur ganz diskrete Werte fiir k. Es muss

-

mit n,,n, und n, ganzzahlig. Damit muss auch E(k) quantisiert sein. L ist jedoch meist
so grofs, dass die k und damit auch die E-Werte sehr dicht liegen (aber nicht bei kleinen

Teilchen - also Nanostrukturen).

— 1T "
o o o o' ol o o o>
It k.
e o o o o o e o
o
L
e o

Abbildung 7.5: Eine Art reziproker Raum entsteht.

Jeder k-Wert nimmt ein Volumen von (2%)3 ein. Die Zustandsdichte ist also
dN Vv
Z(k) = — = —
(k) dk 83

Jeder k-Zustand kann nach dem Pauli-Prinzip mit 2 Elektronen (beide Spins) besetzt
werden. Diese k-Zustdnde werden sukzessive mit steigender Energie mit den N Elektronen
"aufgefiillt”. Da die Energie proportional zu k2 ist, entsteht eine Art Fermi-Kugel fiir grofie
Werte fiir N. Der Radius dieser Kugel heifst kp oder Fermi-Wellenvektor. Die Anzahl der
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erlaubten k-Zustidnde innerhalb der Fermi-Kugel ist

471']{33 V (1/3)
2 5 87?3_N: kf—(?mn)

mit der Elektronendichte n = £. Die Oberfliche dieser Kugel (die Fermifléiche) trennt im
Grundzustand die besetzten Zusténde innerhalb der Kugel (k < ky) und die unbesetzten
Zusténde auberhalb (k > k). Im Allgemeinen fiir Elektronen im periodischen Potential
h2k§

die

Fermienergie. vy = 7 ist die Fermi-Geschwindigkeit und T = 7 die Ferml-Temperatur
-3

des Gitters ist dies keme Kugel mehr. Man nennt 1k den Fermumpuls und By =

(die es natiirlich nicht wirklich einnimmt). Fiir Kupfer ist z.B. n im Bereich von 10%* cm
und damit k; ~ 1.4 - 10® cm™! (also im Bereich der Gitterkonstante reziprok). Die Fer-
mienergie liegt im Bereich von 7 €V und damit sind die Fermi-Geschwindigkeit und die

Fermitemperatur sehr groft (weit tiber der Schmelztemperatur).

Die Energie des gesamten n-Elektronensystems ist dann

h2k2
E=2 Z o

k<kf

Wir benutzen, dass fiir eine glatte Funktion F'(k) gilt:

873
S0 = g SO A==
Fiir ein unendlich grofes Volumen wird Ak sehr klein und wir gehen iiber zum Integral
F(k)
5 20~ [ S5 a

Mit diesem Trick erhalten wir also:

E 1 4 oR 1 n2k;
V4’ k<k; om w2 10m

Die Energie pro Elektron im Grundzustand ist also

3
E = —kT,
i

mit der Fermitemperatur Tx. Dies ist also viel grofter also die im klassischen Gas vorhan-
dene Energie 3/2kgT.
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7.3.1 Ein-Elektronen-Zustandsdichte

Sei D(F) die Ein-Elektronen-Zustandsdichte, also die Anzahl der 1-Elektronen-Zustéinde
zwischen F und E + dE dividiert durch V. Mit der Zustandsdichte im k-Raum

v
Z(k) = —
erhalt man
DE)AE =~ 2 Z(F) di =2t 4mk? qk = 2m 3E
By b= LA db =gt de= o\ e
pin

>

E
Verlauf der 1-Elektronen-Zustandsdichte

Die Ein-Elektronen-Zustandsdichte sagt nichts dariiber aus, welche Zustdnde wirklich
besetzt sind, sondern nur, in welcher Dichte die Zusténde bei einer Energie E auftreten

kénnen. Speziell fiir £ = Er erhidlt man

mky 3 n

FL27T2 2EF

D(Er) =

Die Elektronen im Inneren der Kugel miissen um Energien im Bereich der Fermienergie
(sehr grof) angeregt werden, um ein unbesetztes Niveau zu erreichen. Deshalb kénnen

dies nur die auBersten Elektronen machen.
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7.4 Thermische Anregungen im freien Elektronengas:

Fermi-Dirac-Verteilung

Jeder stationére N-Elektronen-Zustand kann beschrieben werden durch Angabe, welche
der Ein-Elektronen-Zustinde besetzt sind. Die Funktion f¥ gibt die Wahrscheinlichkeit
an, dass sich ein Elektron im i-ten Ein-Elektronen-Zustand befindet, wenn sich das N-

Elektronen-System im thermischen Gleichgewicht befindet. Sie ist gegeben durch

1
N = e (Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion)
e kBT +1

w1 ist das chemische Potential mit = Fy1 — Fy, d.h.

oF

= F=U-T
N U-TS

I

V,T

mit der freien Energie F' und der Teilchenzahl N. Die Fermi-Dirac-Verteilung legt bei
gegebenem 1 und 7' die Teilchenzahl fest.

N=>fN
Meist sind 7" und N fest und p kann aus dieser Gleichung berechnet werden.
Diskussion Jeder Ein-Elektronen-Zustand kann beschrieben werden durch
i = (g, Ny, Ny, M)

Die Energie E; ist im Fall ohne Magnetfeld unabhéngig von my:

27.2
B = hek
2m
Im Grundzustand ist nach Definition
F 1 E(k)<E;
"o EMk) > E



Wir schliefsen daraus, dass

li =F
Tlg}) H F

In Metallen gilt sogar bei Zimmertermperatur y ~ Ep, deshalb wird héufig zwischen p
und Er nicht unterschieden. Konzeptionell ist dieser Unterschied aber wichtig.
Da sich in einem Volumen von ungefihr 1 cm? sehr viele Ein-Elektronen-Zustéinde befind-

en, kann F(k) als kontinuierlich angenommen werden. Man schreibt deshalb

1
f(E> - (E—p)
e kT + ]_
T T T T T T T
1,0 -
0,8 - -
~~ 0,6 | —
LLl
N—"
y—
04 .
02| —
— 0K
= 300K
= 600K
1200 K
0,0 | | | | L
-1,0 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4
E - Ec(eV)

Abbildung 7.6: FD-Verteilung fiir verschiedene Temperaturen.

Mit der Zustandsdichte D(FE) ergibt sich die Anzahldichte dn im Intervall (E, E + dE):

dn = n(E) dE = D(E)f(E) dE

Abbildung 7.7: Anzahldichte

Das Integral ist dann

/n(E) dE = n
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Im klassischen Grenzfall der Fermi-Dirac-Verteilung ist entweder 7T fest und N klein
oder N fest und T' grofs. Man erhélt dann im Grenzfall wieder die Maxwell-Boltzmann-

Verteilung:

7.5 Spezifische Warme im Sommerfeld-Modell

Vom Grundzustand 7" = 0 erhShen wir 7. Wie man an n(F£) sieht, werden dabei nur
die Elektronen im Bereich kT um Ep thermisch angeregt. Jedes erhalt im Mittel die

Energie kgT'. Die gesamte thermische Energiedichte

und damit die spezifische Warme:

du
oy = 35 A 2k*D(Er)T

oder mit D(EF) eingesetzt:

n T
= 3k>—T = 3nk—
Cy 3 EF 3n TF

Im Gegensatz zum Modell mit dem freien Elektronengas ist ¢y hier linear in 7" und
ungefahr um den Faktor 100 kleiner bei Raumtemperatur. Die genaue Rechnung fiihrt zu
2

v = %kQD(EF)T

genauer
u :/ ED(E)f(F) dE n :/ D(E)f(E) dE
0 0
fiihrt mit einer Sommerfeld-Entwicklung in 1. Ordnung auf das Ergebnis:
2

u= / " ED(E) AB+ T (ks TV (uD' (1) + D(w)) = / " D(E) aB+ T (kYD (1)

1 unterscheidet sich in der Ordnung (%)2 von Ep, weshalb wir auch schreiben konnen:

2

u = /EF ED(E) dE+ Ep(u— Er)D(EFR) + %(k’BT)Q(EFD’(EF) + D(E)

n= [ D(E) A+ (i — Ep)D(Er) + %Z(kBT)QD’(EF)
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Die ersten Terme von u und n beschreiben die Grundzustandswerte. Bei konstantem
Volumen ist der gesamte Term in n aufser dem Integral Null. Wir haben also eine Bes-

timmungsgleichung fiir p erhalten:

» D'(EF)
D(EF)

7T2
o= EF - F(k‘BT)

Fir freie Elektronen erhalt man

7T2 ]i]BT 2
=FEp|l——=|—
v (15 ()
also eine sehr geringe Temperaturabhéngigkeit. Bei Raumtemperatur ist dies in typischen
Metallen nur 0.01 %. Wir erhalten also jetzt in guter Ndherung

w = / " ED(E) B + %Q(kBT)QD(EF)

und da der erste Term den Grundzustand beschreibt erhilt man bei der Ableitung nach
T:

7T2
cy = ngD(E)T =T

Bei tiefen Temperaturen (7' < ©p) setzt sich ¢y zusammen aus dem fiir die Elektronen
und dem des Gitters:
cy =~T + BT?

Der Vergleich der gemessenen « und des theoretischen ~ fithrt auf D(Er)/D(EF)gei-

yin 1073y 2

mol K2 e
Na 1.38 1.26
Cu 0.69 1.37
Au 0.73 1.14
Fe 4.98 10
Na 7.0 15.3

Die Ursachen fiir die Abweichungen liegen in der Elektronen-Phononen-Kopplung und

den Korrelationen in nichtabgeschlossenen d-Schalen.
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7.6 Transporteigenschaften im Sommerfeld-Modell

Das Sommerfeld-Modell entspricht dem Drude-Modell des freien Elektronengases unter
Verwendung der Fermi-Dirac-Statistik. Die Wellenpakete bestehen aus Elektronenzustén-
den. Aus der Ortsunschérfe und mit Ap << hk; folgt Az = Aip >> é ~ Atomabstand.
Die Elektronen diirfen also nicht auf atomarer Skala lokalisiert sein. Die Streuprozesse

bleiben also auch im Sommerfeld-Modell unklar.

1 ne?r

_ 1 2 _ 2 12T _ 2 : _
Ausgehend von k = ;C, 703, C, = 5nk o7 Ep = ;mvg sowie 0 =

die Warmeleitfahigkeit

erhalten wir fir

Definition Wiedemann-Franz-Gesetz
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Kapitel 8
Elektronen im periodischen Potential

Bisher wurden freie und unabhéngige Elektronen betrachtet. Nun betrachten wir unab-

hangige Elektronen im periodischen Potential in folgenden Schritten:
(1) Elektronen im statischen Potential der Ionenriimpfe.
(2) Elektronen und Gitterdynamik.

Wir haben ein periodisches Potential
U <F+ ﬁ) — U (7)

wobei R ein Gittervektor ist. Wir betrachten dies als ein effektives 1-Teilchenpotential.
Dieses Pseudopotential ist ndtig, da ein Elektron, welches zwischen den Atomriimpfen
sich bewegt ein anderes Potential erfahrt als ein Elektron das sehr dicht an den Riimpfen

entlang geht.

8.1 Bloch-Zustande

Die Schrodingergleichung fiir ein Elektron ist
Hp=|—-—— U =F
o= (-5 V*+U@) v =0

Unabhéngige Elektronen, die dieser Gleichung geniigen, sogenannte "Bloch-Elektronen”,

entsprechen den Losungen zu den sogenannten "Bloch-Zustdnden”.
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Bloch-Theorem Die Eigenfunktionen der 1-Elektronen-Schrodinger-Gleichung sind von

der Form
Yz () = ei’;’?un,; (7) V Gittervektoren R : u, 7 (7 + R) = u, 7 (7)

Dies ist eine ebene Welle mit einer Amplitude, die mit der Periodizitat des Gitters rdum-

lich moduliert ist.

Also
i (F+ R) = ¢ 1(R)
Die erlaubten k—Werte folgen aus den Randbedingungen (wieder periodisch): Kirstallvol-

umen ist Teiler des Gitters mit den fundamentalen Gittervektoren @; und Ny-Ny-N3 = N

Einheitszellen.
Vo (74 Nitti) = 7 (F) €™M = o) (7)
Dies ist das Bloch-Theorem.

k lisst sich als Linearkombination der fundamentalen reziproken Gittervektoren (G:)

schreiben:
k= $1§1 + 17252 + ZE3§3 g; : (i}' = 27’(’(5@'
Wegen
N = ey gy = D0 m; € Z
i Nz i
gilt
3 m.
F=S 2y
2w
- 1 1 1
AE= =g (= x —7
N, g1 (N2 92 N393)
]_ — — —
= — . X
N g1 (G2 X g3)
Volumen der Einheitszelle des reziproken Gitters
1 (2m)°
N w
B (2n)?
SV
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Dies ist ein Parallelepipel mit Kantenlédngen N%| gi| und v ist das Volumen einer Einheit-
szelle und V' das Volumen des Kristalls.

Die Anzahl der erlaubten k-Zustiinde in einer Einheitszelle des reziproken Gitters entspricht
der Zahl der Einheitszellen im Kristall.

(2‘7;)3 ist identisch mit dem Resultat fiir freie Elektronen, d.h. die

Zustandsdichte im k-Raum fiir Bloch-Zustande ist dieselbe wie fur freie Elektronen.

Bemerkung Ak =

Beweis des Bloch-Theorems Ausgangspunkt: U(7) sei gitterperiodisch, Fourier-Reihe
Ur)=>, U@eiéF mit Fourier-Koefizienten
el

— / e (7) dF

(%
v

Die Potentielle Energie ist bis auf additive Konstanten bestimmt und so gewéahlt, dass

der Mittelwert von U iiber v verschwindet, also

Weiterhin U(r) = U*(F) = U_g = U}. Fiir Kristalle mit Inversionssymmetrie (d.h.
U(r) = U(=7)) folgt Us = U} , also reelle Fourier-Koeffizienten (Rechnung ist sonst
komplizierter, liefert aber das gleiche Ergebnis).

Wir entwickeln nun (7, also die gesuchte Losung, nach ebenen Wellen

v(F) = >

k durch Randbedingung erlaubt

Fourier-Reihen fiir ¢)(7) und U(7) in Schrédingergleichung fiir 1 Elektron einsetzen liefert

fiir die kinetische Energie

h?
2m

h? o
2 _ 2, k7
\Y w(f‘) = Z %k’ Ci€
2
und fiir die potentielle Energie
U = > Ugege G007 = 3 Ugep_ge™
Gk
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Wobei wir hier einen "Index-Shift” k — k — G gemacht haben. Weiterhin kénnen wir dies

annehmen wegen 3" = 3 da G ein reziproker Gittervektor. Einsetzen in die Schrodinger-
E k-G
gleichung mit G — G liefert

ik h?
D et <%k2 — E) G+ Y Ugcig| =0

— —
G/

Da dies fiir alle Ortsvektoren dies gelten muss folgt

h2
(%kQ — E) CE —+ Z UG‘,CE_C—T,', =0
el

—

Die Anderung der Variablen kE— k— G, wobei G so gewdhlt wird, dass k in der
1. Brillouin-Zone liegt, entspricht G -G -G.

R /o 2
<% <k - G) - E) g+ Uaatpa =0
Gr

Dies ist die Schrédingergleichung im k-Raum. Mit gegeben k in der 1. Brillouin-Zone
sind nur solche Entwicklungskoeffizienten von ¢ (7) verkniipft, deren Wellenvektoren sich
um reziproke Gittervektoren unterscheiden. Zu jedem k gibt es unendlich viele Losungen
(so viele wie es reziproke Gitterpunkte gibt). Die Anzahl der erlaubten k—Werte in der
1. Brillouin-Zone ist NV, unabhéngige Losungen fiir jedes k. Damit ist die Darstellung der

Wellenfunktionen gegeben durch
W) = epe™
E

wobei die Summe tiber /;, k— é, k— é’, k—G" geht.

Dies ist eine Gitterperiodische Funktion als Fourier-Reihe iiber reziproke Gitterpunkte,

damit ist das Bloch-Theorem bewiesen.
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Bemerkungen zum Bloch-Theorem

(a)

Bedeutung des Bandindex n: Zu jedem k gibt es unendlich viele verschiedene Lo&-
sungen (so viele wie reziproke Gittervektoren). Es existieren diskrete Eigenwerte
E(IZ) zu gegebenem k; k kann jedoch selbst als kontinuierlich aufgefasst werden (fiir
makroskopische Kristalle). Man schreibt dann E, (k).

Bedeutung von k: Im Sommerfeld-Modell fiir freie Elektronen war hk der Impuls. Die
Blochzustéande sind allerdings keine Eigenzustdnde des Impulsoperators. Ak kann also
nicht dem physikalischen Impuls entsprechen. Deshalb nennt man ihn Quasiimpuls

oder Kristallimpuls.

k kann wie immer auf die erste Brillouinzone beschriinkt werden. Falls &’ nicht in
der ersten BZ liegt, so lasst sich ein Gittervektor G wéhlen, so dass k=K —Gin
der ersten BZ liegt. Falls das Blochtheorem fiir K giiltig ist, dann auch fiir k. Die
Anzahl der erlaubten k-Werte ist N (also die Zahl der Einheitszellen im Kristall).
Das urspriingliche Problem zerfallt in N unabhéngige Probleme. Die Lésungen sind

periodische Funktionen mit
s = Uui(M) B e = Eug

Diese Losungen sind die verschiedenen "Bénder” des Kristalls (Bandstruktur). Die
E,(k) = E, ; sind die Energiebénder.

Den Grundzustand von N Bloch-Elektronen entsteht wieder wie im Sommerfeld
durch Auffiillen der Ein-Elektronen-Zustéinde mit steigender Energie, bis alle Elek-
tronen aufgefiillt sind. Die Fermifliche ist wieder die Flache konstanter Energie Ey im
k-Raum. Sie trennt die besetzte Energie von den unbesetzten Zustinden (fir T = 0).
Bei einem anwesenden periodischen Potential kommt es i.A. zu Liicken zwischen En-
ergiebandern. Falls ¢ innerhalb einer oder mehrerer Bander liegt, ist das Material

ein Metall - ansonsten ein Isolator.

8.2 Elektronen im schwachen periodischen Potential

Die Begriindung, warum man viele Metalle iiberhaupt so beschreiben kann (obwohl es sich

um starke Coulomb-WW handelt) ist, dass die Elektronen aufgrund des Pauli-Prinzips

einen gewissen Abstand haben miissen und dass die groffe Anzahl an Elektronen das

Ionenpotential abschwécht.
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8.2.1 Voriiberlegung

Zunichst betrachten wir ein periodischen Potential, welches immer Null ist. D.h. alle

Uz = 0, aber gitterperiodisch. Dann ist
) = 3 ez o0
G

wobel

Mit der Abkiirzung

erhalt man

(E,S_@ —E)c_ =0

Entweder sind also die c;_s oder die Energiedifferenz Null. Falls es keine Entartung gibt,
gilt dies nur fiir einen reziproken Gittervektor. Die Losungen sind dann fiir E,(;), a= E
gegeben durch

¢E x ez(k—G)r

Falls Entartung vorliegt fiir bestimmte E, also

0O _..._po .
E. g = E; G,

fiir verschiedene G-Gittervektoren gibt es auch m unabhéngige Losungen. Jede Linear-
kombination von entarteten Losungen ist ebenfalls eine Losung. Die Konstanten c;_g.
konnen frei gewahlt werden. Fiir alle Gittervektoren, welche nicht solch einem le entsprechen,

sind die Konstanten Null.

8.2.2 Mit schwachem Potential

Im Bereich der Entartungsstellen ist

B ._F |§U G =G,
M s U G236,

Dies sind dann m Gleichungen von unendlich vielen:
0 — § : 5 Ce
(E - EE—G‘1> Cl‘c’ié‘ — U /—Gcka/
el
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I
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I
- Gi

Der Grund fiir die Aufspaltung ist, dass fiir die {ibrigen G F# G gilt:

und dann folgt:

Wir setzen dies in die Gleichung von oben ein und erhalten:

. . Ua-aVs-a
0 _ —Gi— G-
(B —Ep_g)ca, = Z Ug,_¢,%%-¢, T Z T_ EQJ — | G-¢,
j i \@=d, k-d
Der zweite Term ist dabei vernachldssigbar. Bei Nichtentartung setze m = 1 in der

Gleichung. Dann ist U@r@ = 0 und die Energieverschiebung im nichtentarteten Bereich

liegt in O(U?) und ist vernachlissigbar.

Fazit: Im schwachen periodischen Potential werden in erster Ordnung Storungstheorie

nur die Energien der fast entarteten Zusténde gedndert, nicht die der nichtentarteten.

Anwendung: Elektronen-Zustinde zweifach entartet Hier ist also m = 2 und wir

miissen zwei Gleichungen betrachten:



Wir wahlen die Abkiirzung ¢ = k— él und G = ég — C_jl und erhalten

Es ist Eg = Eg,_ 5 genau dann wenn |7l = |7 — G |, was genau die Bragg-Bedingung ist.

=y

—

qG

Das schwache periodische Potential beeinflusst hauptséchlich die Elektronen-Zustéande,

deren Wellenvektor die Bragg-Bedingung erfiillt. Als Losung erhélt man

1 0 0 1 0 0 2
B=(By+EL )+ \/Z (By - B2 4) + Ugl

also eine Aufspaltung der freien Elektronen-Zustinde am Zonenrand, d.h.
E=E}+ |Ug
Die Losungen fiir die ¢ erfiillen:

cg = EsignUscr_a

Falls Uz < 0, ist
1/1(7?) o 6iGF/? + e—iGF/2

und ) :
| (7)]? o cos® 5@7 |9 (7)]? o sin? 5@?

EY=FE)—|Usl E =E]+|Ug

Die Bezeichnung ist deshalb so herum, da sich an den Entartungsstellen stehende Wellen
mit genau dieser Verteilung ergeben, deren Bauche der Elektronenverteilung entweder

grofs bei den Tonen ist oder klein und sich damit eine Aufspaltung in E* und E~ ergibt.
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Ladungsband LB
Energieliicke E, (= 2|Ug|)
Valenzband VB

Abbildung 8.1: Energiebéander des Isolators

A
G ¢
0 G q

Wegen dieser Bandliicken ergeben sich Bandstrukturen, die sehr unterschiedliches Ver-

halten ergeben. Es ergeben sich folgende Félle:

Fall 1: Gewisse Zahl von Béndern ist vollstandig gefiillt, andere vollstdndig leer (notwendig
ist eine gerade Zahl von Elektronen pro Elementarzelle, da jeder Zustand nach dem
Pauli-Prinzip mit zwei Elektronen besetzt werden kann). Leere Bander kénnen nicht
zum Strom beitragen und in den vollstandig gefiillten Bander kénnen die Elektronen

nicht ihre k-Werte andern. Es handelt sich also um einen Isolator.

Falls die Energieliicke F, im Bereich von kg7 liegt, konnen Elektronen thermisch
vom Valenzband ins Leitungsband angeregt werden. Ein Stromtransport ist also

moglich ("Eigenleitung”).

Fall 2: Gewisse Zahl von Béandern ist teilweise gefiillt. Nicht besetzte Zusténde liegen
energetisch dicht zu den unbesetzten (im Bereich der Fermienergie). Dies entspricht
gerade einem Metall. Bei zum Beispiel einem Valenzelektron pro Elementarzelle
ergibt sich ein halbgefiilltes Band (das ist der Fall bei z.B. Alkalimetallen). Aber:
Kristalle mit einer geraden Anzahl von Valenzelektronen pro Zelle sind nicht notwendig
[solatoren, denn F (l;) ist im Allgemeinen richtungsabhéngig. Es kommt zu einem
Bandiiberlapp. Beispiele sind Be, Mg, Ca, Sr und Ba. Die elektrischen Eigenschaften

werden weitestgehend durch Fermi-Flachen bestimmt.
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8.3 Brillouin-Zonen und Fermi-Flachen

Die 1. Brillouin-Zone entspricht der Menge aller Punkte im E—Raum, die man vom Ur-
sprung aus erreichen kann, ohne eine Bragg-Ebene zu iiberschreiten. Die n-te Brillouin-
Zone ist allgemein die Menge aller Punkte, die man vom Ursprung aus erreichen kann,
indem man genau n— 1 Bragg-Ebenen iiberschreitet. In jeder Brillouin-Zone gibt es Platz
fir N k-Vektoren und damit fiir 2n Elektronen. Alle Brillouin-Zonen haben den selben
Flacheninhalt. Die Fermiflache (also die Trennung zwischen unbesetzten und besetzten
Zustéanden) kann ganz in der ersten Brillouin-Zone liegen - oder Teile der Fermi-Fléche
kénnen in héheren BZ liegen. Dies hangt ab von der Elektronendichte. Z.B. bei einwer-
tigen Metalle liegt die Fermiflache in den allermeisten Fillen ganz in der ersten BZ (z.B.
bei Alkalimetallen).

Qualitative Eigenschaften der elektrischen Struktur fiir Elektro-

nen im periodischen Potential

(1) An Zonengrenzen treten Energieliicken auf (wie oben berechnen).
(2) Fermi-Fliche durchtritt als Fliche konstanter Energie E(k) die Zonengrenze senkrecht.
(3) Das periodische Potential rundet die scharfen Ecken und Kanten der Fermifldche ab.

(4) Das von der Fermiflache umschlossene Volumen héngt nur von der Elektronenkonzen-

tration ab und ist unabhéngig vom genauen Verlauf des periodischen Potentials.

Bestimmung von Fermi-Flichen
e Verhalten im Magnetfeld: Quantenoszillationen
e Photoelektronenspektroskopie

Wir betrachten die Zustandsdichte fir Bloch-Elektronen

Zahl der erlaubten k-Zustinde im n-ten Band zwischen E und E 4+ dE

D, (E) dE = 2-
(E) >

Das Produkt aus Zustandsdichte im k-Raum % und dem Volumen der Energieschale E,,

die zwischen F und F + dE liegt ergibt die erlaubten k-Werte im n-ten Band:

2V .

D, (F)dE = ——— dk
( ) Vv 87T3 Schale
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Damit ist

D (E)—/ ds 1
! Su(B) 477 |V B, (k)]

Dabei ist S, (E) die Fliche konstanter Energie E, (k) = E in Einheitszelle des k-Raums,
z.B. die 1. Brillouin-Zone. Dies ist analog zu der Zustandsdichte bei den Phononen. Sind
die Bander sehr flach, dann ist die Zustandsdichte hoch - sind sie umgekehrt steil, so ist

die Zustandsdichte niedrig.

8.3.1 Experimentelle Bestimmung der elektronischen Zustands-
dichte

De Haas-van Alphen Es finden Osrzillationen in der magnetischen Suszeptibilitéit als

Funktion des Magnetfeldes statt. Die Periodizitiit liegt hierbei in %, es ist also

B
1 2me 1
Al =) =——
(B) WA
Dabei ist A; die extremale Querschnittsfliche des Fermikorpers, welche senkrecht zu B
steht.

Photoemissionsspektroskopie Bei dieser Messmethode wird der Photoeffekt genutzt.
Es werden Elektronen im Festkorper angeregt (z.B. mit UV-Licht). Diese ausgelosten

Elektronen besitzen danach noch eine kinetische Energie.
Abbildung 8.2: Energiediagramm bei der Photoemissionsspektroskopie

Die Energie des einfallenden Photons Aw regt ein Elektron an, welches zuerst den Rest
zur Fermi-Energie (die Bindungsenergie Fg) und dann noch die Austrittsenergie ¢ tiber-

winden muss.

Fxin = hw — ¢ — Ep

Die Messung des Spektrums D(Ey;,) gibt Abbild der Verteilung der besetzten Zustédnde
D(Eg). Bei ihrem Weg nach oben an die Oberflache wechselwirken die Elektronen stark
mit dem Festkorper (inelastische Streuprozesse). Dies fithrt zu einem Untergrund bei der
Messung. Es ist deshalb nur moglich die Oberfliche zu untersuchen (bis zu 5 A) Das hat
zwar den Vorteil, dass man damit Materialien an der Oberfliche untersuchen kann - der
Nachteil ist aber, dass die Oberflichen sehr sauber sein miissen (nur moglich im UHV).

Der Name andert sich je nach der benutzen Lichtquelle. Man unterscheidet zwischen
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UV-Licht (UPS im 10 eV-bereich), Rontgen (XPS oder ESCA im 1000 eV-Bereich) und
Synchrotronstrahlung. Man kann die Messung auch winkelaufgelost machen (ARUPS).

8.4 Naherung fiir stark gebundene Elektronen (Tight
Binding)

Bisher betrachteten wir "fast freie” Elektronen. Im Folgenden wollen wir den anderen
Grenzfall betrachten: stark gebundene Elektronen. Wir nutzen dazu ein schon bekan-
ntes Verfahren (siehe Kapitel 1): die Superposition von Atomeigenfunktionen (LCAO).
Beispiele wiren die d-Elektronen im Kupfer oder kristalline Isolatoren oder amorphe Fes-

tkorper.

Abbildung 8.3: Die einzelnen Energieniveaus wechselwirken miteinander. Es kommt zu

einer Aufspaltung in Bénder.

Wir nehmen an fiir isolierte Atome sei die Schréodingergleichung gelost:

mit der Kernposition R und der Position 7 des Elektrons e~. Die E,, entsprechen dann
den atomaren Energieniveaus. Wir benutzen wieder die Einelektronenndherung (also be-
trachten unabhéngige Elektronen). Der Hamiltonoperator fiir ein Elektron am Atom im

Potential aller Atome ist dann gegeben durch:
h? - ~
H=H,+V = —2—v2+VA(F_Ri)+V(F_Ri)
m

dabei ist V4 das Potential des isolierten Atoms. Wir wollen annehmen, dass V' klein
gegeniiber V), ist. Dieses Storpotential ist dabei gegeben durch die Summe der atomaren

Potentiale aller anderen Atome.
V(= R) =Y Va(i — R))

Fiir Elektronen im Kristall macht man eine Naherung fiir die Wellenfunktion und schreibt

sie als Superposition der Atomeigenfunktionen:

%JQ = Z a;on (7 — ﬁz)

i
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Wir wollen weiterhin annehmen, dass es sich dabei um eine Blochzustandsfunktion han-

delt - wir also schreiben konnen:
Ppi = Z eikRi‘pn(F_ R;)

Der richtige Energiecerwartungswert kann nach Naherungsmethoden abgeschatzt werden:

f(b* *H(bnié dr

Bl = g ar

Der Nenner ergibt
[ st ar = T [ i R - ) a7
12

In der Niherung, dass ¢ stark lokalisiert ist (also kein Uberlapp mit Nachbarn méglich

ist) erhélt man:

—Zgon — R)on(F— R;) di = N

wenn N die Anzahl aller Atome ist. Damit ist die Abschétzung:

B) < L ST R R-R)) 3 3 Vo (F— B dF
ACES DI Pr ("= Ry) (B + V(' = Ri))pn(r = Ri) dr
]

Wieder vernachlissigen wir den Uberlapp zwischen den Atomen (bei der Energie) und
betrachten bei der Stérung nur den Term zu den néchsten Nachbarn.

Wir fiihren folgende Abkiirzungen ein:

Dies entspricht der Verschiebung des Energieeigenwertes durch Potentialinderung durch
Nachbarn.

Dies entspricht der Energieinderung durch Uberlapp der Wellenfunktion mit Nachbarn.

Man erhalten dann mit den Néherungen

Eo(k) < By — A= Bje™ )

J
Wegen V' < 0 ist A > 0 (es kommt also zu einer Energieabsenkung gegeniiber dem
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isolierten Atom). Nur der B-Term ist noch abhéngig von k. Deshalb ist B ein Maf
fiir die Bandbreite. n ist der Bandindex und entsteht aus Quantenzahlen der atomaren

Energieniveaus. Fiir ein kubisches Gitter und S-Wellen erhélt man zum Beispiel
E,(K) < B, — A — 2B(cos kya + cos kya + cosk,a)

An diesem Beispiel wollen wir ein paar Eigenschaften diskutieren:

e Die Bandbreite ist gegeben durch den B-Term. Die Breite ist umso grofer, je grofser

der Uberlapp ist (Bénder weiter weg vom Atom spalten also mehr auf).

e Fir kleine Werte von k erhélt man
B, (k) o« K

also das selbe Ergebnis wie fiir freie Elektronen.

e Jeder Zustand ist (aufgrund der Spins) durch zwei Elektronen zu besetzten. N
Atome fiihren also zu 2N Elektronen in Béndern. Eventuell kann es aber auch zu
einer Authebung der Spinentartung kommen. Es kommt dann zu Zustdnden, bei

denen Spin-oben und Spin-unten in verschiedene Unterbénder getrennt vorliegt.
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Kapitel 9

Halbklassische Dynamik von

Kristallelektronen

Es wird das Verhalten von Bloch-Elektronen in dufseren Feldern betrachtet. Dabei stellen

sich zwei Fragen:

(a) Wie ist die Natur der Stofe?

(b) Wie verhélt sich die Bewegung zwischen den Stofsen?

Zu Frage a) Die Elektronen werden als Eigenzustdnde des periodischen Potentials
nicht an Ionen gestreut, die auf reguldren Gitterplidtzen sitzen. Das bedeutet, dass die
Leitfahigkeit eines perfekten periodischen Kristalls unendlich ist.

Die Ursache fiir elektrischen Widerstand in Metallen sind Abweichungen von der Git-
terperiodizitdat. Dies konnen Gitterfehler oder Verunreinigungen sein. Gitterschwingun-
gen konnen ebenfalls Abweichungen von der Periodizitdt sein und fungieren dann als

Streuzentren.

Zu Frage b) Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die halbklassischen Be-

wegungsgleichungen.

9.1 Halbklassische Bewegungsgleichungen

Wellenpaket von Bloch-Zusténden, die alle im gleichen Band n sind:

U,(7t) = Y g(R) W, p(Penit
g

&3
—

el
N>

mit Wi = —
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g(K') ~ 0 fiir |k — K'| > Ak. Dabei sind k und 7 der mittlere Wellenvektor und die Lage
des Wellenpakets.

Es soll dann gelten: Ak << ko ~ %’r, wobei kg der Durchmesser der ersten Brillouin-Zone
und a die Gitterkonstante ist.

Wegen Ar- Ak ~ 1 folgt Ar ~ Aik >> qa, d.h. das Wellenpaket aber nicht die Gitterzellen

sind ausgedehnt.

\

a fg Sag+Ar 10a 15a
X

| Von aussen angelegtes Feld |

Abbildung 9.1: Halbklassisches Modell

Im halbklassischen Modell variieren die elektrischen und magnetischen Felder nur langsam
iiber die Ausdehnung des Wellenpakets. Die dufteren Felder sind klassisch, das periodische
Potential ist quantenmechanisch.

Die mittlere Geschwindigkeit eines Elektrons im Blochzustand W : ist

To(k) = Viw

n

1 ,
i = 7 Vilu(k)

Die Bandstruktur beschreibt jedes Bloch-Elektron durch 7, /5, n.

Fiir die Anderung von 7, l;, n in dukeren Feldern E und B soll gelten:

(1) Bewegungsgleichungen

(2) Der Bandindex n bleibt konstant (Interbandiibergéinge werden vernachléssigt).
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(3) Der Wellenvektor k ist nur definiert bis auf den reziproken Gittervektor G.

(4) Fiir die Gleichgewichtsverteilung der Elektronen in den Béndern gilt die Fermi-Dirac-
Verteilung.

Bemerkungen Die Bewegungsgleichungen in jedem Band haben dieselbe Form wie die

freier Elektronen, aber ER(E) #+ h’2 7];2. Der Quasiimpuls hk ist ungleich dem Impuls.

Fiir freie Elektronen tritt eine Anderung des Impulses durch die Gesamtkraft auf die

Elektronen auf.

Fiir Bloch-Elektronen tritt eine zeitliche Anderung von Ak nur durch die Kraft der dukeren
Felder auf. Das periodische Potential steht bereits in B, (k).

Folgerungen aus den halbklassischen Bewegungsgleichungen Volle Bénder tra-

gen keinen Strom. Die elektrische Stromdichte ist

. dk _ - dk 1 -
J = —6/ _U(k) = _B/BZZL_ﬂﬁV’;E(k) =0

Da allgemein gilt: [,V f(Z)dZ = 0 fiir jede in Z periodische Funktion.

Fiir die elektrische Leitfahigkeit sind nur teilweise gefiillte Bander wichtig.

Elektrisches Feld Wir betrachten ein rdumlich konstantes, statisches, elektrisches

Feld.
ebt

h
Nach der Zeit ¢ &ndert sich & fiir jedes Elektron. Trotzdem gibt es keinen Transport in

k(t) = k(0) —

einem vollen Band.
j'oc U, aber U ¢ k fiir Bloch-Elektronen.

o(k) = sViE (k), B(k(t)) oszilliert zeitlich. Diese Oszillation nennt sich Bloch-Oszillation.
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Bild ein-
fiigen

| v(k) — E(K) |

Magnetisches Feld Das Feld ist rdumlich und zeitlich konstant.

Bewegung im k-Raum:

/; 1B = Komponente von k parallel zu B konstant

k L ¥ = Bewegung auf Fliche E(k) konstant

Die Bewegung im Ortsraum beschreibt eine Bahn auf der Fliache senkrecht auf B pro-

jiziert.

wobei é der Einheitsvektor von B ist

Zum Umlaufsinn: #(k) zeigt in Richtung V,(E)

Fldachen konstanter Energie konnen Energiezustéinde mit groferer Energie umschliefsen.
Dann ergeben sich lochartige Bahnen.

Bahnen im k-Raum konnen offen sein, weil En(E) periodisch ist. Dies ist wichtig fiir den
Widerstand p(B).

9.2 Effektive Masse, Elektronen und Locher

Die halbklassischen Bewegungsgleichungen liefern fiir die Komponente ¢



also ¥ = (ni)] hk mit dem effektiven Masse-Tensor (2. Stufe) (L) = % 02?}9
i m* /4 10k

mit ik = F , wobei F die Kraft auf die Bloch-Elektronen durch dufere Felder ist.

Formal schreiben wir .
1\ - -
(), 0=
m* /),

Die effektive Masse ist durch die Kriimmung des E (E)—Verlaufs gegeben.
fiigen

In einer Dimension ist
1 T &?F

m 12 dk?
An Zonengrenzen ist m* < 0, das Elektron wird im elektrischen Feld abgebremst.
m* ist konstant, solange E(k) o k2. Auch fiir stark gebundene Elektronen ist E(k) o k2

an Bandkanten. Bei einem schmalen Energieband, also kleinem Uberlapp der atomaren

11

Wellenfunktion, existieren hohe effektive Massen.

Anwendung Stromdichte in teilweise gefiilltem Band

€ € —€

7(k)dk —— 7(k)dk

3 [ - 3 [
47 kunbesetzt 4 kunbesetzt

j— FR)dE = -5 . _re F(R)dE

-~

=0

T 43 -
4 kbesetzt

Daraus folgt, dass man unbesetzte Zustidnde in einem teilweise gefiillten Band formal als
positive Ladungstriger auffassen kann. Man nennt sie Defektelektronen oder Locher. Im
fast vollstédndig gefiillten Band ist es sinnvoll, das System mit "Lochern” zu beschreiben.

Im eindimensionalen Fall ist nach Taylorentwicklung

1|d%E
E(k) ~ E(ko) — RS (k —ko)? +
ko
fir Zustande nahe ky. Also ist dort:
1 h(k — ko)
k = — E ~
= RYE S
und damit: .
=

Setzen wir das in die Bewegungsgleichung ein, so erhalten wir (wieder in drei Dimensio-
nen):
—|m*|t = —e(E + ¥ x B)

Die Elektronen nahe des Bandmaximas konnen also wie Teilchen mit einer negativen
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effektiven Masse behandelt werden (und negativer Ladung) oder man multipliziert die
Gleichung mit (-1) und erhélt dann eine Gleichung fiir Locher (die positiv geladen sind)
und positive effektive Masse haben. Innerhalb eines Bandes muss man sich also entschei-

den, ob man die Teilchen als Elektronen oder als Locher behandelt.

Elektronen  Locher

Ladung -e +e
Wellenvektor k —k
Energie (ohne SB-Kopplung) E(k) —E(—k)
Geschwindigkeit v(k) v(k)
Effektive Masse (== )Z_]1 —(% )Z_J1

Es lohnt sich der Vergleich zu elektronen- und lochartigen Bahnen bei Bewegung von
Ladungstriagern in Elektronen. Die effektive Masse entspricht hier der effektiven Band-
masse. Es gibt auch noch andere Beitrége zur effektiven Masse (wie die Kopplung von

Elektronen an Phononen).

9.3 Boltzmann-Gleichung

In den vorherigen Kapiteln haben wir den Transport zwischen Stofen betrachtet. Allge-

mein wird dieser Transport jedoch durch zwei entgegengesetzte Mechanismen bestimmt:

e Treibende Kraft dulierer Felder

e Hemmende Wirkung durch Stofe

Das Zusammenspiel beider Mechanismen wird durch die Boltzmann-Gleichung beschrieben.

Im thermischen Gleichgewicht beschreibt die Fermi-Dirac-Verteilung

- 1
fo(E(k)) = e(BE—w)/kpT } 1

den Zustand. Sie ist unabhéngig vom Ort 7. Eine Nicht-Gleichverteilung (induziert durch

sukere Felder) wird jetzt beschrieben durch eine neue Verteilungsfunktion f(7,k,t). 7
und k& #ndern sich durch die duReren Felder und die StéRe. Diese Verteilungsfunktion f
ist jetzt gesucht. Eine dufere Kraft F' hat folgenden Einfluss auf das System: Zur Zeit ¢
muss jedes Elektron am Ort 7 k erscheinen, dessen Koordinaten zur Zeit ¢ — dt gerade
durch

~dt

P — (k) dt, k — F—
U() ? h
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gegeben waren. Also ist fiir die Verteilungsfunktion:

- - ~dt
f(7 k,t) = f(F—d(k) dt, k— FE t —dt)
Im Zeitintervall dt soll sich f um den Beitrag 2 at g dt durch Stoke dndern. Damit er-
halten wir insgesamt die Boltzmann-Gleichung (wenn wir bis zum linearen Glied in dt

entwickeln):

af of
8t Ot st

Im Allgemeinen ist es sehr kompliziert, den Beitrag der Stofse zu berechnen. Wir machen

Wf—f-F ka—

deshalb einen Relaxationszeitansatz:

of _ f(k) — fo(k)
Ot st (k)

Sei fstatisch(E) der statische Nicht-Gleichgewichtszustand, der durch dufsere Felder eingestellt
wurde. Bei t = 0 werden die Felder abgeschaltet. Dann ist

of  f—h
Otse T

= f—fo=(fse = fo)e "

mit der Anfangsbedingung f = fsat bei t = 0.

Beispiel: Betrachte ein statisches elektrisches Feld E und % = 0. Es soll gelten
V., f =0. Dann ist
_ k) — fo(k
R RSP (1)
R 7(k)

Wir machen eine lineare Néherung: das elektrische Feld soll so klein sein, dass f (k) — fo(k)
klein ist und damit Vjf ~ Vi fo. Das eingesetzt:

f(E) R fo(lg) + %T(E)Evgfo

Dies nennt sich linearisierte Bewegungsgleichung. Wir kénnen (wenn wir mit der Tay-
lorentwicklung vergleichen), f (E) mit einer Entwicklung von fy um den Punkt k+ %T(E)E
auffassen. Also
— — e - =
F) ~ fo (K + £r(MEV)
Die gestorte Verteilung entspricht also weitestgehend der ungestorten Verteilung - aber

verschoben. Je grofer das elektrische Feld ist, desto grofer ist auch diese Verschiebung.

Aber auch die Zeit zwischen zwei Stofsen vergrofsert diese Verschiebung. Nach dem Ab-

125



schalten des Feldes relaxiert das System in die Gleichgewichtsverzweilung fy. Dazu re-
ichen aber nicht nur elastische Stofe (wiirden die Fermifliche nur ausdehnen), sondern

es miissen auch inelatische Stofe sein.

Berechnung der elektrischen Leitfahigkeit

Sei das E-Feld gegeben durch
E = (E,,0,0)T

Die Stromdichte ist dann

jo=—e / D Fyoa(F) = — [ dF wu(B) (fo(la + 2r(D)E, agﬁ)

O _ 010B _ Ol
ok, O0EOJk, OE

und damit )

jil? € 79/ 7 - af()
=" =—-—— dk v, (k)T(k) ==
7 E, 473 J1 Bz vx( )T< >3E
In der Naherung kpT' < Ey ist
dfo
—~—-0(F—F
5B ( 7)
Wir wollen vom A-Raum in den Energieraum wechseln und benutzen dabei

1
\ViLE|

dk = dSdk, = dS dE

und erhalten
2

5
k -
o= / %8) 7y as
410 Jp@)=E, v(k)
o ist also gegeben durch ein Oberflichenintegral iiber die Fermiflache. Nur die Elektronen

mit £ = E sind fiir die Leitfédhigkeit in Metallen relevant (was auch physikalisch sinnvoll
ist, vgl. Pauli-Prinzip).

Einfacher Fall: parabolisches Band mit der effektiven Masse m* und kgT' < FEy.

Dann ist




Und damit ist
N ne’*r(Ey)
was wir als ahnliches Ergebnis auch schon fiir das Drude-Modell erhalten hatten. Falls es

mehrere teilweise gefiillte Bander gibt, dann ist gerade
o= o

Berechnung der thermischen Eigenschaften

Es sei ein lokaler Bereich mit 7" =const. Eine Warmemenge d(Q wird hereingebracht durch

Elektronen:
dQ=7TdS=dU — p dN

Wir schreiben dies um in Stromdichten:

JQ =JE — 1IN

mit
JE I E(k)
O AP
D =R SRV
J —e

Wieder benutzen wir die linearisierte Bewegungsgleichung fiir f und erhalten (wenn wir

ein elektrisches Feld E einen Temperaturgradienten AT und einen stationédren Zustand

voraussetzen):
e = . ofo., = 1 E—pn
f=JotsTE Vifo —70 Vifo = fotropUle(E+ Vi) + ——ViT)
_%onm (9f0 8f0
OFE . ) — .
= ar V#T+ oy 2
~~~ ~—
_E—udfg afy
T OF -52

Den Term E + %V;u nennt man auch verallgemeinerte Feldstdrke €. Diese Nichtgle-
ichgewichtsfunktion f(7, E, t) kann in die Ausdriicke fir j und j’Q von oben eingesetzt

werden. Man erhélt dann Abhéngigkeiten der Form:

j=L"e4 LY (-V;T)
jo = LP&+ L2(=V,T)

Die Tensoren L% heiflen auch Transportkoeffizienten. Sie ergeben sich durch Vergleich
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mit den Formeln von oben. Man erhélt zum Beispiel:

21 _ prl2 _
L*=TL —e/lBZRa—ETUU(E—,u)

Diskussion

(1)

(3)

Die elektrische Leitfahigkeit ergibt sich dann mit
j=L"s= )

wenn g konstant ist. Im Allgemeinen ist fnicht parallel zu E. Es ergibt sich also ein

Leitfahigkeitstensor. Da % nur fiir Energien im Bereich der Fermienergie sichtbar

von Null abweicht, ist o eine Funktion von Ejy.
Die Thermokraft S ist definiert als
&= SV/T

Ein bestimmter Temperaturkoeffizient fithrt also zu einer messbaren Spannung, wobei
die Konstante S fiir den lastfreien Fall (; = 0) definiert ist. Dann ist

S — L12<L11)71

Eine Sommerfeldentwicklung um p ~ E; bis zur zweiten Ordnung fiithrt auf

Jo(FE)
OFE

L = —%Qk%T
E=E;
o ist abhéngig von der Energie, wenn zum Beispiel die Streuzeit 7 von der Energie
abhéngig ist. Im Allgemeinen ist dies sehr schwer zu berechnen. Fiir freie Elektronen
ergibt sich jedoch ganz einfach:
7T2 k’BT

g_ O _ kT

ne 6 FEr

Da Ef bei Metallen bei einigen Elektronenvolt liegt, und die Raumtemperatur unge-
fahr 25 meV entspricht, miissen sehr groffe Temperaturen wirken, um etwas zu
messen. Fir Halbmetalle jedoch ist der Effekt messbar (da hier n und damit auch
Er klein ist).

Auch die Warmeleitfahigkeit x wird unter der Bedingung j —E=0 gemessen. Es
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ist
8—» — (L11)71L12VFT

und damit

Jo = ﬁ(—v,rT) =~ L22(—VFT)

wenn man die thermoelektrischen Effekte vernachléssigt. In der Sommerfeldentwick-

2 2
/ﬁzﬁ—(k—B> To
3 e

Dies ist das Wiedemann-Franz-Gesetz (welches nur gilt, wenn die Streuprozesse fiir

lung erhalt man dann

o und & identisch sind).

(4) Der Peltier-Effekt beschreibt gerade die Umkehrung der Thermokraft. Bei Anle-
gung einer Spannung an ein Material kann man einen Thermostrom messen. Er wird

gemessen unter AT = 0. Man erhélt dann
jo=T1Ij HO=L*IL" =TS
mit dem Peltier-Koeffizienten II.

Fiir kubische Metalle sind die L diagonal.

9.4 Elektrische Streuprozesse in Metallen

Die ganze Zeit haben wir die Streuprozesse als Allgemein betrachten. Wir wollen jetzt

auf die verschiedenen Streuprozesse eingehen.

Streuung von Elektronen an Phononen Gitterschwingungen sind, wie frither be-
trachtet, eine raumzeitliche Modulation der Kristallstruktur. Dadurch sind Ubergéinge

zwischen den Blochzustdnden moglich. Fiir die Streuung einer Bloch-Welle gilt

—

FoF— Gt

Die Energie dndert sich dabei um den Betrag £hwp,. Es werden also Phononen erzeugt
oder vernichtet. Die mittlere Phononenbesetzungszahl im thermischen Gleichgewicht fiir

einen Zweig s entspricht der Bose-Einstein-Verteilung:

1

na(k) = ehws(K)/kpT _ 1
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Wenn die Temperatur wesentlich gréfer als die Debye-Temperatur O p ist, dann lédsst sich

n, schreiben als:
kg T

ho (B)  ©p

Die Phononenzahl ist also proportional zur Temperatur 7" und damit ist die Wahrschein-

n,(k) =

lichkeit fiir die Streuung der Elektronen fiir hohe Temperaturen gegeben durch

L x T

Tph
Bei tiefen Temperaturen (hier ohne Rechnung aufgefiihrt) erhdlt man das Griineisen-
Gesetz
i x T°

Toh
Storstellenstreuung Auch die Streuung an Gitterdefekten, Verunreinigungen usw.
fiihrt zu Effekten. Die Streuquerschnitte sind in diesem Fall natiirlich unabhéngig von
der Temperatur, also auch %
Wir nehmen jetzt an, die beiden Streuprozesse (Phononen und Stoérstellen) kénnen un-

abhéngig voneinander betrachtet werden, also

1 1 1
= 4 =
T T0 Tph

und damit die so genannte Matthiessen-Regel

p = po+ pon(T)

po nennt man Restwiderstand. ppy, ist fiir kleine Temperaturen abhéngig von 7° und fiir

Temperaturen tiber der Debye-Temperatur nur von 7.

Bemerkungen

(1) Dass % konstant ist, gilt nicht fiir magnetische Verunreinigungen (Kondo-Effekt).

(2) Fiir die T°-Abhéngigkeit von ﬁ gilt: Phononen mit kleinem Eph tragen nur wenig
)

zum elektrischen Widerstand bei. Bei der Warmeleitfahigkeit sind die Prozesse mit

kleinem Eph jedoch sehr wichtig. Es gibt also eine starke Abweichung von Widemann-

Franz-Gesetz.

(3) Es gilt eine Art Fausregel: Fiir reine Metalle ist die elektrische Wérmeleitfahigkeit
grofer als die der Phononen:

Kel 22> Kph
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Fiir Legierungen und amorphe Metalle sind die beiden Leitfdhigkeiten im gleichen

Bereich (eher die elektrische kleiner).

9.5 Elektron-Elektron-Wechselwirkung

Die ganze Zeit haben wir diese vernachlassigen konnen. Hier wollen wir begriinden, warum
dies moglich ist. Elektron-Elektron-Streuungen sind sehr unwahrscheinlich. Denn laut des
Pauli-Prinzips sind Streuprozesse nur im Bereich der Fermienergie mdoglich. Bei thermis-

2
cher Aufweichung der Fermiflache ist die Streuwahrscheinlichkeit um den Faktor <k5—f>

verringert (aufgrund der k- und Energieerhaltung). p proportional T2 ist nur bei sehr
teifen Temperaturen und sehr sehr reinen Proben beobachtbar.

Auferdem kommt es noch zu eine Art Abschirmung im Metall. Wir betrachten dazu eine
geladene Storstelle in einem Metall. Das Storstellenpotential e|¢| sei viel kleiner als die

Fermienergie. Dann ergibt sich folgendes Bild:

im Bereich der Storstelle
E

Zur Vereinfachung betrachten wir 7' = 0, Er = u. Das lokale Storpotential wird abgeschirmt
da ein Gleichgewicht ein konstantes p im ganzen Kristall erfordert. Wir nehmen an, das m
resultierende Potential dndere sich nur langsam im Verhéltnis zu k;l. Das heifst, wir
konnen wieder die quasi-klassische Ndherung betrachten. Also

2

V=L = Zan="D(Ep)¢
€0 €0 €0

mit An = D(Er)e¢. Fiir eine sphérische Symmetrie wechseln wir in Kugelkoordinaten:

d? 2d
Vi= —+-—
dr? + rdr
und erhalten eine Losung
o(7) = =
)=
deg 1



mit

Der Kehrwert A~ nennt sich Thomas-Fermi-Abschirmlinge. Wenn r < A71, ist

e

¢(r) =

dmeor

also das Potential einer Punktladung. Wenn r im Bereich von A7! liegt, fillt ¢(7) viel
schneller ab. Fiir Kupfer zum Beispiel ist A™! in der Gréfenordnung von 0.55 fol, also
deutlich kleiner als der Abstand zweier Atome. Die Naherungen, die Elektron-Elektron-

Wechselwirkung zu vernachlassigen, ist also in Ordnung. Einige Konsequenzen:

e Schwaches effektives periodisches Potential fiir Elektronen

e Elektronen schirmen sich gegenseitig ab fiir » > A7}

9.6 Quanteneffekte im elektronischen Transport

Wir wollen hier nur einigen Beispielen betrachten.

9.6.1 Die Elektronenladung ist quantisiert

Die Ladungsenergie eines Kondensators ist

Q2
E ==
2C
mit der Ladung () und der Kapazitdt C. Die kleinst mogliche Ladung ist aber die Elek-

tronenladung! Fiir sehr kleine C kann

62

%Nk’BT

sein, vor allem wenn die Temperatur um Bereich von einem Kelvin ist. Anwendung find-
et dieses Problem in einem Einzelelektronen-Transistor, bei dem der Unterschied zwis-
chen einem Elektron einen Unterschied ausmacht, der zwischen leitend und nicht-leitend
entscheidet. Durch eine extern angelegte Gate-Spannung kann die Leitung geschaltet wer-

den.
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9.6.2 Elektronen-Interferenzen

Ein Vektorpotential fithrt zu einer Phasenverschiebung. Es sind also Interferenzen (zum
Beispiel in Ringstrukturen) méglich. Notwendig, um dies zu messen ist aber eine Koherénz
der Elektronen. Diese ist bei tiefen Temperaturen (ungefdhr 1 K) gegeben, da dann die
Streuung an Phononen gering ist und die elastischen Streuprozesse an unmagnetischen

Verunreinigungen die Koheranz nicht zerstoren.

9.6.3 Diinner Draht als Wellenleiter von Elektronen
Die relevante Wellenlénge fiir Elektronen ist

Af = i—ﬂ o3
f
In Halbleitern ist typischerweise Ay oc 100 nm, wahrend in Metallen A; im Bereich der
Atomabsténde ist. Es bilden sich ein einem Wellenleiter als bestimmte Moden heraus. Jede
Mode tragt mit %T und der Transmissionswahrscheinlichkeit 7 dazu bei. Man erhalt also
eine Art Leitwertquantisierung bei idealer Transmission Gy = €?/h, bei Spinentartung

G}y = 2¢*/h. (van Wees 1988, van Ruitenbeck 1993, Scheer 1997).
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Kapitel 10

Halbleiter

Bei einem Isolator sind fiir 7' = 0 alle Bander entweder voll oder leer. Die Energieliicke
zwischen dem obersten besetzten Band und dem untersten unbesetzten Band (also zwis-

chen Valenz- und Leitungsband) nennt sich Energieliicke E,.

E
Leitungsband

Ep b
E

By | g .

Valenzband

A -
-

D(E)

Abbildung 10.1: Energieverteilung in einem Halbleiter mit der Energieliicke £,.

Bei einer Temperatur von 7" = 0 handelt es sich also vollstindig um einen Isolator.
Die dc-Leitfdhigkeit ist also p = 0. Fiir endliche Temperaturen existiert eine von Null
verschiedene Wahrscheinlichkeit, dass Elektronen iiber F; in das Leitungsband angeregt
werden. Es entstehen also besetzte Zustiande im Leitungsband und unbesetzte Zustinde
im Valenzband. Wir wollen im folgenden diese Elektronenleitung im Leitungsband und
die Locherleitung im Valenzband betrachten. Als Halbleiter werden jetzt die Materialien
bezeichnet, bei denen die Energieliicke zwischen 2 €V und 0.1 €V liegt. Fiir diese Mate-
rialien ist dann p bei 300 K um Bereich von 10° bis 1072 Qcm. Metalle haben ein p von

1075 Qcm, withrend gute Isolatoren bei p ~ 10?2 Qcm liegen.
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10.1 Allgemeine Eigenschaften

Die Zahl thermisch angeregter Elektronen ist n oc e=%¢/2#5T yund nach dem Drude-Modell

dann

Da die Abhéngigkeit von der Streurate 1/7 meistens algebraisch ist, kann sie vernach-
lassigt werden, da sie iiberkompensiert wird durch die Abhéngigkeit (7). Es ergibt sich
also als Besonderheit bei Halbleitern, dass sie einen negativen Temperaturkoeffizienten
von p haben.

Weiterhin ist die Thermokraft ungefahr 100 Mal groker als in Metallen, es gibt eine
gewisse Photoleitfahigkeit und es kommt zu einer Gleichrichtereigenschaften zwischen
verschiedenen Halbleitern.

Die genannten Eigenschaften hdngen stark von den Verunreinigungen ab. In Féllen, bei

denen dies sogar erwiinscht ist, nennt man dies Dotierung.

log o

intrinsisch

Y

1
T

Bezeichnung Man nennt einen Halbleiter intrinsisch, wenn seine elektronischen Eigen-
schaften durch die thermische Anregung von Elektronen aus dem Valenzband bestimmt
sind. Andererseits heifst er extrinsisch, wenn die Eigenschaften durch die Ladungstriager

bestimmt sind, welche durch Verunreinigungen geliefert werden.

E,T =0)ineV E, (T =300 K) in ¢V

Si 1.17 1.12
Ge 0.75 0.67
InSb 0.23 0.16

Messung der Energieliicke

136



(1) Optische Absorption: Sie steigt trivialerweise stark an, wenn hw > E; ist. Man
muss jedoch beachten, dass Ubergiinge auf verschiedene Weisen passieren kénnen.
Die Energiebandstruktur ist nicht konstant, sonder zeigt eine Abhéngigkeit (l;:) wie
in den vorigen Kapiteln beschrieben. Bei einem direkten Ubergang entspricht die
Ubergangsenergie direkt der Energieliicke. Der Ubergang passiert direkt am kleinst
moglichen Energiesprung. Bei diesen so genannten direkten Halbleitern (wie InSb,
GaAs usw.) ist der Photonenimpuls im reziproken Gitter sehr viel kleiner als die
Abmessung einer Brioullin-Zone. Wir kénnen also davon ausgehen, dass das Photon
keinen Impuls iibertrigt. Bei indirekten Ubergéingen liegt das obere Energiemini-
mum nicht bei gleichen k wie das untere Maximum der Energie. Die Kristallimpuls-
Erhaltung beim Ubergang von genau E, erfordert also eine Beteiligung einen Phonons
mit hg ~ 1072 eV, um den noch benétigten Impuls aufzubringen. Es kommt dann

zu einer Absorptionskante bei £, — hw.

Hier wurde nur die Erzeugung freier Elektronen und Locher diskutiert. Das erzeugte
Elektron und das Loch koénnen aber einen gebundenen Zustand eingehen (s.g. Exzi-

ton). Es kommt also zu zusétzlichen Strukturen etwas unterhalb von E.

(2) Temperaturabhéngigkeit der intrinsischen Leitfdhigkeit: o ist ungefdhr proportional

zu e E/2T - Aus der Messung von o bei verindertem 7T lisst sich E, bestimmen.

Bandstruktur von Halbleitern In der Ndhe von Bandextrema benutzen wir eine

parabolische Naherung, z.B. fiir die Elektronen:

wenn wir k; vom Leitungsband-Minimum von E7, aus zdéhlen. Der Effektive-Masse-Tensor
zerfallt also in drei Hauptachsen, beziiglich derer der Tensor Diagonalgestalt hat. Flachen
konstanter Energie in der Néhe der Bandkanten sind dann Rotationsellipsoide, welche
durch drei Hauptachsen charakterisiert sind. Bei Si und Ge (mit Diamant fcc-Struktur,
indirekte Halbleiter) sind die Energieextrema bei Elektronen im Leitungsband in [100]-
Richtung fiir Si und [111]-Richtung fiir Ge. Die Rotatationsellipsoide bei den Leitungsband-

Minima haben ihre langen Achsen also genau parallel zu [100] bzw. [111].

mf/m  m;/m

Si 0.19 0.98
Ge 0.082  1.57
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Folie aus
ILIAS?

Die Lécher im Valenzband sind in beiden Fillen bei k = 0. Es gibt zwei verschiedene
Kriimmungen in der nédhe der Bandextrema. Deshalb gibt es leichte (0.16 m) und schwere
(0.49 m) Locher.

GaAs mit seiner ebenfalls Diamantstruktur ist hingegen ein direkter Halbleiter. Die Elek-
tronen im Leitungsband haben eine effektive Masse von 0.07 m. Die Locher eine Masse
von 0.12 m oder 0.68 m.

Die Bandstruktur, aus denen diese ganzen Informationen hinausgelesen wurde, bestimmt

man meistens iiber Zyklotron-Resonanz.

10.2 Konzentration der Ladungstrager

Gesucht ist die Dichte der Elektronen n(7") im Leitungsband und die der Locher p(T') im
Valenzband. Die Zustandsdichten sind D (E) und Dy (F). Die Besetzung der Zusténde
geschieht geméfs der Fermi-Dirac-Statistik.

ee 1
n(T) = / AEDL(E)

Er

Evy 1 By ]_
p(T) :/ dEDy (E) (1 - e(BE—p)/kpT | 1> :/_ dEDy (E) e(—E)/kpT | 1

Eigentlich gehen die Integrale jeweils nur bis zu Unter-/Oberkante. Dort ist die FD-

Verteilung aber sowieso 0/1 und damit liefert dies keinen Betrag.

Das Produkt der beiden Ladungstrigerdichten ist mit dieser Rechnung dann:
np = NPe~Br=EV)/ksT — N pe=Fo/ksT

mit den beiden effektiven Zustandsdichten (in parabolischer Ndherung) von

1 2mykT\ 1 2mykpT
N<T>—‘<W) PO =3

Bei gegebener Temperatur ist np konstant. Analog zur Chemie nennt man dies Massen-
wirkungsgesetz. Bei einem intrinsischen Halbleiter (d.h. kein Beitrag von Verunreinigun-
gen zu N und P) ist

1 QkBT i *, %\3/4 —E4/2kgT
n(T) = p(T) = nT) = yip = (1) = & (ZEET) T g o0t e
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Beispielsweise ist n; bei 300 K fiir Si 1.5- 10 cm =3, fiir Ge 2.4 - 10 cm ™2 und fiir GaAs
5-107 cm™3 .

Mit % = 1 kann man nach p fiir einen intrinsischen Halbleiter auflosen. Man erhélt dann

E *
= By + 204 3 T
2 4 mj

Fiir T' = 0 liegt p; also genau in der Mitte der Energieliicke. Bei endlichen Temperaturen

weicht p; ungefahr um kg7 von dieser Mitte ab.

10.3 Dotierte Halbleiter

Fiir z.B. Silizium ist n; zu klein um bei 300 K die in der Praxis nétigen Stromdichten zu
erhalten. Abhilfe liefert der Einbau von aktiven Storstellen in den Kristall (Dotierung).

Man unterscheidet zwischen

Donatoren welche Elektronen ins Leitungsband abgeben (also eine hohere Valenz be-

sitzen) und

Akzeptoren welche Locher ins Valenzband abgeben (eine niedrigere Valenz besitzen).

Ein Halbleiter aus der IV.-Gruppe z.B. (wie Si, Ge, ...) kann eine Substitution aus der
V.-Gruppe erhalten (P fiir Si oder As fiir Ge) oder aus der IIL.-Gruppe (B fir Si, Ga
fiir Ge). Die Bindungsenergie ist dabei wesentlich kleiner als die Ionisationsenergie des
freien Atoms. Dies kommt daher, dass zum Beispiel Ge eine grofe statische Dielektrische
Kosntante ¢ = 15.8 hat, da die atomare Polarisierbarkeit so grofs ist. Zweitens sind die
Elektronen nahe an E, und die Locher nahe an Ey,, was zu einer effektiven Masse kleiner 1
fithrt. Das freie Elektron kann also als Art Wasserstoffproblem beschrieben werden, wobei
die Coulombwechselwirkung jetzt nicht durch é sondern durch g beschrieben wird und

die Masse jetzt natiirlich m* ist.
Radien der 1. Borschen Bahn

H 471'50 hz
ao -

2me?

m
— ag = —eal >> all
m*

Fiir die Bindungsenergie gilt dann
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= =13.6¢eV
0 2 (47’(’80 )2
m* 1 4
— By = _gEo

Dies entspricht der Ionisierungsenergie.

Betrachten wir nun E;, — Ep in meV

P As Sb

Si 45 49 39
Ge 12 127 9.6

Tabelle 10.1: £, — Ep in meV

Donatoren fiihren zu zusétzlichen lokalisierten Energieniveaus Ep unterhalb Ey. D(FE) fiir
Storstellenzustinde sind gegeben durch d-Funktionen mit [ §-Funktion = Anzahldichte
der Donatoren Np.

Ganz analog: Akzeptoren zusétzliche elektrische Niveaus E 4 dicht oberhalb von Ey

B Al Ga

Si 45 57 65
Ge 104 10.2 108

Tabelle 10.2: E4 — Ey in meV

Konsequenz: Es ist sehr viel leichter thermisch Elektronen aus Ep nach Ej oder Loécher

aus F4 nach Fy anzuregen.

10.3.1 Ladungstragerdichte in dotierten Halbleitern
Die Anzahl der Storstellen sei so klein, dass keine Wechselwirkung vorhanden ist.
np = (n) Np pa=(p) Na

(n), (p) sind die mittleren Besetzungszahlen eines Storstellenniveaus. Annahme: es sei

nur ein Elektronenniveau pro Storstelle vorhanden.
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Im Donatorniveau sind diese unbesetzt und es gibt 1 Elektron mit Spin nach oben oder
nach unten. Eine Doppelbesetzung ist nicht moglich wegen Coloumb-Abstofsung.
Bei der Besetzung im thermischen Gleichgewicht mit Warereservoir und Teilchenreservoir
ist
N.e—(Ej—uN;)/kpT
) = 2
Z e_(EJ—HNJ)/kBT

wobei N; die Anzahl der Elektronen im Zustand j mit Energie E; angibt. Hier sind fiir

die 3 Besetzungsmoglichkeiten

26_(ED_H)/kBT
(n) =1 T 90— (Bp-w/ksT
1
LeWn—m/ksT { |

dahnlich wie bei der Fermi-Dirac-Statistik, aber der Faktor % kommt wegen Beriicksichti-
gung der Coulomb-Wechselwirkung (herausprojezieren des Zustandes mit zwei Elektronen

mit Spin up und down) zustande. Analog folgt

P B ket 11

Die Neutralitdtsbedingung besagt
!
p+ (Np—np) =n+ (Na—pa)

Aus dieser Neutralitdtsbedingung und den Ausdriicken fiir n,p,np,pa folgt p = w(7T).
Qualitativ gilt fiir einen n-Halbleiter bei T'= 0

np =Np — ED—,M<O — /,L>ED

Fir kgT >> E; — Ep sind die Donatoren "erschopft”. Die Elektronen im Leitungsband
stammen hauptséachlich aus dem Valenzband und g geht iiber in p;.

Die Ladungstriagerdichte eines dotieren, nicht entarteten Halbleiters ergibt sich als
An =n —p# 0 aber np = n?

und damit
n2
n=An+p=An+—
n

Entsprechend fiir p
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n =

(An)? 4 4n? + %An

N = Do =

1
p= (An)? + 4n? — §An

Fiir das thermisches Gleichgewicht gilt:

I u=p) kT

n;
entsprechend fiir 5
An U= i
= 2sinh
. sin T

Im intrinsischen Bereich ist
ED—,U>> kT ,u—EA >> kgT

n; >> |ND—NA|

1
n%ni—l—ﬁ(ND—NA)

1
p%ni—§(ND—NA)

Analog fiir den extrinsichen Bereich mit n; << |Np — Na|, wobei hier auf das Verhéltnis

zwischen N, und Np achtgegeben werden muss:

Majoritatstrager Minoritatstrager

n2

Np >Ny n=Np—Ny P~ NN,

n2

Na> Np p%NA_ND n%NA:ND

Bei sehr tiefen Temperaturen gilt n; << |Np — Ny4|. In diesem Fall sind Donatoren
und /oder Akzeptoren nicht mehr vollstéandig ionisiert. Die Majoritatstrager-Konzentration

nimmt dann mit fallender Temperatur ab.

Abbildung 10.2: Beispiel fir Np > N4

ne?7(Er)

Die Leitfdhigkeit betrigt o = e (np, + pp,p). In Metallen gilt o = =—-=**, hier sind nur
die Elektronen an der Fermi-Kante wichtig. In nichtentarteten Halbleitern haben wir eine

Boltzmann-Statistik mit x oc T und dann vereinfacht (v) o< v/T'. Bei Streuprozessen gilt
(1) Gitterschwingung 7' >> ©p und damit 1 o VTT o T%, also insgesamt p o< T2
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(2) Geladene Stérstellen fiihren zu einer Rutherford-Streuung mit ) "¢, o (v)* und damit
Lo VTT? T3 und somit y o< T'2

10.4 pn-Ubergang

P n EL
---------- z
Ep
Ea
. mmmmeane
Ey

Ladungstriagerdichte im Valenzband und im Leitungsband ergeben sich als

n(z) = N(T) exp <_ 2 Zig) - “)

_M + G(I)(ZE) — EV
kT

p(x) = P(T)exp (

Ursache des Potentials ®(z): Die Elektron bewegen sich von n nach p und die Locher von
p nach n.

Ubrig bleiben positiv geladene Donatoratome und negativ geladene Akzeptorniveaus.
Daraus folgt eine Raumladungszone mit dem Potential ®(x). Dieses ist selbstkonsistent
(siehe z.b. Ashcroft-Mermin). Es ergeben sich Driftstrome mit n nach links und p nach
rechts oder umgekehrt. Elektronen im p-Gebiet sind Minoritétstréger, ebenso wie Locher

im n-Gebiet. Die dufere Spannung liefert uns:
e Elektronen im p—Gebiet liefern einen Generationsstrom innerhalb von V
e Elektronen im n—Gebiet liefern einen Rekombinationsstrom

Die Locher miissen die Potentialschwelle iiberwinden. Es gilt insgesamt

I = (Igen + ]é’en) exp <I;_UT — 1>
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Kapitel 11

Grundbegriffe der Supraleitung

11.1 Idealer Leiter und idealer Diamagnet

Y

Abbildung 11.1: Kamerlingh Onnes 1911, Ty ist die Sprungtemperatur, kritische Tem-

peratur

Fir T < T gilt dann Rg = 0 bei Gleichstrom. Konventionelle Widerstandsmessung liefert
g—i < 107%. Wir induzieren also einen Dauerstrom. Dies liefert iiber Jahre p, < 10726 Qm.
Zum Vergleich: Bei Kupfer und 300 K gilt p = 107% Qm.

Supraleiter kommen héufig vor, die meisten elementaren Metalle und viele Legierun-
gen werden bei entsprechend niedrigen Temperaturen supraleitend. Seit 1986 gibt es
"Hochtemperatur-Supraleiter”, basierend auf Cu-O-Ebenen, mit einer hochsten Sprungtem-

peratur von Ty &~ 150 K. Aufieres Magnetfeld unterdriickt die Supraleitung: qualitativ
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B,

c(T): kritisches Magnetfeld

Supraleitun
tb) Normale Leitung

(a)

To T
(a) Zuerst wird das dufere Magnetfeld B, = 0 gesetzt und dann bis T' < T gekiihlt,

dann wird B, eingeschaltet. Daraus folgt im inneren B = 0, da der induzierte Dauer-

strom verhindert, das B, eindringt.

(b) Wenn das dufsere Feld angeschaltet ist, wird gekiihlt bis im Inneren B = B, gilt.

Meifiner-Ochsenfeld 1933 Im Inneren eines homogenen Supraleiters ist “immer” B = 0,

unabhéngig von der Vorgeschichte. Im homogenen Magnetfeld ist bei einem idealen Dia-
magnet y = —1.
Einschrankungen:
(1) Gilt fiir alle Felder B < B¢ nur fiir sogenannte Supraleiter 1. Art.
(2) Gilt nur bis auf diilnne Oberflichenschicht, in dieser fliefst ein Supraleiter-Dauerstrom,
der das Feld abschirmt.
(3) Gilt nur fiir stabférmbige Probleme (sonst Entmagnetisierungseffekte).

Supraleitung ist ein Gleichgewichtszustand im Sinne der Thermodynamikk, er hdngt nicht
von der Vorgeschichte ab (im Gegensatz zum idealen Leiter). Beim Ubergang von Nor-

malleiter zu Supraleiter ist der Phaseniibergang z.b. in spezifischer Warme beobachtbar.

C

C =~T + BT3
NL

SL

To T

11.2 London-Gleichungen

Die London-Gleichungen beschreiben R = 0 und B = 0. Die Bewegungsgleichung fiir
Elektronen im Elektrischen Feld E ist



ms
nse

Fiir Supraleiter-Elektronen gilt p = 0, d.h. mo, = —esE. Mit fs = —nge,Us und A =

2

folgt daraus die 1. London-Gleichung fiir ideale Leiter
8t (Ajs) - E

Die BCS-Theorie (Bardeen, Cooper, Schrieffer) von 1957 besagt: Supraleitende Elektro-
nen sind Cooper-Paare mit m, = 2m,n, = %n,es = —2e. Aus diesen Substitutionen
ergibt sich der gleiche Ausdruck fiir A in der London-Gleichung.

Die zweite Maxwell-Gleichung liefert V x E = —B und die 1. London-Gleichung liefert

) (v X (Aj‘s) +§) —0

Die erste Maxwell-Gleichung liefert V x B= Mo]l +Dund V- B =0. D wird vernach-
lassigt. Wir erhalten
V’B="—"B
A
B nimmt im Inneren des idealen Leiters exponentiell ab, z.B. B(z) = Bae 3. Dabei ist

A die London’sche Eindringtiefe mit

A 1 s
A=y == 2
Ko €s Nsfho
Der Meifsner-Ochsenfeld-Effekt (B = 0 im Supraleiter) ldsst sich beschreiben, wenn man
in 0 (V X (A]’S) + E) = 0 die Integrationskonstante verschwinden lasst.

V x (Ajs)+§=o

Dies ist die 2. London-Gleichung (idealer Diamagnet).

AL xr

Bemerkung: Aj, ist Temperaturabhéngig (Dichte der Supraleitung-Elektronen)
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Es geht ny — 0 fiir T — T¢. Der genaue Verlauf ergibt sich durch die BCS-Theorie. Ein
typischer Wert ist A(0) = 100 A. Die London-Gleichungen implizieren die Existenz einer
makroskopischen Wellenfunktion mit ¥*y = n,. Die Quantenmechanische Stromdichte

ergibt sich als

j. = —%;— (w* (—z’hV + eS/T) U+ (—z’hV + esff) w*)

Wobei A das Wellenpotential mit V x A = B ist.
Falls v rdumlich konstant ist, gilt

2
€N

A=A

- e -
Jo= A = -
mS

ms

Mit B=V x A folgt wieder die zweite London-Gleichung.
Die Flussquantiserung liefert: Bohr-Sommerfeld: § 7ds = nh und im Magnetfeld

j{msasdg—esfﬁdgz nh
]{gdg:/wgdﬁ:/édﬁ:%
F

nh ms -
——=¢ —Jjsds+ Pp
e nse:

sowie

Dies liefert

Falls der Weg im Inneren des Supraleiter ist, wo gilt j’s =0

h h
= ®p=-n—=n—=nd
2e

s

mit By = & =2.07- 107 Vs
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Flussquantisierung
(a) Elektronenpaare tragen Supraleiter, e; = —2e

(b) Phasenkorrelation der Cooper-Paare. Wenn nur 1 Cooper-Paar einen Ubergang zwis-

chen den Quantenzustinden 1 und 0 machen wiirde, wére der Flussiibergang quasikon-

tinuierlich.

11.3 Cooper-Paare und BCS-Theorie

Cooper: 2 Elektronen mit attraktiver Wechselwirkung fithren zu einen gebundenen Zus-
tand. Dies fiihrt zum folgenden Modell: Fiir freie Elektronen bei 7" = 0 sind alle Zustidnde

21.2
bis Er = hsz besetzt. Wir addieren die beiden Elektronen, die miteinander, aber nicht

mit dem Fermi-See, wechselwirken.
Der Gesamtimpuls K = hlgl + hlgz

Die Wechselwirkung ist gegeben durch
Vig = / V() R ar

Dies beschreibt das Potential fiir die Streuung des Paares von (k, —k) nach (E’ : —E) Fiir
den Bereich Fr < E < Er + hwq gilt

VE,E/ = —Vy = const
Der Phasenraum fiir attraktive Wechselwirkung ist am grofsten falls gilt
K=k +ky=0
Rechnung: 2-Elektronen Wellenfunktion 1) (7, 72) nach ebenen Wellen entwickeln. Dies
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eingesetzt in die Schréodingergleichung mit obigen V() fithrt auf eine Konsistenzgleichung

11 .
7Y Z (2B, — E)

|| > |

Die Summe fithren wir fiir schwache Koppelung, d.h. D(Er)V, << 1, tiber in ein Integral
so dass
Er+hwo
1 D(FE)dE

Vo 2E, — E
Er

Mit der Energie des 2-Elektronen-Zustands

2
E =2FEr — 2hw —_—
: o ( D(EF)VO)
Es handelt sich also um eine Energieabsenkung gegeniiber dem vollbesetzten Fermi-See.
Dies ist ein "gebundener Zustand”, ein Cooper-Paar. Der Fermi-See wird gegeniiber at-
traktiver Wechselwirkung dadurch instabil.
Die konsistente Losung ist die BCS-Theorie.

Betrachten wir nun die rdumliche Ausdehnung eines Cooper-Paares: Die Unschéarferela-

tion liefert

h p? AE p
A — E=— —_— ===
e Ap 2m Ap m !
Weiterhin ist
hUF hUF
Arx ~ — = falls kpT, Ep=|F-2F
x o inTe alls kT o< Ep = | F|
Die BCS-Theorie besagt
ahvp
0o = =0.18
138 FoTo a
Beispiel: Aluminium: &6, = 2.3 um bei To = 1.2K
Fir Vi = —Vp ist der Ortsabstand der 2-Elektronen-Wellenfunktion symmetrisch. Die

Spinfunktion ist also antisymmetrisch und damit verschwindet der Gesamtspin. (Ubliche
Notation & T, —k 1).

Fiir algemeine V7 7 kann die Ortsfunktion antisymmetrisch sein und damit der Spin sym-
metrisch, damit ist S = 1. Beispiele hierfiir sind *He superfluid, p—Welle mit S = 1, sowie
einige unkonventionelle Supraleiter mit 5f-Elektronen UPt3, 5d-Elektronen SrRuQOy.

In klassischen Supraleitern (AL Pb, usw) kommt die attraktive Wechselwirkung durch
Elektron-Phonon-Kopplung zustande. Das Elektronen mit v polarisiert das Gitter in

seiner momentanen Umgebung. Diese Gitterdeformation zieht ein zweites Elektron an.
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Dies ist im wesentliche eine retardierte Wechselwirkung.
Im "unkonventionellen” Supraleiter gibt es bei manchen System aus seltenen Erden und

Ubergangsmetallen magnetische Fluktuationen fiir die attraktive Wechselwirkung.

Wesentliche Konsequenzen aus der BCS-Theorie

(1) Energieliicke fiir Anregungen.

AA

T
>
Te

Der Nachweis erfolgt z.B. iiber die spezifische Warme C,s x exp (—ATTC). Eine an-
dere Moglichkeit ist iiber die Mikrowellenabsorption, falls iw > 2A. Eine dritte
Méglichkeit sind Tunnelexperimente. Die erste Ableitung von I(U) liefert D(E+eU).

AD(E)

&y

M:EF A

(2) Ubergangstemperatur:
1
kBTC = 1.1371(.006_ N(Ep)Vo
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fiir Elektron-Phonon-Kopplung wy ~ wp. Beim Isotopeneffekt gilt wp o
ist haufig Ty M~3.

, daher

(3) Die London-Gleichungen sind aus der BCS-Theorie ableitbar.

(4) Die Kritische Stromdichte ist erreicht, wenn die Energiezunahme 20 £ < 2A betrégt,
d.h. j. =~ % Es gibt ein kritisches Magnetfeld, wenn die Abschirmstromdichte j,

iberschreitet.

(5) Josephson-Effekt (B.Josephson 1962, Nobelpreis 1973): Die makroskopische Wellen-
funktion fiihrt zu einer makroskopischen Phase. Die Unschérferelation besagt AN - Ap =~ 1.
Zwei gekoppelte Supraleiter

Sy S

zwei Supraleiter gekoppelt

Abbildung 11.2: In der Mitte ist die Barriere zu sehen, die auch Cooper-Paare tunneln

lasst. Kein Spannungsabfall

Ay zischen den Supraleitern kann durch das Magnetfeld beeinflusst werden.

IC = Imaa: sin (902 - (201)

Dies fithrt zu einer empfindlichen Magnetfeldsone, "SQUID”.

11.4 Supraleiter 1. und 2. Art

Bisher wurden Supraleiter 1. Art (ideale Diamagneten) behandelt.
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1. Art

B —[j,oM
B, B,
Be Be
2. Art
B —[L(]M
Ba A Ba
Bei Beo Bea Beo

Bei Supraleitern 2. Art ist B,y < B, < B die sogenannte "Shubnikov-Phase”, ein "Mis-
chzustand”. Der Fluss ist in der Probe, aber nicht homogen. Die Flussquanten sind dann
regelméfsig angeordnet, dies nennt man auch ein "Flussliniengitter”.

Grenzflichenergien: Bei einem Typ II Supraleiter ist es offenbar giinstig Grenzflachen
zwischen dem Supraleiter und dem Normalleiter aufzubauen. Hier gilt £ < Ap. Bei Typ [
ist dies ungiinstig und es ist £ > Ap. Eine negative Grenzflachenenergie begiinstigt Typ
IT Supraleiter. ¢ kann durch Verunreinigungen reduziert werden, so ist z.B. ein Ubergang

von Typ I zu Typ II moglich.

11.5 Supraleitende Oxide

Zu den Hochtemperatursupraleitern gehort der Kuprat-Supraleiter. Strukturmerkmale hi-
erfiir sind die CuO,-Ebenen. Dies ist abgeleitet von "Perowskeit-Struktur”, welche kubisch

ist und wo die Cu-Ionen von Og Oktaedern umgeben sind.

| "'/'/0 o
4 . \

Y ® O

O o C BaY

.

/’/’,/
o} ®

Weitere Materialien sind YBayCuzO7 mit T &~ 90K, YBayCu3Og (antiferomagnetischer

Isolator)
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