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Das Fermatsche Prinzip A“(IT

Karlsruher Institut far Technologie

Das Fermatsche Prinzip ist ein weiteres hilfreiches Prinzip far

die Berechnung von Strahlen. Es besagt, dass der Strahl mit
der kiirzesten Laufzeit realisiert wird.

B
T:/ 9 Ly
A V(x,y 2)

Pierre de Fermat (1607-1665) war ein

franzdsischer Mathematiker und Jurist.

Quelle:Wikipedia

Pfad 1 wird realisiert, falls seine Laufzeit kiirzer ist.

DA
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Herleitung des Brechungsgesetzes aus dem Fermat-
schen Prinzip

t(x)

at
ax
at
ax
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t1+t2:ci1+0722

Va? + x? n V(d—x)%+ b2
Cq Co

2x B 2(d —x)
2c1Vx2 4+ a2  2c4/(d—x)2+ b2

0 Fermat!

X B d—x
aVvx2+a o/ (d—x)2+b?

T. Bohlen, E. Gottschammer - Einfiihrung in die Geophysik |

B ——

Bildquelle:Wikipedia

sin(a)

__ sin(B)

¢

Co

Brechungsgesetz nach Snellius
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Strahlparameter - Brechungsgesetz | 2% — sin(6) AT

Karlsruher Institut fir Technologie
Cq Co

Definition des Strahlparameters
wp = sm(tx,)

|y = Rlchtung des Strahls gegentiber der vertikalen Richtung
@ ¢, = Geschwindigkeit in der Schicht i

Aus dem Brechungsgesetz folgt|p = p; = const |

\/

C¥3 a3

Der Strahlparameter p = sin(«;)/¢; ist eine ErhaltungsgréBe entlang des seismischen Strahls, | - Sac
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Reflexion

Konsequenzen Brechungsgesetz

in(a) _ sin(p) AT
C1 — 02 Karlsruher Institut fir Technologie
@ Einfallswinkel = Ausfallswinkel
® — Reflexionsseismik
C2
Brechung
o
! C1

Cc2<C1
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@ Strahl wird zum Lot hin gebrochen
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Konsequenzen Brechungsgesetz | ") — sn(f) A\‘(IT

C1 02 Karlsruher Institut fir Technologie
Brechung
CY - ® Fallsci <cristp>a
; @ Strahl wird vom Lot weg gebrochen
N c2>C1
Kopfwelle ® |n dem speziellen Fall B = 90° und

¢y < ¢y ist der sog. kritische Einfallswinkel
a* = arcsin(ci/¢2)

c ® |m Fall « = a* |auft die gebrochene Welle
1/3 o1 als Kopfwelle parallel zur Grenzflache.

® — Refraktionsseismik o> «Eroac
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Konsequenzen Brechungsgesetz
Multiple Reflexionen

sin(a) __ sin(B) AT
C1 02 Karlsruher Institut fur Technologie
® Multiple Reflexionen in jeder Schicht
Amplituden i.d.R. gering
Tauchwellen

10 32

@ Bei einer kontinuierlichen
27.10.2021

Geschwindigkeitszunahme mit der Tiefe

@ Totalreflexion an der Erdoberflache

entstehenTauchwellen — Seismologie
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Strahlenwege in der Erde

Vs [mys]
410
660

Karlsruher Institut fur Technologie

5120

Innerer
Kern

6370

Ve lmys]
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Nur transmittierte Wellenwege gezeigt. Schattenzonen (105° — 140°) fir P-Wellen infolge von
Brechung am auBeren Kern. Keine S-Wellen durch auBBeren Kern.
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Konsequenzen Brechungsgesetz | ") — sn(f) A“(IT
Cq Co
Modenkonversion
: SV-Welle
P-Welle 7( P-Welle
s ‘/\“ @ Konversion von P- und SV-Wellen bei
TN jeder Reflexion in einem elastischen
— o .
@\\/\ M.edlum. |
3 Vpl, Vsl @ Diese wird ebefalls beschrieben durch
das Brechungsgesetz:
sin(ap) _ sin(ag) _ sin(Bp) __ sin(Bs)
! Vor — Vsi Vo Vs,
@ Die Modenkonversion tritt ebenso bei
‘ einer einfallenden SV-Welle auf
SV-Welle P-Welle
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Schicht Uber Halbraum ﬂ(".
@ Grundlegendes Verstandnis fir die Wellenausbreitung (Reflexion und Brechung)

@ Hier: Herleitung der Laufzeitgleichungen und Simulationen.

® Annahme eines akustischen Mediums (Vs = 0) — nur P-Wellen.

freie Oberflaeche

X

h0
Vo Schicht

Vi1 Halbraum

z
Modellannahme: Schicht Gber Halbraum und akustische Wellenausbreitung.
3 Untergrundparameter: hp=Schichtméchtigkeit, vo=Geschwindigkeit der Schicht, vi=Geschwindigkeit des
Halbraums

=} = roac
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Direkte Welle

Dt

AT

Karlsruher Institut far Technologie

Dx

hO

Vi

Direkie Welle
Ip=

X

Vo
z
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Reflektierte Welle

T(x)
Dt
TO Dx  D¢Dx=1/Vo
X
x/2 x/2
ho 1 TN "
a o
Vo
Vi

D(x)

z
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Reflektierte Welle

T(x)
Dt
TO Dx  D¢Dx=1/Vo
X
x/2 x/2
ho 1 TN "
a o
Vo
Vi

D(x)

z
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Reflektierte Welle

Karlsruher Institut fir Technologie
D(x)
T(x)
Dt
- 2
T0 Dx  DyDx=1/Vo T2 _(2h [, — (1)2—|—h2
Vo » 1 2 0
X
X
x/2 i x/2 *
hoi
. 11
ho 1 /N,\
[e’Ye)
Vo 3
V1

2
X 2
T2 — 4((2) +h0)
= 2
[
z
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Reflektierte Welle

T(x)
Dt
TO Dx  D¢Dx=1/Vo
X

x/2 x/2
ho 1 TN "

« ECK

Vo 3

Vi

B

D(x)

z
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\2
T2 — 4((532-”75)
> X2
() = £

T2 = (%)2 h=(

X
2

)+ 18

+ T2
2

]

Hyperbel. To= Laufzeit des Lotstahls.
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Kopfwelle (”Refraktierte Welle™)

Karlsruher Institut fir Technologie
tD(x)
Tx) R(x)
TO
ti
- X
Xe Xk
x1 ' ' x2 X
1o i
no |\ YA
* o
Vo ;
Vi X2
z
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X Karlsruher Institut far Technologie

Kopfwelle
.. AT

Kopfwelle (”Refraktierte Welle™)

t = =
R Vo Vi
. %
o sin(a*) = >
V1
Tx) R(x) hO
T0 3 no= cos(a*)
i : |
' x1 = hptan(a™)
! | Xo = X—2Xq
Xe )‘(k X ¢ 2hgy X 2hg tan(tx*)
‘ r = —— o0 4 - S
T x vocos(a*) vy 2
o 2hg 1 sin(a*) X
h rl ) = _— —
0 : : cos(a*) \ vo Vi Vi
Vo \ . : 2hgy 1 Vo I X
V1 x = 2 | - -2 Z
_g\w V) v
v
z o> «Zroac
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Kopfwelle (”Refraktierte Welle”)

AT

Karlsruher Institut far Technologie

2h Ve
- 2o o, X
Vo 2 Vq

1 1
= ohp ) - L+ X

t = 2hgy\/ vy 2 — v; 2 "Intercept-Zeit”
Laufzeitkurve der Kopfwelle ist eine Gerade.

D(x)
tR(x) tH
T |
i i !
| i X
Xe Xk
x1 ! X
ho R
Vo ;
Vi X2
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Kopfwelle (”Refraktierte Welle™)

t

D(x)

TG (R(x)

T0]

x1

' X
Xe Xk
|

ho rl o)

X2

z
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Kritische Entfernung

Die Kopfwelle ist zum ersten Mal in der
kritischen Entfernung x. beobachtbar. Hier
berlGihren sich und Kopfwelle:
tr(xc) = T(xc) und aat,'? (xe) = 9F (xc)-

Die kritische Entfernung lasst sich berech-
nen aus

Xc =

2x1 = 2hg tan(oc*)

o =

DA
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Kopfwelle ("Refraktierte Welle™) A“(IT

t .
Uberholentfernung

In der Uberholentfernung x, Uberholt die
Kopfwelle die direkte Welle. Es gilt:

D(x)
T(x) R(x)

™ to(xx) = tr(x)

X X| _ —

: ; LG —k+2hm/v02+v12

: : Yo Vi

! . X

xe Xk Vo 2+ 2
: X 2hy——

x1

Xk = [

0 1
ho U =
: Vi + v
Vo Xk = 2/70 1 0
Vi X2 V1 — VO
=] ErDae
z
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Akustische Simulation

K}Sﬂsﬂ"!l
Akustischen Wellengleichung beschreibt Wellenausbreitung in Flissigkeiten/Gasen:
92p 3.0 /[1op A
— = A — | —— V, = -, Vo=0
ot? ,;x,- <p8x,-> P o' °
p: Druck, p: Dichte, A: Lamé Parameter

freie Oberflaeche
ho

Vo

23|32

X
Schicht
vi Halbraum
Schicht Gber Halbraum. hg = 100m, Vo = 1000m/s, V1 = 3000m/s .
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Akustische Simulation

Lésung der akustischen Wellengleichung

0.4
0.3

° Seismogt

Eo2 s Direct W

= Reflecter

0.1 1. Multip

e Head Wz

LU L

0 100 200 300 400 500

@
S

Vo=100,0
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Depth [km]
@ 3o
8 8
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g
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Seismograms

we Direct Wave
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Elastische Simulation A“(IT

Karlsruher Institut far Technologie

Elastische Wellengleichung beschreibt Wellenausbreitung in der festen Erde:

%u; 9 du;  Jdup  dus ] u; au, /\+2y
o5 = o (5e 5 )ty (54 50 i

u;: Verschiebung, p: Dichte, A, u: Lamé Parameter

freie Oberflaeche

ho
Vo Schicht

Vi Halbraum

Schicht Gber Halbraum. hg = 100m, Vo = 1000m/s, Vp1 = 3000m/s, Vo = 500m/s, Vs = 1500m/s, .

=} = roac
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Elastische Simulation

Lésung der elastischen Wellengleichung

0.4
Z03 =
° Seismogt o
Eo2 s Direct W E
= Reflecter =

0.1 1. Multip

e Head Wz

SHTHTTRITIVIVIVIVIVIVIVIY
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Seismograms
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@ Datenbeispiel

o ERR2L NG
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Beispiel marine Streamer-Daten (Salzerkundung
P AT

Offshore Angola)
o A @ Typische marine Daten
I N o ® Wassertiefe 2-3 km
L o _ ® Reflexionen von der Salzoberkante

Direkte Welle

@ Kopfwelle von der Salzoberkante

Reflexionen

5

Timeins

6
Kopfwellen

depth in km

0 10 20 30 40 50 60 70 80
profile in km

000 4000 2000 Geschwindigkeitsmodell (Click to play)
Offset in m

o ErDal
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Beispiel Landdaten (Onshore)

-180 -150 -120 -80 60 -30 0 30 60 90 120 150 180m
ms

100 retakiog Holrakion
1
200
Reflexionen Reflexionen
. 1 f X 11
< o,
400
500 £ A

700
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@ Typische Landdaten

@ Starke Amplituden von
Oberflachenwellen

@ Reflexionen, Refraktionen

(Kopfwellen), S-Wellen,
Luftschall
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@ Zusammenfassung
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Zusammenfassung

Strahlenausbreitung in 2D geschichteten Medien.

AT

Karlsruher Institut far Technologie

@ Das Brechungsgesetz ergibt sich aus dem Fermatschen Prinzip. Es beschreibt weitgehend die

3132

=] = rDaQ™
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Zusammenfassung

Karlsruher Institut far Technologie

SKIT
@ Das Brechungsgesetz ergibt sich aus dem Fermatschen Prinzip. Es beschreibt weitgehend die
Strahlenausbreitung in 2D geschichteten Medien.

@ |Im dem Fall einer séhligen Schicht liber einem Halbraum breiten sich im akustischen Fall (z.B.
Wasser) die direkte Welle, eine Kopfwelle sowie Reflexionen aus.

3132
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Zusammenfassung A“(IT

Karlsruher Institut far Technologie

@ Das Brechungsgesetz ergibt sich aus dem Fermatschen Prinzip. Es beschreibt weitgehend die
Strahlenausbreitung in 2D geschichteten Medien.

@ |Im dem Fall einer séhligen Schicht liber einem Halbraum breiten sich im akustischen Fall (z.B.
Wasser) die direkte Welle, eine Kopfwelle sowie Reflexionen aus.

@ Die Laufzeitgleichungen fur die direkte Welle und die Kopfwelle sind linear, die
Laufzeitgleichung fur die Reflexion hyperbolisch.

@ |m elastischen Fall (Erde) kommen die Oberflachenwelle und S-Wellen dazu. Die Wellen
kénnen wechselseitig konvertieren.

=] = rOac
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Zusammenfassung A“(IT

Karlsruher Institut far Technologie

@ Das Brechungsgesetz ergibt sich aus dem Fermatschen Prinzip. Es beschreibt weitgehend die
Strahlenausbreitung in 2D geschichteten Medien.

@ |Im dem Fall einer séhligen Schicht liber einem Halbraum breiten sich im akustischen Fall (z.B.
Wasser) die direkte Welle, eine Kopfwelle sowie Reflexionen aus.

@ Die Laufzeitgleichungen fur die direkte Welle und die Kopfwelle sind linear, die
Laufzeitgleichung fur die Reflexion hyperbolisch.

@ |m elastischen Fall (Erde) kommen die Oberflachenwelle und S-Wellen dazu. Die Wellen
kénnen wechselseitig konvertieren.

=] = rOac
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Vielen Dank fiir
i lhre Aufmerksamkeit

y DA Thomas.Bohlen@kit.edu
&  hitp://www.gpi.kit.edu/

Veroffentlicht unter Lizenz.
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