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Kirchhoff und Bunsen ﬂ(".

1860 Spektralanalyse
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Spektroskopie
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Franck-Hertz Versuch _\ﬂ("'

Karlsruhe Institute of Technology

LA
Untersuchung der Strom-Spannungkennlinie von K . . .
Rohren mit Gasflllung __} R 3 \
® Elektronen durchfliegen Quecksilberdampf - }
® Elektronenstrom zeigt periodische Maxima @’U ' @ﬂ
Erklarung )UI/ A||U
® Inelastische StoRe - o
€_+Hg _)Hg*(Ea)-l'e__AEkin 1pa
30 4.9V —= a
® Elektronen verlieren bei bestimmten kinetischen 300 T
Energien diese an die Hg Atome durch Anregung - L A
- Nachweis diskreter Anregungsenergien in . o
Atomen durch St6Re o
150 ,I,fr '.ll f ;," '.III |
100 ' l'l ,’f II".I II."II
Nobelpreis 1925 ) /o v
L _
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James Franck Gustav Hertz
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Bohrsches Atommodell

Niels Bohr (1885 — 1962): Atommodell (1913)

Bohrf‘sche Postulate

B diskrete, stationare Bahnen, auf denen
Elektronen strahlungslos umlaufen

® beim Ubergang zwischen zwei Bahnen wird
die Energiedifferenz in Form von Photonen
aufgenommen / abgegeben

AE =hv =E, —E,,
® Bahndrehimpuls ist gequantelt

L, =|r xp| =m,vr, =nh, n=1,2,3

Nutzt klassische Vorstellungen
Beruht auf Postulaten, liefert keine Erklarung
In einigen Details nicht richtig
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n=1 ¢
. AE = hv
+Ze
Bild: Wikipedia
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Welle-Teilchen Dualitat bel Atomen & Elektronen ﬂ(".

Louis de Broglie (1924): Duale Welle-Teilchen Beschreibung
auch fur Elektronen & Neutronen

® verwende Beziehung p = hk wie bei Licht

Agg = g de Broglie Wellenlange

p mv  /2mEgin

® Fdr Teilchen mit thermischer Energie Ey;,, = %kBT

A —
dB 3mkgT Aap
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Welle-Tellchen Dualitat bel Atomen & Elektronen

Beispiele

thermisches Elektron (300K)

Elektron nach 1V Beschleunigung

Elektron beschleunigt auf 1GeV

H Atom (300K)
lasergekihltes 8’Rb Atom (100nK)

Fussball (v=20m/s)

Aap =
Aap =

Aap =

AT

ttttttttttttttttttt f Technology

h

/3mkgT = 6nm

h
\/TTU = 0.12nm = Ao
= =12fm

= 0.15nm = a,
= 1um

=1073>m
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Bohr‘sches Atommodell - Il

Erklarung fur die Quantisierungsbedingung

® Beschreibe Elektron mit Materiewelle — stehende Welle
2nr = nAgzg, N =1,2,3...

Aus Kraftegleichgewicht Zentripetalkraft = Coulomb Kraft

folgt Bahnradius

h? 2 : : h?
= —"¢ =" g, mitBohr Radius a; = —2— = 0.5A
Z Tmee

TmeZe?

Th

Energieniveaus
Ze?

_1 2
E, = Egin + Epot = Emev -

mit E, = F; - mv2 /1, = Ze? [4meyr?

g 1 Ze* = mgZ%e* ZZR*I
" 24meyr,  8e€Zh?n? Y 0z

mit Rydbergkonstante Ry* = Ry h ¢ = ¢ = 13.6 eV

8€2h?
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Experimentelle Evidenz von Materiewellen
Rdontgenbeugung Elektronenbeugung

Beugung von Elektronen an dinnen
kristallinen Filmen

= naturliches Beugungsgitter

® Interferenzmuster in
Ubereinstimmung mit deBoglie
Wellenlange der Elektronen und
Bragg-Bedingung

Beugung an einer Kante
® gleiche Struktur fir gleiches Ar,
ro Abstand Detektorplatte - Kante

Lichtbeugung

Elektronenbeugung
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Erstes Experiment: Davisson, Germer (1927)



Doppelspalt Experiment mit Elektronen ﬂ(".

Beobachtungs-
schirm
Elektron
Elektronen-
kanone

AN
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Doppelspalt Experiment mit Elektronen -\\J(IT

Video: Bach et al., New J. Phys 15, 033018 (2013)
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Beugung & Interferenz von Molekulen

b a 11]]

AR RN ERRERREEERERRRERRRRRRERERE]
a b 3 e

Massenrekord flir Materiewellen

i Fadrea Interferometer (2019)
Ll l Emui l "" e R - Molekulare Masse 28kDa,
: ‘ - 2000 Atome, Durchmesser 6nm
-Agg = 50fm
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Bose Einstein Kondensat (BEC)

Viele Atome bilden eine
makroskopische Materiewelle

Schattenbilder der
atomaren Dichteverteilung

Interferenz zweier BECs

Grofdtes BEC unter

Schwerelosigkeit: 1mm
[Zoest et al., Science 321, 1540 (2010)]

z [mm]

0.7 1.7 2.7
x [mm]
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Materiewellen und Wellenfunktion -\\J(IT

Materiewelle flr freies Teilchen mit Masse m, Geschwindigkeit v

P 1) = oell@thn) = yoer(EePo)

Fur Licht- wie Materiewellen gilt

E = hv = ho,
5 =nhk, |kl =2m1/2
Teilchen- Wellen-

eigenschaften

Wellen- und Teilchenaspekte bei Quantenteilchen

,ntensitat* der Welle (Quadrat der Amplitude) am Ort x
bestimmt die Wahrscheinlichkeit der Beobachtung w(x)
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Komplexe Wellenfunktion

P, D) = Poell@kn) = PP

Reelle Welle Asin( wt — kx) W\/

® Aufenthaltswahrscheinlichkeit |[|? = A sin?(kx — wt)

- es gabe Orte, an denen das Teilchen haufig, und Orte an denen es nie
aufgefunden wirde

Komplexe Welle 4 e'(@t=kx)
y = A Betrag (konstant), Phase Farbkodiert

B Besser geeignet: keine rdumliche Modulation
der Aufenthaltswahrscheinlichkeit
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Materiewellen und Wellenfunktion -\\J(IT

P, 8) = 1hoel(@H0) = gy ohlEEPY

dx

. . . d w
Phasengeschwindigkeit aus E(wt —kx)=0 - — = Vph =7

. @ __
® e.m. Wellen: v,, = - = ¢ = const.

® Materiewellen: E = Ey;,, = p?/2m

hk? w hk

MitE = hw,p = hk » w = —

dv 1
ph

=-%0
dw k

Teilchengeschwindigkeit

18

2 v —_ —
m PR 1 T 2m

die Phasengeschwindigkeit hangt vom

Wellenvektor ab! - Dispersion

_ Db _ hk
vT o m — m
1
Uph = EUT unterschiedlich!
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Wellenpakete

Materiewelle nur bedingt geeignet

® Unterschied Phasen / Teilchengeschwindigkeit
® Welle unendlich ausgedehnt, Teilchen eher

lokalisiert
Wellenpaket: Uberlagerung unendlich vi
® Bsp: Wellenzahl im Intervall k = k,y +
Ko+A (ot
Y, t) = [ 00y Yo (k)el @tk

B wenn Ak K ky kann w(k) = wqy + (Z—:

genahert werden

eler Wellen

Ak

dk

) Ge—ko)+ .
ko

® falls Amplituden Y, (k) = const —» Py(k) = Yo(ky)

dw

mitK=k—k0,u=(E

) t—x=w't —x:
ko

- _ Ak/2
Y(x,t) = ¢0(k0)el(w0t kox) f—AIﬁ/Z e IUK 5
B [ntegration liefert
sin((/t2086)
Y(x, t) = 2o (kg) 2 ) iwot—kox)

w't—x
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Amplitude
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Wellenpakete
® Lokalisiert bei x,,, = w't
® Maximum bewegt sich mit Gruppengeschwindigkeit
__dxm ; __dw
Vo=a ~ @ T@ VT

- Gruppengeschwindigkeit = Teilchengeschwindigkeit

AT

Karlsruhe Institute of Technology

® Wellenvektor k, des Gruppenzentrums bestimmt

Teilchenimpuls pr = hk, } /]

® Breite gegeben durch Nullstellen der Einhillenden

4T 27
u-Ak =12m - Ax_ﬂzk_o_AdB

Amplitude
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Wahrscheinlichkeitsinterpretation -\\-‘(IT

® Die Wellenfunktion ¥ (x, t) kann komplexe Werte & negative Werte annehmen - nicht
direkt mit MessgrofRen verknupfbar

® Das Wellenpaket lauft auseinander (Dispersion), andert seine Form

® Ein elementares Teilchen (z.B. Elektron) ist unteilbar, die Wellenfunktion kann aber
aufgeteilt werden

- Wellenfunktion beschreibt nicht direkt das Teilchen

Max Born (1927): Statistische Interpretation

® Wahrscheinlichkeit muss reelle positive Zahl sein

Die Wahrscheinlichkeit W (x, t)dx, dass sich ein Teilchen zur Zeit t im Ortsintervall [x, x + dx]
befindet, ist proportional zum Absolutquadrat |y (x, t)|*der Wellenfunktion y(x, t)

W (x, t)dx = |Y(x,t)|*dx

® |y (x, t)|? Wahrscheinlichkeitsdichte am Ort x zur Zeit t
® Normierung: Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo zu finden muss 1 sein

fx=°° | (x, t)|?dx = 1

X=—00
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Heisenberg‘sche Unscharfe Relation i

| Ak
Gaul3-verteilte Amplituden !."' '.H
Wo (k) = o (ko)e™*k*/4, Ak = 1/a L\
W(x, t) = (ko) f—oooo o~ (k=ko)?/4 pi(kx—wt) 4] T e
W Integration liefert L Pt=0)

5 \1/4
1/)(x, t) — <_) e—xz/a2 . gtkox

ma?

® Normierte Wahrscheinlichkeitsdichte Position x
2 _ |2 _-2x%/a? :
[ Cx, 0)]7 = \/ waz © oal /\
W Firx;, = £ ist [i|? auf 1///e des oo} ) Ax
Maximalwerts abgefallen - a = Ax volle Breite Coaf ! IH”\
B Firky, = ko + Ak/2 ist | (k)| auf 92 (ko) /ve J A\
abgefallen e
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Heisenberg‘sche Unscharferelation

® Das Produkt aus raumlicher Breite Ax des Wellenpaketes
und der Breite Ak des Wellenzahlintervalls der
zugrundeliegenden Materiewellen ist gleich 1

Ax - Ak =1
Ergebnis analog zur Optik (Beugung, Fourier Optik)
® mit p, = hk folgt
Ax - Ap, = h p
B ein gaul¥formiges Wellenpaket hat das minimale Produkt
Ax - Ap,., alle anderen liefern Werte > h

Ax - Ap,=h  Heisenberg‘sche Unscharferelation

® Analoge Uppcharferelation flr Energie und Zeit

AE -At h
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Analogie zur Optik -\\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Beugung von Elektronen am Spalt

® Spalt mit Breite Ax = b P =0

® Elektronen mit Impuls p = {0, p,, 0}

® Ebene Welle & x unendlich ausgedehnt

® Nach Transmission ist x -Koordinate auf I©) 4|
Ax = b begrenzt; daraus folgt Impulsunscharfe |

h 'II e:‘ll'- —
Apx 2 E '_'J':JI"II \ P

- Elektronen kdnnen in Winkelbereich A8
angetroffen werden mit

® Alternativ: Beschreibung durch Beugung der
Materiewelle mit A5 = g am Spalt

® zentrales Beugungsmaximum mit Ful3punktsbreite
Ap = 260
h

® aus Beugung in der Optik: sinf8 = ’1% =
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Dispersion von Wellenpaketen

® Gruppengeschwindigkeit v, = p/m

B Anfangsimpuls p kann nur mit Genauigkeit p + Ap
bestimmt werden

® Daraus folgt Unscharfe der Gruppengeschwindigkeit

1 1 h
Av, =—Ap = ——
Vg = 2P m Ax,

® Unsicherheit des Orts wachst wegen Unsicherheit in
der Geschwindigkeit an

Ax(t) = Axg + Avy - t = Axg +

t
mAx

AT

Karlsruhe Institute of Technology

® Flache unter dem Wellenpaket bleibt gleich
(Normierung) - Maximalwert nimmt ab

Amplitude

05.05.2023
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Stehende Wellen ﬂ(".

Karlsruhe Institute of Technology

Systeme mit festen, diskreten Frequenzen
z.B. Akustik: Reflexion an Wanden fuhrt zu stehender Schallwelle
- Resonanz

® Resonanzbedingung \/W\ 6 "é —
L
ni=1

:— s s
DA

A
—
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Stehende Materiewellen -\\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

® Teilchen im Potentialkasten (unendlich hohe Wande)
B Reflexion an Wanden fuhrt zu stehender Materiewelle

: A A
Bedingung: n% =L
E,
="
p m /\/ / N Eg
Sp= nh g
_r*
E= 2m Es
— E = n? L 7 Es
8mlL2
- E,
diskrete Energien E,,~ « n?
- stehende Materiewellen liefern diskrete I — =
Energieniveaus >
X
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