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2.4 Schrodingergleichung ﬂ(".

Materiewelle fur freies Teilchen
l/)(x, t) — Ae—i(wt—kx) — Ae—i/h(Ekint—px)
sollte einer Wellengleichung geniugen; Analogie zur Optik:
0%y 1 0%y
= (*)

2 - .2 2
ox Vsh at

mit Phasengeschwindigkeit v,

falls E und p zeitunabhangig

PY(x, £) = P)P(t) = Ae'kre~twt BiId:Wikida
M — -2 . 2 — p_z — 2 . .y
5z k“(x);, mit k* = = 2mE;, ;. /h Erwin Schrédinger (1926)
LRV 2
ax(zx) — _h_T Ekinlp(x)
Stationare Schrodingergleichung fur ein freies Teilchen

h? 9% (x)
0 axzx = Exin(x)
mit aulserem Potential und in 3D: E = Ey;p + Epot
h? L . .
—> 2y + Epory = EY Stationare Schrodingergleichung
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Zeitabhangige Schrodingergleichung = \‘ (IT

m Differenziere y(x,t) = Ae~!/"Ekint=P%) ngach der Zeit

oY i
9t & Ekinl/)

2
® vergleiche mit w(x) = i—? Erin (%)

: 3_1/’__*1_2 2
lhat_ ZmVl‘b

® Fir nichtstationare Probleme (Ey;,, = Exin(t), p = p(t)) gilt nicht mehr
oY i
ot = 7 Bum¥

B Schrodinger postulierte dass auch bei zeitabhangiger Energie folgende
Gleichung gilt:

oY (r,t) 2 zeitabhangige Schrddinger
ih T <_ﬂ‘72 + Epor (1, t))l/)(r, t) Gleichung
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Schrodinger Gleichung -\\-‘(IT

Kommentare zur Schrodingergleichung

Sie beruht auf der deBroglie Welle mit p = hk
Quadratische Dispersionrelation w = hk?/2m
Entspricht dem Energiesatz der Quantenmechanik EY = Ey;n ) + Eporp

Die Schrodingergleichung ist eine lineare, homogene Differentialgleichung -
verschiedene Losungen konnen lberlagert werden, Superpositionsprinzip

Erster Ordnung in der Zeit, zweiter Ordnung im Ort = nicht relativistisch
invariant (haben auch nichtrel. Energie-Impuls Beziehung E = % verwendet)
Relativistische Gleichungen: Klein-Gordon Gleichung, Dirac Gleichung
Enthalt Masse als Parameter - Teilchenzahl bleibt erhalten

Enthalt h
SG ist komplex, damit auch ihre Losungen
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Observablen und Operatoren

Messgrofien werden ersetzt durch Vorschriften / Operatoren
® Ort r=r- - Multiplikation der Wellenfunktion mit r

® Impuls: betrachte Y(r, t) = Ae~/MEkint=PT) (differenziere nach dem Ort

—ih% = p, Y, analog fury, z
P - Py = py

® Drehimpuls: L =1r x (—inV)

® Energieoperator

9 =2 p.e-i/aEt-pr) — _L
ac ¥ T g Yo€ - ha
A 0
E = —lha
Gesamtenergie: Hamiltonoperator
a . . . _ % % A2 2
Kinetische Energie JeT47 = g_m FVE) = ——— 72 4 V()

~ h2 2
Epin =——V
kin om
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Erwartungswert =3 e

B Mittelwerte in der klassischen statistischen Physik
B Z.B mittlere Geschwindigkeit v bei Geschwindigkeitsverteilung f(v)

v ={v) = fooov-f(v)dv
® QM: Wahrscheinlichkeit, Teilchen im Intervall [x, x + dx] zu finden ist |y (x)|?
® Mittlere Position = Erwartungswert

) =[x [Pp)|Pdx = [0 () x - p(x)dx = [T (%) R P(x)dx

B Erwartungswert (A) einer physikalischen Messgrofe A

(A) = [, ", OAY(r, O dPr =: (Y| A]p)
mit Operator A (Y| = bra lp) = ket

entspricht xT x
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Observablen und Operatoren -\\j(".

Eigenwert und Eigenfunktion: Wenn gilt

AY = Ay
dann ist ¥ Eigenfunktion zum Operator 4 und A der Eigenwert (reelle Zahl).
Wellenfunktionen sind Elemente eines Vektorraumes

[Y*y dr = (Y|P) Skalarprodukt in diesem Vektorraum

Der Erwartungswert

(A)= [y Apdr=A

ist ,scharf* definiert, quadratische Schwankung verschwindet

(42) = (A)? = [ A2pdr — ([ y*Apdr)” =0

Energie eines stationdren Zustands: Eigenwert des Hamilton Operators
HY = EY stationare Schrddingergleichung
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Uberlagerungszustande g
®m Betrachte Uberlagerungszustand
V= Zn Cnn
Y, Eigenzustande, z.B. Energie Eigenzustande 5
Aln) = Balibn) ¥s) 3]
| ) . | | ¥2) |c2|?
® Eigenzustande mit versch. Eigenwerten sind orthonormal
(¢n|¢m> = Onm
V1) ey |

® wenn Y, normiert, dannist },,|c,|? = 1

Z.B: Energie des Elektrons im Zustand ¥
(H) = (P|H|®) = Zp(Pn|crHen|ppn) =
ancnlen<¢n|¢n> = ancnlen

|c,,|> Wahrscheinlichkeit, das Elektron im Zustand ,, zu finden,

Energiewert E,, wird mit der Wkt. |c,,|?> gemessen.
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Messprozess

Anfangszustand ¥ = Y, ¢, ¥,

Nach der Messung ist das Elektron im Zustand ,, mit der 5
Wkt. |c,|? 1Y¥3) |5l

¥2) |c2]?

Unsicherheit bei Einzelmessung kommt nicht durch
Messfehler zustande sondern durch Unbestimmtheit

V1) lc1]?

Messung verandert das System - Kollaps der Wellenfunktion

Der Kollaps kann nicht durch die Schrédingergleichung
beschrieben werden

weitere Messungen ergeben immer Y,
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Unscharfe von Variablen —

Falls Ay = Ay gilt, d.h. ¥ ist Eigenfunktion des Operators A mit Eigenwert A,
dann ist A scharf definiert, keine Unschérfe

Man kann zeigen dass zwei Observablen nur dann gleichzeitig scharf bestimmt
werden konnen wenn ihre Operatoren kommutieren

~ ~ ~

A4, = A2A1

Orts- und Impulsoperator kommutieren nicht (= Heisenbergsche
Unscharferelation)

Definiere Kommutator Alfiz — A2A1 = [141,142]

Die Unscharferelation kann mit Hilfe des Kommutators allgemein geschrieben
werden

AAAA, > %(z/)|[/il,/iz]|z/)) mit AA = g, die Standardabweichung von A
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Neue Weltsicht -\\J(IT

e of Technology

Vektoren & reelle Zahlen der klassischen Physik entsprechen
Operatoren

Reihenfolge der Anwendung spielt eine Rolle

Ehrenfest Theorem: klassische Bewegungsgleichungen gelten ftr
Erwartungswerte wenn Wellenfunktion geniigend lokalisiert ist

Historisch: Bohr‘sches Korrespondenzprinzip: Ubergang zur
klassischen Physik bei grof3en Quantenzahlen
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