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Wiederholung Schrodingergleichung
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Stationare Schrodingergleichung fir ein Teilchen im Potential V(1)

hZ
_ . p2 _
o Ve + V(r)y = EyY
Zeitabhangige Schrodingergleichung
0 ht o,
Mo = (‘%V t V“"))‘/’

~2
Mit Impulsoperator: p = —iAV — lh a¢ (f—m + V(T))'P
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Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden _\_ﬂ(IT

AE
® Teilchen im Potentialkasten Ed/\\//\\ 16E,
Vix) =0 0<x<a
Vix) =0 x<0, x>a v,
® Ansatz Baf——<— 9F,
Y(x) = Aexp(ikx) + B exp(—ikx) !
B Bestimme 4, B aus Randbedingungen 3 —-\\\\L E,
Y0)=0 —-A=-B B
l/)(L) =0 - A(eika _ e—ika) =0 E10 - Lo x
— 2i Asin(ka) =0 - kL =nmk, = n{ mitn=1,2,...0
® diskrete Impulswerte pn = hk,
. . lehzTL'z
B Diskrete Energien E, = ;

2ma? '’
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Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden _\_ﬂ(IT

hZ

® minimale Energie # 0 E; = %— Nullpunktsenergie

a2
® Je groRRer a, desto kleiner E; - konsistent mit
Heisenbergscher Unschéarferelation

® Zugehorige Wellenfunktionen
Y, (x) = Asin(k,,x)

® Normierung [yY*yp =1

= P (x) —ISI n=——

® Anmerkung: ¥, hier reell, die vollstdndigen Wellenfunktionen

sind aber komplexwertig:
Y(x,t) = l/)n(x)e_iwt

19.05.2023

AE
E, /\\//\\ 16 E,
¥h
E, “\\\\L 4E,
E; — X
0 a
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Potentialtopf in 3D -\\J(IT

® Dreidimensionales Kastenpotential
V(x)=0 for 0<x<ay0<y<a,,0<z=<a,

® Produktansatz (7)) = P, (x) - P, (y) - P (2)

® Lo6sung durch Separation der Variablen - drei Differentialgleichungen mit Lé6sungen wie
vorher in 1D

Y(#) = Asin(k,x) - sin(k,y) - sin(k,2)
Mit Ky y 23 = Ny, 2370/ Axy 2} - eine Quantenzahl pro Raumdimension!

k
s CECEC)

ks

W Zustande mit gleicher Energie bei unterschiedlichen Quantenzahlen heil3en ,entartete
Zustande”
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Potentialtopf 3D - Aufenthaltswahrscheinlichkeit ﬂ(".

o s 1 (2.1,1) (2,2,1)

s 100:000  Mathematica demonstrations.wolfram.com
Siehe ILIAS, Particles in 1D and 3D Boxes

Physikalisches Institut , KIT Fakultat fir Physik



Potentialtopf mit endlich hohen Wanden -\\J(IT

O f
__Z & E3
Vix)=—-V, fir0<x<a
Vix)=0 fiurx<Oundx>a e, 1 2 3
Ry o - E,
_//_\H__ 1
_VO Y = 0 = E > X
Schrédingergleichung in Bereichen (1), (2), (3)
(1) und (3) _%aa_;w(x) = EY(x) mit E < 0 - gebundene Zustande
h? 02
(2) —o—= () = (E +Vo)y(x)
Abklrzende Schreibweise
7 2mE
(1) und (3) Y = kY K2 = — Z;
3) pr= -ty ¢ =2E
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Endlicher Potentialtopf =3 oty

® y muss an allen Orten stetig und stetig differenzierbar sein (y und vy’ stetig)
® 1y muss eindeutig und endlich sein
® y muss flr x - +o schnell genug abfallen so dass

" [|yYPdx=1

Gebiete (1), (3): ¢'" = k%Y

Ansatz: Yx)=Ce™ x>a
Y(x)=De"™, x<0

Wellenfunktion im klassisch verbotenen Bereich exponentiell gedampft

Gebiet (2): Y = q%y

Ansatz Y(x) = Asinkx + B cos kx
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Endlicher Potentialtopf AIT

Bedingungen zur Bestimmung der Parameter A,B,C,C und der Energie E
B Stetigkeit: Y;(x =0) =Y, (x = 0); Y, (x = a) = P3(x = a)
B Stetige Ableitungen: Y1 (x = 0) = Y5(x = 0); Y3(x = a) = P3(x = a)

® Normierbarkeit [ ||?dx = 1
B - |6sbares Gleichungssystem, flhrt zu transzendenten Gleichungen

A

Frrlnel ; 2 e - 1

g tan (q g) =K R % I —
—q cot (k%) =K )
-
® Graphische Losung
| |

Mathematica demonstrations.wolfram.com
Siehe ILIAS, Bound states of particles in finite pot. well
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Der Harmonische Oszillator -\\J(IT

E poi(X)

Klassische Mechanik: Prototyp fir Schwingung
B Quantenphysik: Wichtig zur Beschreibung
gebundener Zustande, quantisierte

mam, X

| =
=

elektromagnetische Strahlung etc. \ / E

B Hooke‘sches Gesetz F = —Dx -A

® Potential V(x) = f; —Dx dx = %sz

® Losung: harmonische Schwingung mit w = \/%

2
. . 1
® Klassische Gesamtenergie E=T+V = f—m + Em“’zxz
_ . 52 2 B2 92 2
® Hamilton Operator A=2 4 T 32 = _ + 2 x2

2m 2 2m 0x?2 2
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Der Harmonische Oszillator == -

® Variablentransformation zur Vereinfachung

. mwx . 9%  mw 072 xz_i 2
Y= h dy  h ox2’ _mwy

® Schrédinger Gleichung (— + hzw) Y() = EyY®)

2 0y?

mit € == 2= > (aa—;ﬁ(C—yz))w(y) =0

hw

- P "+ (C -y =0

2
B 1. Ansatz: Y(y) = Aexp (— y;)

2 2 2
Y' = —yAexp (— y7 P = —Aexp (— %) + y2Aexp (— y7)
sYP" =yP@?-1) Ansatz l6st DGL fiir C=1
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Der harmonische Oszillator \‘(IT

2. Ansatz: Y(y) = A(y) exp (_ y_z)

Y =A eXp(——) AyeXp( 22)

Y = A" exp (—y—) — 24 yexp( y?) + A(y? - 1) exp( 2)
A" =2yA"+(C—-1)A=0

® Neue DGL fur Koeffizienten — Hermite'sche DGL

® LOsung durch Potenzreihenansatz
H,(y) = Y"a;y* Hermite‘'sche Polynome vom Grad n

u Bestimmungsgleichung

Y () = Hp(y)e ™" /2
H,(y) = (- 1)"33’ ), n=0,1,2,..

Fir Normierbarkeit muss Potenzrelhe endlich sein > n=1/2(C — 1)

B Mit C = 2E /hw folgen die Energieeigenwerte

E, = hw (n n 1) aquidistante Energlewerie
Nullpunktsenergie E, = Eh“)
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Der Harmonische Oszillator

Hermite Polynome
Hy(y) =1
H,(y) = -2y
H,(y) = 4y* — 2

l/’n(x) = Hn< /?X) e_’;l_;i)xz
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Grundzustand und Unscharfe  ==a -

® Lokalisierung des Grundzustands Ax
® Heisenbergsche Unscharferelation AxAp > h

® Daraus folgt Impulsunscharfe Ap > Z

® Harmonischer Oszillator: |2 o exp (—%xz)

h

® Varianz der GauBverteilung: (Ax)? = —

® Varianz der Impulsverteilung (Ap)? = 2Amw

- AxAp = h H.O. erflllt die Unscharferelation exakt

Anmerkung: oft findet sich auch AxAp = g

Hangt ab von der Definition von Ax, Ap - i VS 8—12 Breite
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HarmonischerOszillator: QM vs Klassisch

® Vergleiche mit klassischer Aufenthaltswahrscheinlicheit
® Mit welcher Wkt befindet sich ein Oszillator mit Periode T am Ort x?

1
v(x)T

w(x) «

Fur grol3e n ndhern sich QM

und klassische Aufenthaltswkt.

An

- Bohrsches Korrespondenzprinzip
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