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Wiederholung Schrödingergleichung

Stationäre Schrödingergleichung für ein Teilchen im Potential 𝑉(𝑟)

Zeitabhängige Schrödingergleichung

Mit Impulsoperator: Ƹ𝑝 = −𝑖ℏ∇ → 𝑖ℏ
𝜕𝜓

𝜕𝑡
=

ො𝑝2

2𝑚
+ 𝑉 𝑟 𝜓

24.05.2023

−
ℏ2

2𝑚
𝛻2𝜓 + 𝑉(𝑟)𝜓 = 𝐸𝜓

𝑖ℏ
𝜕𝜓

𝜕𝑡
= −

ℏ2

2𝑚
𝛻2 + 𝑉 𝑟 𝜓
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Potentialtopf mit unendlich hohen Wänden

Teilchen im Potentialkasten

𝑉 𝑥 = 0 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎

𝑉 𝑥 = ∞ 𝑥 < 0, 𝑥 > 𝑎

Ansatz

𝜓 𝑥 = 𝐴 exp(𝑖𝑘𝑥) + 𝐵 exp −𝑖𝑘𝑥

Bestimme 𝐴, 𝐵 aus Randbedingungen

𝜓 0 = 0 → 𝐴 = −𝐵

𝜓 𝐿 = 0 → 𝐴 𝑒𝑖𝑘𝑎 − 𝑒−𝑖𝑘𝑎 = 0

→ 2𝑖 𝐴 sin(𝑘𝑎) = 0 → 𝑘𝐿 = 𝑛𝜋, 𝑘𝑛 =
𝑛𝜋

𝑎
mit 𝑛 = 1, 2, …∞

diskrete Impulswerte 𝑝𝑛 = ℏ𝑘𝑛

Diskrete Energien 𝐸𝑛 =
𝑛2ℏ2𝜋2

2𝑚𝑎2
;   

24.05.2023
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Potentialtopf mit unendlich hohen Wänden

minimale Energie ≠ 0 𝐸1 =
ℏ2

2𝑚

𝜋2

𝑎2
Nullpunktsenergie

Je größer 𝑎, desto kleiner 𝐸1 → konsistent mit 

Heisenbergscher Unschärferelation

Zugehörige Wellenfunktionen

𝜓𝑛 𝑥 = 𝐴 sin 𝑘𝑛𝑥

Normierung 𝜓∗𝜓 = 1

→ 𝜓𝑛 𝑥 =
1

𝑎
sin

𝑛𝜋𝑥

𝑎

Anmerkung: 𝜓𝑛 hier reell, die vollständigen Wellenfunktionen 

sind aber komplexwertig: 

Ψ 𝑥, 𝑡 = 𝜓𝑛 𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑡

24.05.2023
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Potentialtopf in 3D

Dreidimensionales Kastenpotential

𝑉 𝑥 = 0 für 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎𝑥 , 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑎𝑦, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑎𝑧

Produktansatz 𝜓 Ԧ𝑟 = 𝜓𝑥 𝑥 ⋅ 𝜓𝑦 𝑦 ⋅ 𝜓𝑧(𝑧)

Lösung durch Separation der Variablen → drei Differentialgleichungen mit Lösungen wie 

vorher in 1D

𝜓 Ԧ𝑟 = 𝐴 sin(𝑘𝑥𝑥) ⋅ sin 𝑘𝑦𝑦 ⋅ sin(𝑘𝑧𝑧)

mit 𝑘{𝑥,𝑦,𝑧} = 𝑛{𝑥,𝑦,𝑧}𝜋/𝑎{𝑥,𝑦,𝑧} → eine Quantenzahl pro Raumdimension!

𝑘 =

𝑘𝑥
𝑘𝑦
𝑘𝑧

, 𝐸𝑛𝑥 =
ℏ2𝜋2

2𝑚

𝑛𝑥

𝑎𝑥

2
+

𝑛𝑦

𝑎𝑦

2

+
𝑛𝑧

𝑎𝑧

2

Zustände mit gleicher Energie bei unterschiedlichen Quantenzahlen heißen „entartete 

Zustände“

24.05.2023
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Potentialtopf 3D - Aufenthaltswahrscheinlichkeit

Mathematica demonstrations.wolfram.com

Siehe ILIAS, Particles in 1D and 3D Boxes

24.05.2023
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1 2 3

0

-V0

Potentialtopf mit endlich hohen Wänden

𝑉 𝑥 = −𝑉0 für 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎

𝑉 𝑥 = 0 für 𝑥 < 0 und 𝑥 > 𝑎

Schrödingergleichung in Bereichen (1), (2), (3)

(1) und (3) −
ℏ2

2𝑚

𝜕2

𝜕𝑥2
𝜓 𝑥 = 𝐸𝜓(𝑥) mit 𝐸 < 0 → gebundene Zustände

(2) −
ℏ2

2𝑚

𝜕2

𝜕𝑥2
𝜓 𝑥 = (𝐸 + 𝑉0)𝜓(𝑥)

Abkürzende Schreibweise

(1) und (3) 𝜓′′ = 𝜅2𝜓 𝜅2 = −
2𝑚𝐸

ℏ2

(3) 𝜓′′ = −𝑞2𝜓 𝑞2 =
2𝑚 𝐸+𝑉0

ℏ2

24.05.2023
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Endlicher Potentialtopf

𝜓 muss an allen Orten stetig und stetig differenzierbar sein (𝜓 und 𝜓′ stetig)

𝜓 muss eindeutig und endlich sein

𝜓 muss für 𝑥 → ±∞ schnell genug abfallen so dass

 𝜓 2𝑑𝑥 = 1

Gebiete (1), (3): 𝜓′′ = 𝜅2𝜓

Ansatz: 𝜓 𝑥 = 𝐶 𝑒−𝜅𝑥, 𝑥 > 𝑎

𝜓 𝑥 = 𝐷 𝑒𝜅𝑥, 𝑥 < 0

Wellenfunktion im klassisch verbotenen Bereich exponentiell gedämpft

Gebiet (2): 𝜓′′ = 𝑞2𝜓

Ansatz 𝜓 𝑥 = 𝐴 sin 𝑘𝑥 + 𝐵 cos 𝑘𝑥

24.05.2023
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Endlicher Potentialtopf

Bedingungen zur Bestimmung der Parameter A,B,C,C und der Energie E

Stetigkeit: 𝜓1 𝑥 = 0 = 𝜓2 𝑥 = 0 ;𝜓2 𝑥 = 𝑎 = 𝜓3(𝑥 = 𝑎)

Stetige Ableitungen: 𝜓1
′ 𝑥 = 0 = 𝜓2

′ 𝑥 = 0 ;𝜓2
′ 𝑥 = 𝑎 = 𝜓3

′ (𝑥 = 𝑎)

Normierbarkeit  𝜓 2𝑑𝑥 = 1

→ lösbares Gleichungssystem, führt zu transzendenten Gleichungen

𝑞 tan 𝑞
𝑎

2
= 𝜅

−𝑞 cot 𝑘
𝑎

2
= 𝜅

Graphische Lösung

24.05.2023
Mathematica demonstrations.wolfram.com

Siehe ILIAS, Bound states of particles in finite pot. well
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Der Harmonische Oszillator

Klassische Mechanik: Prototyp für Schwingung

Quantenphysik: Wichtig zur Beschreibung 

gebundener Zustände, quantisierte 

elektromagnetische Strahlung etc.

Hooke‘sches Gesetz 𝐹 = −𝐷𝑥

Potential 𝑉 𝑥 = 𝑥
0
−𝐷𝑥 𝑑𝑥 =

1

2
𝐷𝑥2

Lösung: harmonische Schwingung mit 𝜔 =
𝐷

𝑚

Klassische Gesamtenergie 𝐸 = 𝑇 + 𝑉 =
𝑝2

2𝑚
+

1

2
𝑚𝜔2𝑥2

Hamilton Operator 𝐻 =
ො𝑝2

2𝑚
+

𝑚𝜔2

2
ො𝑥2 = −

ℏ2

2𝑚

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝑚𝜔2

2
𝑥2

24.05.2023
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Der Harmonische Oszillator

Variablentransformation zur Vereinfachung

𝑦 ≔
𝑚𝜔

ℏ
𝑥 →

𝜕2

𝜕𝑦
=

𝑚𝜔

ℏ

𝜕2

𝜕𝑥2
, 𝑥2 =

ℏ

𝑚𝜔
𝑦2

Schrödinger Gleichung −
ℏ𝜔

2

𝜕2

𝜕𝑦2
+

ℏ𝜔

2
𝜓 𝑦 = 𝐸 𝜓(𝑦)

mit 𝐶 ≔
2𝐸

ℏ𝜔
→

𝜕2

𝜕𝑦2
+ 𝐶 − 𝑦2 𝜓(𝑦) = 0

→ 𝜓′′ + 𝐶 − 𝑦2 𝜓 = 0

1. Ansatz: 𝜓 𝑦 = 𝐴 exp −
𝑦2

2
,

𝜓′ = −𝑦𝐴 exp −
𝑦2

2
, 𝜓′′ = −𝐴 exp −

𝑦2

2
+ 𝑦2𝐴 exp −

𝑦2

2

→ 𝜓′′ = 𝜓(𝑦2 − 1) Ansatz löst DGL für C=1

24.05.2023
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Der harmonische Oszillator

2. Ansatz: 𝜓 𝑦 = 𝐴(𝑦) exp −
𝑦2

2

𝜓′ = 𝐴′ exp(−
𝑦2

2
) − 𝐴𝑦 exp −

𝑦2

2

𝜓′′ = 𝐴′′ exp −
𝑦2

2
− 2𝐴′𝑦 exp −

𝑦2

2
+ 𝐴(𝑦2 − 1) exp −

𝑦2

2

𝐴′′ − 2𝑦𝐴′ + 𝐶 − 1 𝐴 = 0

Neue DGL für Koeffizienten – Hermite‘sche DGL

Lösung durch Potenzreihenansatz

𝐻𝑛 𝑦 = σ𝑖
𝑛 𝑎𝑖𝑦

𝑖 Hermite‘sche Polynome vom Grad n

Bestimmungsgleichung

𝐻𝑛 𝑦 = −1 𝑛𝑒𝑦
2 𝑑𝑛

𝑑𝑦𝑛
𝑒−𝑦

2
, 𝑛 = 0, 1, 2, …

Für Normierbarkeit muss Potenzreihe endlich sein → 𝑛 = 1/2 𝐶 − 1

Mit 𝐶 = 2𝐸/ℏ𝜔 folgen die Energieeigenwerte

𝐸𝑛 = ℏ𝜔 𝑛 +
1

2

24.05.2023

äquidistante Energiewerte

Nullpunktsenergie E0 =
1

2
ℏ𝜔

𝜓𝑛 𝑦 = 𝐻𝑛 𝑦 𝑒−𝑦
2/2
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Der Harmonische Oszillator

Hermite Polynome

𝐻0 𝑦 = 1

𝐻1 𝑦 = −2𝑦

𝐻2 𝑦 = 4𝑦2 − 2

24.05.2023

𝜓𝑛 𝑥 = 𝐻𝑛
𝑚𝜔

ℏ
𝑥 𝑒−

𝑚𝜔
2ℏ

𝑥2
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Grundzustand und Unschärfe

Lokalisierung des Grundzustands Δ𝑥

Heisenbergsche Unschärferelation Δ𝑥Δ𝑝 ≥ ℏ

Daraus folgt Impulsunschärfe Δ𝑝 ≥
ℏ

𝑥

Harmonischer Oszillator: 𝜓 2 ∝ exp −
𝑚𝜔

ℏ
𝑥2

Varianz der Gaußverteilung: Δ𝑥 2 =
ℏ

2𝑚𝜔

Varianz der Impulsverteilung Δ𝑝 2 =
1

2
ℏ𝑚𝜔

→ Δ𝑥Δ𝑝 =
ℏ

2
H.O. erfüllt die Unschärferelation exakt

24.05.2023

Anmerkung: oft findet sich auch Δ𝑥Δ𝑝 =
ℏ

2

Hängt ab von der Definition von Δ𝑥, Δ𝑝 -
1

𝑒
vs 

1

𝑒2
Breite
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HarmonischerOszillator: QM vs Klassisch

Vergleiche mit klassischer Aufenthaltswahrscheinlicheit

Mit welcher Wkt befindet sich ein Oszillator mit Periode T am Ort x?

𝑤 𝑥 ∝
1

𝑣 𝑥 𝑇

Für große 𝑛 nähern sich QM und

klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit an

→ Bohr‘sches Korrespondenzprinzip

Quasi-klassische Oszillation: Kohärente Zustände

- Überlagerung von Energieeigenzuständen mit Poisson-verteilten Koeffizienten

- 𝛼 = σ𝑛 𝑐𝑛 𝑛 , 𝑐𝑛
2 = 𝑒−𝛼

2/2 𝛼
2

𝑛!

- „verschobener Grundzustand“

24.05.2023
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Ebene Welle und Teilchenstrom

Konstanter Teilchenstrom Ԧ𝑗 durch komplexe ebene Welle beschrieben

24.05.2023
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Teilchenstrom an Potentialstufe

24.05.2023

2

𝑥 > 0
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Teilchenstrom an Potentialstufe

24.05.2023

Betrachte Teilchenstrom

→ Geschwindigkeit in (1) 

und (2) unterschiedlich!

𝑖𝑞𝐴𝑇 exp(𝑖𝑞𝑟)
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Teilchenstrom an Potentialstufe

Grafische Darstellung der Lösung

r ≠ 0 Reflexion analog zu Licht an Grenzfläche, 

nicht erwartet für klassisches Teilchen

Änderung der Wellenzahl

r ∝ 𝑘 − 𝑞 2 unabhängig von Laufrichtung

24.05.2023

Mathematica Simulation
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Wellenpaket an Potentialstufe

Dynamik Wellenpaket mit 𝐸 > 𝑉0 an der Potentialstufe

Staatsexamensarbeit J. Rosenkranz (Siehe ILIAS)

Lösung der zeitabhängigen SG. Mit Mathematica

24.05.2023
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Teilchenstrom an Potentialstufe

Teilchenenergie < Potentialstufe, E < V0

24.05.2023
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Teilchenstrom an Potentialstufe

𝑇 =
2𝑘

𝑘+𝑖𝜅
→ 𝑡 =

𝑖𝜅

𝑘
𝑇 2 = 𝑖

4𝑘𝜅

𝑘2+𝜅2
≠ 0 rein imaginär, kein Teilchenstrom

Wellenfunktion dringt um Länge 1/𝜅 in klassisch verbotenen Bereich ein

24.05.2023

Mathematica Simulation
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Allgemein: stückweise konstante Potentiale

24.05.2023
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Tunneleffekt

𝑡 =
1

1+
𝑉0
2

4𝐸
𝑉0−𝐸 sinh(𝜅𝑎)

≈
16𝐸

𝑉0
2 𝑉0 − 𝐸 𝑒−2𝜅𝑎

Transmission > 0 auch für 𝐸 < 𝐸0
Transmission < 1 auch für 𝐸 > 𝐸0

im Gegensatz zu klassischem Teilchen

Analogie zur Optik

Evaneszente Wellen

Fabry-Perot Modulation bei Durchgang

durch dünne Glasplatte

Wichtiger Effekt in der Physik

Kernzerfälle, Kernfusion

Chemische Reaktionen

24.05.2023

• Molekulare Übergänge (z.B. NH3)

• Supraleitung

• Rastertunnelmikroskop
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Tunneleffekt - Doppelmuldenpotential

24.05.2023

Wolfram / QuantumDynamics1D
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Rastertunnelmikroskopie

24.05.2023

Wikipedia /Rastertunnelmikroskop


