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Das Wasserstoff Atom -\\J(IT

Wasserstoff — chemisches Symbol H (hydrogen)

W das einfachste Atom

®m Kern besteht aus einem Proton m, = 938 MeV/c?
® Hulle besteht aus einem Elektron m, = 511 keV/c?
® Wechselwirkung: Coulomb Anziehung

my,+e my,—e

Bereits sehr kompliziertes Quantensystem o

® Berechnung mit Schrodingergleichung als
sehr gute Naherung

® Verschiedene Korrekturen -/ V) €
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Schrodingergleichung far das H-Atom -\-\J(IT

B Stationare Schrbdingergleichung

2w v _ Ladung —e
ZmeV ¥ 2mg VKLP 4me rtp El,b(re,rK) Massegme

trenne Schwerpunkt- und Relativbewegung

T
® Schwerpunktkoordinate R = mer"’LmKrK, / Ladung +e
Gesamtmasse M = m, + myg ‘ Masse mg
B Relativkoordinate r = 1, — 1y,
reduzierte Masse u = %

Coulombpotential enthalt nur Relativkoordinate
® Schrodingergleichung fur Schwerpunkt

hZ
——V*P(R) = EY(R)
B LOsung ist ebene Welle / Wellenpaket

P(R) = AYy Pre®R
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Schrodingergleichung fur das H-Atom

® Relativbewegung

— VP + Epoe (1)) = By

Kugelsymmetrie - Kugelkoordinaten
r=(xyz2) - (0,¢)

Zy

A

x = rsin6 cos ¢ r=x%+y2+z2

y =rsinfsing

X =1cos6 ¢ = arctan(y/x)

-

® Nabla Operator in Kugelkoordinaten
V2 =07 40; + 62
—6 (r?0,) + -

63 (sm ?, 69) +

T2 sm2 2]

Volumenelement: dV =r?sin 0 dr d0d¢

O

6 = arccos z//x% + y? + z2
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Schrodingergleichung fur das Zentralpotential = \‘ (IT

SG in Kugelkoordinaten

—a P(r20,Y) + 5 —— 9p(sin @ 0g¥) + 5 ——— Ogy + C(E-V(m)y =0

W Separation der Variablen

Y(r,0,¢) =R()-T(0) - F(¢)

® Einsetzen und Multiplikation mit 2 sin? 8 /4

(*) sin’ =29, (r20,R) + 22 05(sin @ 0yT) + 25 (E = V(r))r?sin? @ = — - 02F

B linke Seite hangt nur von r, 8, rechte Seite nur von ¢ ab
® muss fur alle r gelten, damit missen beide Seiten gleich einer Konstante sein
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Schrodingergleichung fur das Zentralpotential -\\J(IT

Azimutalanteil F(¢)
® flr rechte Seite gilt damit

2 .
ZT&FZZ_ClF > F=AetWao
B muss eindeutig auf einer Kugeloberflache sein, also F(¢) = F(¢ + n 2m)
eTNC2T = 1 & [C/=m, m=0,+1,+2,..

Fn(p) =A elme
Normierung: foan,;“l(gb)Fm(qb)dgb =1-A=1/\2n

Fun(9) = ==
m — m

® orthogonal da fozn Ey - F,dp = 8,
® m ist magnetische Quantenzahl
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Schrodingergleichung fur das Zentralpotential \‘(IT

Polaranteil T(0)
® Linke Seite von (*) = m?, teile durch sin? 8

1d zdR) zuz ___1 i(- ﬂ) m2
R dr (T‘ dr (E V(T)) T sin 6 df Slned@ +sin29

B selbes Argument wie oben: links nur r, rechts nur 6

d m?
Tsm9d9( in¢ ) sin2 @ C2

® Firm = 0 ist die Gleichung eine Legendre‘sche Differentialgleichung;
verwende ¢ = cos @

A1 — g2y9T _
Fla-e&%|+ar=o
B LOdsungsansatz: Potenzreihe

T=a0+a1€+32§2+
® Damit T auch fur ¢ = +1 endlich bleibt dirfen es nur endlich viele Glieder sein
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Polarantell \‘(IT

Karlsruhe In: echnology

setze Potenzreihenansatz in die Legendre DGL ein und vergleiche
Koeffizienten

a . k(k+1)-C,
k+2 ™ Pk (k42)(k+1)

soll die Reihe nach dem [ —ten Glied abbrechen und a,&! ist das letzte Glied,
dann folgt

C,=1l(l+1), 1=012,..
man findet als Losung T;(§) = const. P;(cos 0)
mit P;(cos 0) Legendre Polynome

wir hatten m = 0 angenommen; fur m # 0 findet man die ,assoziierten”
Legendrefunktionen

P™(cos0) = const. (1 — €z)| | aeml (Pl(f))

da P; eine Potenzreihe bis zur Potenz [ ist muss |m| < [ gelten
—l<m<l
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Kugelflachenfunktionen

® Die Produktfunktionen der Azimuthal und Polarfunktionen

_ 1 2i+1-mye

heiRen Kugelflachenfunktionen VAN

@af

® Normierung
f;loqufollflm(e, $)|?sin 6 dod¢ = 1

|Y™(8, ¢)|? gibt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons als Funktion

der Winkel 6, ¢ an
® keine Annahme zu E,, gilt fur alle kugelsymmetrischen Potentiale

® Auch L6sung fur klassische elektrodynamische Probleme
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Kugelflachenfunktionen ﬂ(".

|Y/"(0, ¢)|, Phase als Farbe

o8 e

m Y.,""

1
0 NG

+1 ?2‘} sin ¥ e=¥

1 /3 =0, m=0 =1, m=0 ,m=1
0 21,‘Hcosﬁ
+2 }r ;isinzﬁeﬂi“’

T

+1 F14/ 22 cosd sind} e x 0

1 /5 2 . 2
0 7V = (2cos” ¥ —sin" )

=2, m=0 l=2,m=1 =2 m=2

+3 :F:;w’ sin? 1 e3¢

+2 jr \/ '205 cos ¥ sin? ¥ e£2?
+1 Fgy/ 2 sind (Scos?d — 1) e

0 2/ Z(5cos’ # —3cos )
=8, mMm=0 fi= 3.9h. =1 =3, mi =2
Demtrdder Experimentalphysik 3 1 B .
0 T 27
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Feuerbacher: Tutorium Mathematische Methoden der Elektrodynamik p 191-242, Springer



Winkelanteil und Drehimpuls -\\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

B Was ist die physikalische bedeutung der Quantenzahlen [ und m?
® Analogie zur klassischen Physik: Drehimpuls im Zentralpotential relevant

® Drehimpulsoperator

yod, — z0

y
L=Fxp - i:?x’p\z—ih?xV:% 20, — x0,
X0y — YOy

® [n Kugelkoordinaten

—sinqb ae _cos@cos¢a¢

" sin 6
i=—_ _ __cos@sing
(| —cos¢ 9 —— 5 09

¢
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Winkelanteil und Drehimpuls -\\A(IT

1
sin 6

IZ2=Z§C+E2y+E§=—h2( dg(sin 69)+ﬁa§,)
= r2 - Winkelteil des Laplace-Operators
- Kugelflachenfunktionen sind Eigenfunktionen des Operators L2
® Damit folgt fiir den Erwartungswert von L?
(L%) = [ d3x*L? = 1(1+ 1) - K2, L € N,

® Der Drehimpuls ist quantisiert, [ ist die Bahndrehimpuls Quantenzahl

B Der Betrag des Drehimpulses ist eine Observable
(IL) =it + D) R
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Winkelanteil und Drehimpuls -\\A(IT

B Azimutallésung F,(¢) = 1/v/2me'™?
ist Eigenwert der z-Komponente des Drehimpulsoperators

Z‘Z - —Lh6¢ zA

- b
L,En(¢) = hm E,(¢) Pl '/’?Hh‘”“-\
Lzl/)nlm (T‘, 6» ¢) = Am lpnlm (T» Hr ¢)

(Lz> = mh

® gilt nicht fiir L, oder Ly, L,y # him,y

® Das heisst, nur die Lange und eine Komponente von L
sind gleichzeitig scharf messbar

W L3+ L5 =L*—L5 =[l(l+ 1) — m*]h? ist ebenfalls scharf
definiert

Der Vektor L hat eine wohldefinierte Lange und
Projektion L,, aber keine definierte Raumrichtung
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Winkelanteil und Drehimpuls AT

Karlsruhe Institute of Technology

Anschauliches physikalisches Bild L,
® z-Achse definiert Vorzugsrichtung
- Quantisierungsachse

® Vorstellung: der Drehimpulsvektor prazediert
statistisch (=fluktuiert!) um diese Richtung

B Feste, scharf definierte Lange /I(l + 1)h
B Feste, scharf definierte z-Projektion

L, =mh

mit—-l<mc<l

= Richtungsquantelung: Diskrete Orientierungen,
gegeben durch magnetische Quantenzahl m

https://de.wikipedia.org/wiki/Richtungsquantelung
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Bahndrehimpuls und magnetisches Moment -\\J(IT

halbklassisches Modell: Elektron auf Kreisbahn

® Ladung mit Geschwindigkeit v stellt Kreisstrom dar
I =q/t=—ev/(2nr)

® erzeugt magnetisches Dipolmoment

~ evr ~
H = IA =I7rr2n= —Tn

® Bahndrehimpuls
L=rXxp=m,rvn
® Vergleich liefert

e

"=

Experimente zeigen: gilt auch im Atom

2me

e

Hp = 3 h  Bohr'sches Magneton

me

Elektron mit Drehimpuls |L| = A hat magnetisches Moment

(mev_e)

H

B Betrag des magnetischen Moments fur Zustand mit Bahndrehimpuls Quantenzahl 1

t = pup /Il + 1)

® Inz-Richtung ,=-—

L,=—m
2m, Z IUB
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Zeeman Effekt .\\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

® magnetischer Dipol im &ul3eren Magnetfeld B hat

potentielle Energie
e

Epot = M- B =5 -L-B

m
® Quantenmechanischer Ausdruck: fur B entlang 0
z-Achse und L, = mh PO ZE—
oh |I=2 /"AE=pg-B 0

=— = N
Epot = 5.~ M B = g m B 4
2

B=0 Bz0

® ohne Magnetfeld (21 + 1) entartete Zustande
spalten in aquidistante Zeeman Komponenten auf

AE:HBB

o magnetic field

Aufspaltung von Spektrallinien off
magnetic field

on
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Larmor Prazession

Durch Magnetfeld wird Kugelsymmetrie gebrochen
Drehmoment D = u; X B wirkt auf Elektron

Vektor L prazediert um z-Achse auf einem Kegel mit
Offnungswinkel 2a mit konstanter z-Komponente

Prazessionsfrequenz aus AE = ugB = hw;

B
w, === = yB Larmor Frequenz,

h
y gyromagnetisches Verhaltnis

Larmorfrequenz ist unabhangig von m

AT
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Was prazediert wirklich?
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Larmor Prazession

® Quantenmechanische Phase ¢ = (

,prazediert" mit m w;

® Eigenzustande sind stationar, Prazession entspricht keiner
messbaren Grol3e

m

h

E)t

le — ei(Em/h)tlml> — ei(muBB/h)tlml) — eim thlml>

® Betrachte Uberlagerungszustand, z.B.

B entspricht Kreisbewegung in x-y Ebene mit Frequenz w;,

09.06.2023

Y =1/V2(o + ¥1) = 1/V2(|0) + e'1f|1))
= 1/V2(]0) + (cos ¢ + isin ¢)|1)

AT
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Radialtell der Wasserstoff Wellenfunktion

Radialanteil R(r)
W aus (*), Multiplikation mit R D

2

e

1 2 h21(1+1)
09, (r?0,R) +h—‘2‘[E + — s ]R(r) ~ 0

4megr

1(l+1)
7‘2

effektives Potential V¢ =V (r) +V;
® Vergleich mit klassischem Teilchen auf Kreisbahn: Rotationsenergie

(Iw)? 12
21  2ur?

B Term wirkt wie ein weiteres Potential

mit I = ur? Tragheitsmoment,

1, 2

[=Tw Drehimpuls
B Betrachte Term als Zentrifugalenergie mit Drehimpuls
2 = n?1(1+ 1), |I| = a/T1(T + 1) mit [ Drehimpuls Quantenzahl
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Radialwellenfunktion -\\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Grenzfall r — oo: Terme N%riz in eckiger Klammer - 0
1 2
= 0.(r*0,R) = =2 E R(r)

B Allgemeine Losung

R(T‘) =é eltkr +§e_ikr

® fir E > 0: k reelle Zahl; R beschreibt Uberlagerung aus auslaufender und
einlaufender Kugelwelle

—2UE
h
® da normierbar ist R(r) fir alle r -» o endlich » B = 0,

®firE<0: k= =ik, R(r) =2 e + 2

- R(r) = é e "
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Radialwellenfunktion o W

Grenzfall r - 0: Term ~i dominiert, vernachlassige Rest

l(l+1)

—0 (ro,R) — R=0
® LOsungsansatz: Potenzrelhe
R(r) = Art

B Fur beliebige r > 0: verallgemeinerter Ansatz

R(r) =u(r)e ™

u(r) =X, b’
damit R flr alle r endlich bleibt darf Potenzreihe nur endlich viele Glieder haben
® Dies ergibt direkt wegen x = \/—2uE /h die Energiewerte

a’h? ue

n 2un? 8e2h2nZ Y oz

® identisch mit der Energieformel des Bohr'schen Modells
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Radialwellenfunktion

® Ldsung fur die Potenzreihe:

l
2T

Rny(r) = N e~7/na0 (—) 1241 (21 /nag)
nag

® zugeordnete Laguerre-Polynome L24H1 (x)

n+l

. _ 2 \3 (n-1-1)!
n NormlerungN—\/(nao) r——

® Radiale Knotenzahln =n—-1-1

AT

Karlsruhe Institute of Technology

n | I{Il.f(”)
3/2 ‘
1 0 Ryp(r)=2 (%) e /a0
: ! L \372
2 0 ]1’2““)_7(_ (2_ ! e~ T/ 200
2v'2 \ag ag
3/2 i
1u““)f7;(¢) =720
26 \ o ag
. 2 (1\3? T "
30 Ryolr) =5 (a5) (27— M+ %) el
- 3/2
1 h’;m)—-’\’_(l_) '_((,*r_)( r/3aq
1v3 \ @0 ag ag
- 3/2 2
y 3.2\Tr 2v2 1) L ridaqg
;) I{i.)ll ) ﬁ ( m) (u‘,) €

F 3 -n - 1 —
s LR 20tR(n N=2
| |
sl 1=0 10  I=0
"
\ 04—~ |I=1
0 A > / |\T L
2 4 6 8 0 —
r/107%m (/10" 1%
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Wellenfunktion
B Gesamte Wellenfunktion wird damit
lrbn,l,m(r» 0,) = Ry (1) - Ylm(H» ®)

® Nomenklatur Drehimpulszustande

Zustand

S R e R =
e Th A w

® Zustande mit [ = 0 sind kugelsymmetrisch,
l(r = 0)|? ist maximal

® Zustande mit [ # 0 haben [Y(r =0)[? =0

AT
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Eigenfunktionen ¥, | ,(r, 9, ¢)

3/2
L (L) e Zia
V7 \ao
3/2
1 (_ ' ( 6 _ Zr ) o—Zrl2a
4/2x \ @ - ap

3/2
! (i Zr o=Zr[2m0 g )
a2z \ @ ag

N

372
L (zY' z

O Zr —Zrf2ay ; +ip
W (ac]) e sintt e

@ Hydrogen Wave Function
Probab plots.

2 N Rl ) s gy
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Wasserstoff Termschema -\\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Hauptquantenzahl n=12.3,..
Drehimpulsquantenzahl [=012,..(n—1)
magnetische Quantenzahl m=-(-l+1),..0,..,+l

zu jedem Energiewert E,, gibt es wegen der verschiedenen [, m Quantenzahlen
Y (21 + 1) = n? Zustande gleicher Energie — Entartungsgrad

niedrigster Energiezustand n = 1 hat keinen Drehimpuls, im Gegensatz zum
Bohrschen Modell (|I| = h)

E/leV 4

0 == pn =0 1=t 1=2  1=3  I=4 lonisationsgrenze
"5
| 5
70’182 % 4s % 4d % 9
-1, 3s 3p 3d
-3,37 2 5 %

-13,5

1s
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Aufenthaltswahrscheinlichkeit

® Wahrscheinlichkeit, das Elektron im Abstand zwischen

r und r + dr vom Kern anzutreffen

w@)dr = [ qu’:fow(r, 0, )|2r2dr sin 6 d9d¢
= |R|?r?dr

Faktor 2 wegen Volumenelement
Radialteil hat n — [ Maxima

Summiert man die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten
[V (1,8, @) |? bei festem n Gber alle erlauben [, m,
so ergibt sich eine kugelsymmetrische Verteilung

— Elektronenschale
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