AT

Karlsruhe Institute of Technology

4. Molekule und Festkorper

Prof. David Hunger

Physikalisches Institut, KIT Fakultat fir Physik

4.4. Festkorper

KIT — The Research University in the Helmholtz Association Eﬂ-'!:



2

Kristalle als Beugungsgitter

Beugungsexperimente zur Klarung der Kristallstruktur
Strahlung mit ausreichend kurzer Wellenlange

® ROntgenstrahlung (Photonen)

® Elektronen (Oberflache)

® Neutronen

® deBroglie Beziehung flr Photonen A = %
2mhc
E=pc= 3

® Wellenlange in GréRenordnung des Gitterabstandes
mZB.A=01nmm - E =12.4keV

Max von Laue (1912, Nobelpreis 1914)
RdAntgenbeugung an Kristallen
- Nachweis der periodischen Kristallstruktur
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Bragg Reflexion i oot
Réntgenbeugung e rotopEte
® Beugung an raumlicher Struktur (nicht an k 7_ .
Oberflache wie in der Optik) {/‘ %';5’-'-'?77-5{-"-7'-?-"-’-'""“:;— | :i_,__f_;_f__’__f___
® konstruktiver Inteferenz von Rontgenwellen \ T[] ‘
Bragg Bedingung Q ~. ﬂf’ .

2d sin9 = mA4, m=1,2,3, ..

B scharfe Intensitatsmaxima unter Winkeln 9 die
die Bragg-Bedingung erfillen

® bei bekannter Wellenlange folgt aus 9 der

Phasen-
ebenen

Gitterebenenabstand d S e
A
—e =
d-sind
As=2d-sinv
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Bragg Beugung ﬂ(".

Karlsruhe Institute of Technology

B es gibt viele Ebenen-Scharen, fur die die Bragg-Bedingung erfullt ist
(s. Miller'sche Indizes fur Kristrall-Ebenen)

® Verandert man die Orientierung des Kristalls relativ zur einfallenden
Rontgenstrahlung, beobachtet man entsprechende Bragg-Reflexe

B es konnen auch Reflexe hoherer Beugungs-Ordnung auftreten
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Rontgenbeugung nach Laue -\\J(IT

® Verwendung von Rontgen-Bremsstrahlung
=> nicht monochromatisch

Bestrahle Einkristall unter fester Orientierung

® Unterschiedliche Kristallebenen erfiillen _ )
gleichzeitig die Bragg Bedingung ,Laue-Diagramm
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Debye-Scherrer Verfahren ﬂ("'

Karlsruhe Institute of Technology

® Monochromatische Rdéntgenstrahlung
® Untersuchung von Kristallpulver
—> zuféllige Orientierungen der Kristalle
® Bragg-Bedingung immer flr einige
Kristallorientierungen erfillt

B Rotationssymmetrie - konstruktive
Interferenz auf Kegeln
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Rontgenbeugung im Praktikumsversuch ﬂ(".

Modernes Rontgengerat fur Praktika und Schule
— verschiedene Rontgenrbhren
— Probenhalter mit Goniometer
— Absorptionsfilter zur Erzeugung
~ monochromatischer Rdntgenstrahlung

Drehkristall

Spektrum einer
Molybdan-Anode
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Rontgenbeugung

® Ebene Welle mit Wellenvektor k wird von Gitteratomen
an Orten R,, = m,d, + m,d, + msd, elastisch gestreut
und weit entfernt bei 7 in Richtung k' beobachtet
® Ebene Welle
A(R,,) = Aexp(ik - R,y,)
® Am Beobachtungspunkt detektierte Gesamtamplitude
aller Streuzentren

A(k") = Zmﬁ exp(ik - R,,) exp (il_c)’(F - }_Q)m))

A N
= 7 exp(ikr) z exp(iAk : Rm)
m

mit Ak = k' — k:  wird maximal fiir Ak - R, = 2mn

AE . &’1 = 27Th1 .
AR - Gy = 21he Laue Bedingungen )
Ak - @5 = 21hs, hi,ho hs €7 TO
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Das reziproke Gitter

Vektoren AEh die die Laue Bedingung erfullen bilden selbst
ein Gitter, das reziproke Gitter

Beispiel Optik: Beugungsmuster eines Kreuzgitters

. |,

- Beugungsmuster eines Kristalls bildet das reziproke Gitter

Physikalisches Institut , KIT Fakultat fir Physik
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Das reziproke Gitter

® Analogie zur Optik: Beugungsmuster ist die Fourier Transformierte der des
beugenden Objekts

@ Basisvektoren des reziproken Gitters (ohne Herleitung)
- JQXCYg, - Ezf:;x&'l - aip X ao

51:271'_, = = 52:27T_, = = 532271'_,
(@1 x da) - ds (@1 x ds) - d3 (dy x dg) - ds

® Punkte im reziproken Gitter
G = h1131 + h21_52 + h3l_53, h; heiRen Laue Indizes

B Skalarprodukt eines Gittervektors mit einem reziproken Gittervektor

ﬁ . 5 = 27T(m1h1 + m2h2 + m3h3)

10 Physikalisches Institut , KIT Fakultat fir Physik
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Die Brillouin Zone — el E

Als Elementarzelle des reziproken Gitters wahlt man die Mittelsenkrechten
auf den Verbindungen zu allen benachbarten Gitterpunkten im reziproken Gitter.

Sie heildt ,1. Brillouin-Zone*“

-tla  ma
1D)f- . . *«— —b -+ 1—4» *
d
2D) ® ® ® e | e ¢
° ° e —p @ °
e ] « /; [ )
Brillouin zone/

3D) .
1. Brillouin-Zone

eines fcc-Gitters
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Beugung und reziprokes Gitter _\_ﬂ(IT

-

m Konstruktive Interferenz tritt auf wenn Ak = G

B d.h. k-Vektoren die konstruktiv interferieren

liegen auf dem Rand der Brillouin Zone .
Laue Bedingung

Bragg-Bedingung k

k

2T

mit G, = " flr reziproken Gittervektor

und Ak = 2k sin @

folgt 2dsinf = ni

Bragg- und Laue-Bedingungen sind aqgivalent
Jedem Punkt im reziproken Gitter entspricht eine Ebenenschar

12 04.07.2023 Physikalisches Institut , KIT Fakultat fir Physik



Gitterschwingungen ﬂ(".

Karlsruhe Institute of Technology

lonen bzw. Basis im Kristall durch
Potential am Minimum gebunden

Energie V(r)

— Gitterschwingungen —
— fur T>0: thermische Bewegung T
— Ausbreitung von Wellen (Schallwellen) \\t_//

Atomabstand r
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Gitterschwingungen e e iy

Beschreibung durch gekoppelte harmonische Oszillatoren
B Betrachte feste Netzebene s im Kristall
Krafte von allen Netzebenen s+ 1,s+2,...s +

3 3
[ n v vwww g
B Vereinfache eine Netzebene auf 1 Atom
. AEV\I\NV%\\/\M/VV\MM

§ §
VWL VWWWELAVVVVEL N

> lineare Kette § §

1T

® Bewegungsgleichung
My, =>,.D,(ys1n —¥s) M Atommasse, D, Federkonstante

® Losungsansatz

Ysen = 4 exp(i(kna — (‘)kt)) = Voin = _wlzc Vs+n

14 04.07.2023 Physikalisches Institut , KIT Fakultat fir Physik
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Gitterschwingungen

B Einsetzen:
® mtD_,=D, -

> wi = %Zn D,, (1 — cos(kna))

® Naherung: Nur Wechselwirkung
zwischen nachsten Nachbarn > n =1

2 _ 4D . 2(ka
Wj, = —-sin (2 )
GroRtmdgliche Wellenzahl k = g

Grolere Werte entsprechen Auslenkungen
an Orten ohne Gitterbausteine

k > g fuhrt zu gleichen Auslenkungen wie
k' =k+2n/a €[-n/a, n/a]

04.07.2023

—w2 M =Y, D,(exp(ikna) — 1)
= Y., D, (2 cos(kna) — 2)
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Dispersionsrelation w(k)

/ \

K=n/2a K=-3r/2a

Physikalisches Institut , KIT Fakultat fir Physik



Gitterschwingungen

® Phasengeschwindigkeit Uy =%
® Gruppengeschwindigkeit vy =2

(1) lineare Dispersion fir |k| < m/a (Schallwelle)
(2) stehende Welle fur |k| = n/a

Erklarung: Wellen am Rand der Brillouin-Zone erflillen Brag
werden vollstandig reflektiert > stehende Welle

AT

ttttttttttttttttttt f Technology

g-Bedingung und

0,8

0,6

0,4

0,2

0 > Kk
—-7t/a 0 m/a
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Gitterschwingungen AT

Karlsruhe Institute of Technology

A
® Bei Kristallen mit (mind.) zweiatomiger Basis  E F+ ® 0 ®0 60
ist eine weitere Anregung moglich =q*E 00060 06
® Ladungsunterschiede fiihren zu
entgegengesetzten Kraften in einem ®©O0®0o0oo0
elektrischen Feld F O ®0® OO
=qE ®0®06O0
® - optische Schwingungsmoden
B Zusatzlicher Zweig im Dispersionsdiagramm
neben den akustischen Schwingungen
Ay ’ Ar | Juy '
. | | - : \@. -:'_i—_] O
K > | 3 \-|_-\-|.
B x 5
= “J r; o

Transversal optisch Transversal akustisch
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Gitterschwingungen: Dispersionsrelation
Q
Optische Mode 4
» TN\ ' tischer Zwei '
X N
2C(l+i) E‘/201M1
e ST,
Akustische Mode :
"'fﬂ\‘. akustischer Zweig
\h“--.._r"'/-f \.
0 K
0 n/a

® Im optischen Zweig ist w(k) = const. - ~ stehende Wellen
® Weitere Schwingungsmoden (akustisch longitudinal) und Anisotropien fihren
zu weiteren Zweigen bei realen Kristallen

18 04.07.2023 Physikalisches Institut , KIT Fakultat fir Physik
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Gitterschwingungen quantenmechanisch

Q.M. Harmonischer Oszillator: quantisierte Anregung
Phononen = Quanten der Gitterschwingung

® Bosonen, ,Quasi-Teilchen”
Energie E = hw, Impuls § = hk

® Beschreibt die Anderung des Schwingungszustands des Gitters
durch Aufnahme & Abgabe eines Quasi-Teilchens

® Anregung von Gitterschwingungen z.B. durch Photonen
- Photon — Phonon - Wechselwirkung

h$2

anti-Stokes
VY L-'%-,
hw

Stokes

t t

,Raman-Streuung"
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Reale Dispersionskurven ﬁ(".

In realen (3D-) Gittern muss die Richtung angeben werden,
entlang derer die Wellenzahl variiert

o . . 16 |- : : :
Erste Brillouin-Zone eines fcc-Gitters; il : }A&m 230 $nl-0 : '
. - - - ‘QM
reziprokes Gitters ist bcc. ¥ o ; ﬂ&-e}«a-amn-d-n;.h
N 12 = .A.A-A;A ' l
I b o AA-A 0% 1% ' o ; A.&k ' o4
210 Poges™” §X : y : W
B af : R : y :
e 8k H *b ' o ' '
g 6 Koo LAY : +_/0/ S i
g’- 4 i Vv\i’:ﬁ:gh E \\ E P 4 i ?M Vﬁ"
i = *"i‘*’%% % | oyéﬁv : :
2t ¢ TA % A TA ; ;
0 [ : ' : :
W L 5 X W K

Dispersionskurven entlang verschiedener Richtungen
in der Brillouin-Zone eines Silizium-Kristalls
(numerische Modellierung mit experimentellen Daten)

Richtungen: X : Zentrum einer quadratischen Flache
[ Zentrum der Brillouin-Zone W . Eckpunkt
L : Zentrum einer hexagonalen Flache K: Kantenmitte

20  04.07.2023 de.wikipedia.org/wiki/Brillouin-Zone
J. Phys. D: Appl. Phys. 44 (2011) 335401
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Warmekapazitat von Festkorpern

Zunachst nur Beitrag des Gitters (Elektronenbeitrag spater)
Bendtigte Warmezufuhr zur Temperaturanderung eines Stoffes

v = mAT
Thermodynamik: Innere Energie U = (E)

. . =L aa aU
> spezifische Warmekapazitat | cy = (E)
V=const

Klassisch flr Kristalle mit 3 Translationsfreiheitsgraden
c, = 3R = 3Nkg Dulong-Petit-Gesetz

Korrekt fur Raumtemperatur,
aber fir T - 0 ¢, « T3 experimentell beobachtet

Physikalisches Institut , KIT Fakultat fir Physik

AT



22

Warmekapazitat

Klassische Vorgehensweise:

N Atome im Festkorper - 3N Schwingungsmoden mit je kinetischer und potentieller Energie
( 2 Freiheitsgrade)

Quantenmechanisch

Einstein postulierte: Analog zur Schwarzkoérperstrahlung konnen Gitterschwinungen nur
in Quanten mit E = hQ vom Festkorper aufgenommen / abgegeben werden

Einfache Annahme: alle Gitterbausteine schwingen mit der gleichen Frequenz Q

Rechnung analog zu Schwarzkdrperstrahlung:

hQ
nQ
exp(m)‘l

2> ¢c,(T->0)->0

U=3N

beschreibt exp. Daten nicht perfekt

AT

Karlsruhe Institute of Technology

ou
= = 3Nkg

Cy fJdmel 'K
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Warmekapazitat -\\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Genaueres Modell: Debye Modell
B Berlcksichtige Zustandsdichte
z.B.(E)= [ dE E D(E)f(T,E)

B Zustandsdichte: Zahl der stehenden Wellen im Volumen V

= 2
® Mogliche Wellenvektoren k2 = — (nZ + nj + n)
® Fidr Phononen: zwei transversale und eine longitudinale Mode - Faktor 3

® Zahl der Zustande: Z(|k|) = 3i|/_€|3[/ _ V@i

612 272 vg

® Annahme: véong = pfrans

2
® Zustandsdichte: D(E) = 42 _ glw_;(

- 2
dwg 21 vy

Physikalisches Institut , KIT Fakultat fir Physik



Warmekapazitat -\\J(IT

Karlsruhe Institute of Technology

® mit korrekter Normierung (3N Zustande bis zur Maximalfrequenz wp

1
6n2N)3
74

B Debye-Frequenz fow‘DD(wk) dwi =3N - wp =1, (

9N
D(wy) = 3 ay

® Wahle Bose-Einstein Verteilung flr die Innere Energie

= (E) = [ dE E D(E)fyp (T, E) = [ dwy w}

B Warmekapazitat

_ 6<E> _ 9N f do '%(%) eXp(%)

Cv hwk 2
(exp(m)‘l)

24 Physikalisches Institut , KIT Fakultat fir Physik




Warmekapazitat

® Definiere Debye Temperatu

A Cy/Jmol K

AT

Karlsruhe Institute of Technology

th

r—= =:0p e
kB In der Realitét ist die

Zustandsdichte komplizierter

als im Debeye-Modell angenommen:

\3
Co = 12n4R T
N op e Cu 2 D(@)
A Ag
= Diamant /
genaue Rechnung /|
-
y |
2 /| 'Debye-Modell
0 ye-Mode
1-0,05 (—D] S
T Y |
|
/ I
ra
2
///\ocﬂ |
T | @ f,ffm12 s
GD = | QD 2]2.
I 0 2 4 6 8 10

0:2 0i4 oie 0:8
C,(T) im Debye-Modell

mit experimentellen Werten
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Zustandsdichte und Debye-Frequenz fur
NaCl, verglichen mit dem aus gemessenen
Kraftkonstanten berechneten Verlauf
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