
Karlsruher Institut für Technologie Institut für Theoretische

Festkörperphysik
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1. Störstellenstreuung (3 Punkte)
Wir betrachten eine Störstelle die an die Leitungselektronen koppelt. Die Störstelle
wird beschrieben durch den Hamilton-Operator H = V (r). In 2ter Quantisierung im
Ortsraum lässt sich dies schreiben als V =

∫
d3x ψ̂†(x)V (x)ψ̂(x), dabei sind ψ̂†(x) und

ψ̂(x) fermionische Feldoperatoren. Der Operator V soll nun in zweiter Quantisierung
durch die Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren ĉ†p und ĉp im Impulsraum (〈x|p〉 =

1√
Ω

exp(ipx/~)) ausgedrückt werden. Allgemein:

V =

∫
dx ψ̂†(x)Vimp(x)ψ̂(x) =

∫
dx
∑
µ,µ′

〈x|µ〉∗ ĉ†µV (x) 〈x|µ′〉 ĉµ′

=
∑
µ,µ′

ĉ†µĉµ′

∫
dx 〈x|µ〉∗ 〈x|µ′〉V (x)

und explizit für den Impulsraum und 3D (µ = p) mit 〈x|p〉 = 1√
Ω

exp(ipx/~):

V =
1

Ω

∑
p,p′

ĉ†pĉp′

∫
d3xe−ipx/~eip

′x/~V (x) =
∑
p,p′

ĉ†pĉp′V (p− p′)

Damit finden wir das Matrixelement,

〈np = 1, np′ = 0|H|np = 0, np′ = 1〉 = (−1)νV (p− p′) (1)

Damit ist die Streurate für ein Elektronengas gegeben durch

Wp′→p = |V (p− p′)|2δ(εp′ − εp) (2)



2. Elektronentransport im Diffusiven limit (5 Punkte)

Anmerkung: Wir verwenden hier eine vereinfachte Variante der Störstellenstreuung.
Im Prinzip hat man viele Störstellen,

V (r) =
Ns∑
i=1

v(r−Ri) (3)

Damit ist die Rate dann gegeben durch,

Wp′→p =
2π

~
1

V 2

∑
i,j

ei(p−p
′)(Ri−Rj)/~|V (p− p′)|2δ(εp′ − εp) (4)

Dann wird über die Positionen der Störstellen gemittelt und wir nehmen an. dass gilt,

1

V 2
〈
∑
i,j

ei(p−p
′)(Ri−Rj)/~|V (p− p′)|2〉 ≈ Ns

V
v = v0 (5)

Wir betrachten die Boltzmangleichung für ein Elektronengas,(
∂

∂t
+ v · ∇r + eE · ∇p

)
f(r,p, t) =

(
∂

∂t
f(r,p, t)

)
coll

(6)

Das Stoßintegral soll für Störstellenstreuung ausgewertet werden. Mit den Raten Wp→p′

aus der vorhergehenden Aufgabe, lässt sich das Stoßintegral schreiben als(
∂

∂t
f(r,p, t)

)
coll

=
∑
p′

[Wp′→pf(εp′)(1− f(εp))−Wp→p′f(εp)(1− f(εp′))] (7)

Für die Verteilungsfunktion f(εp) verwenden wir ähnlich wie in der Vorlesung den
Ansatz,

f(r,p, t) = f l.e.(r, εp, t) + δf(r, εp, t) · p̂ . (8)

mit dem Einheitsvektor p̂ = p/p. Hierbei ist f l.e. die Verteilungsfunktion im lokalen
Gleichgewicht, und δf ist eine kleine Störung. Beide Verteilungsfunktionen hängen nun
nicht mehr explizit von der Richtung von p ab.

(a) Wir nehmen nun an das V (r) = v0δ(r), somit ist Wp′→p = Wp→p′ . Damit gilt,(
∂

∂t
f(r,p, t)

)
coll

== δf(r, εp, t) ·
∑
p′

Wp→p′(p̂′ − p̂) (9)

Es gilt offensichtlich,∑
p′

Wp→p′ p̂′ =
2π

~
v0

∑
p′

δ(εp − εp′)p̂′ = 0 (10)



und damit (
∂

∂t
f(r,p, t)

)
coll

= −δf(r, εp, t) · p̂
τ

. (11)

mit

1

τ
=

∑
p′

Wp→p′ =
2πv0

~

∫
dp′

(2π~)3
δ(εp − εp′) (12)

=
8πv0

~
D(εp) (13)

(b) Wir integrieren nun die über alle Richtungen von p̂. Damit ergibt sich sofort

1

4π

∫
dΩ∂tf

l.e. = ∂tf
l.e. (14)

und
1

4π

∫
dΩδf · p̂ = 0 (15)

und

1

4π

∫
dΩv · ∇rf

l.e. =
1

4π

∫
dΩ

p

m
· ∇rf

l.e. =
1

4π

∫
dΩv(p)p̂ · ∇rf

l.e. = 0 (16)

Jetzt der letzte relevante Term,

v · ∇rδf · p̂ = (vx∂x + vy∂y + vz∂z)δfz cos(θ) (17)

= (v cosφ sin(θ) cos(θ)∂x + v sinφ sin(θ) cos(θ)∂y + v cos2(θ)∂z)δfz

und damit
1

4π

∫
dΩv · ∇rδf · p̂ =

1

3
v∇ · δf (18)

Damit ist gezeigt das sich ergibt,

∂tf
l.e. +

1

3
v∇ · δf = 0 (19)

(c) Wir mulitplizieren jetzt die Boltzmangleichung mit p̂ und integrieren über alle
Raumrichtungen. Alle Terme die eine ungerade Potenz von p̂ enthalten Fallen weg.
Mit den Gleichen Arguemnten wie oben ergibt sich dann,

1

3

(
v∇f l.e. + ∂tδf

)
= − 1

3τ
δf (20)

Wir nehmen nun an dass die Zeitableitung der Störung der Verteilungsfunktion ∂tδf
vernachlässigt werden kann. Kombinieren wir nun Gl. 20 mit Gl. 18 ergibt sich(

∂t −D∇2
)
f l.e.(r, εp, t) = 0 (21)

mit D = v2τ/3



3. Tunnelstrom (4 Punkte)
Wir betrachten einen Tunnelkontakt der durch den Tunnel-Hamilton-Operator,

HT =
∑
p,p′

tp,p′c†p,Rcp′,L + h.c. (22)

beschrieben wird. Der Index L (R) beschreibt Elektronen auf der linken (rechten) Seite
des Tunnelkontaktes. D.h. der Tunnel-Hamilton-Operator vernichtet z.B. ein Elektron
mit Impuls p′ auf der linken Seite des Tunnelkontaktes und erzeugt ein Elektron mit
Impuls p auf der rechten Seite des Tunnelkontaktes.

(a) Die Tunnelraten von Links nach Rechtes sind gegeben durch,

WL→R
p′→p =

2π

~
|tp,p′ |2δ(εp − εp′) (23)

Dasergibt sich aus dem Matrix element,

〈np = 1, np′ = 0|HT |np = 0, np′ = 1〉 = tp,p′ (24)

(b) Der Tunnelstrom von Links nach rechts ist gegeben durch

IL→R =
∑
p,p′

WL→R
p′→pfL(εp′)(1− fR(εp)) , (25)

Hierbei summieren wir über alle möglichen Übergänge, von p′ nach p. Diese werden
dann dementsprechen gewichtet durch die Wahrscheinlichkeit das der Zustand p′ auf
der linken Seite besetzt ist und das der Zustand p′ auf der rechten Seite unbesetzt
ist.

der Tunnelstrom von rechts nach links ist gegeben durch,

IR→L =
∑
p,p′

WR→L
p′→pfR(εp′)(1− fL(εp)) , (26)

wobei man sofort sieht das die Tunnelrate gegeben ist durch,

WR→L
p′→p = WL→R

p′→p = Wp′→p (27)

(c) Der Tunnelstrom durch den Tunnelkontakt ist gegeben durch,

I = IL→R − IR→L =
∑
p,p′

Wp′→p(fL(εp′)− fR(εp)) (28)

und damit

I =
∑
p,p′

Wp′→p(fL(εp′)− fR(εp)) (29)

=
2πe

~
|T |2

∫
dεp

∫
dεp′N(εp)N(εp′)δ(εp − εp′)(fL(εp′)− fR(εp)) (30)

=
2πe

~
|T |2N2

∫
dεp

∫
dεp′δ(εp − εp′)(fL(εp′)− fR(εp)) (31)

(32)



Hierbei habe wir bereits verwendet das die Zustandsdichte an der Fermikante kon-
stant ist. Betrachten wir nun das Integral ergibt sich∫

dεp(fL(εp)− fR(εp)) =

∫ ∞
0

dεp
1

eβ(εp−µL) + 1
−
∫ ∞

0

dεp
1

eβ(εp−µR) + 1
(33)

= kBT

[∫ ∞
−βµL

dεp
1

ex + 1
−
∫ ∞
−βµR

dεp
1

ex) + 1

]
(34)

= kBT

∫ βµR

−βµL

1

ex + 1
(35)

= kBT ln

[
e−βµR + eβ(µL−µR)

1 + e−βµR

]
(36)

Nun kann man annehmen das µR ∝ εF und damit e−βµR → 0. Damit ergibt sich,∫
dεp(fL(εp)− fR(εp)) = eV (37)

und damit

I =
2πe

~
|T |2N2eV = GV (38)

mit

G =
2πe

~
|T |2N2 (39)

wobei N die Zustandsdichte and er Fermikante ist.


