KARLSRUHER INSTITUT FUR TECHNOLOGIE INSTITUT FUR THEORIE
DER KONDENSIERTEN MATERIE

Theorie der Kondensierten Materie I =~ WS 2014/2015

Prof. Dr. A. Mirlin, Dr. I. Gornyi Blatt 1: Losungen
U. Briskot, N. Kainaris, Dr. E. Konig Besprechung 30.10.2014
1. Ideales Bose-Gas. (10 Punkte)

In dieser Aufgabe wiederholen wir die statistische Mechanik des idealen Bose-Gases.
Der Hamilton Operator des idealen Bose Gases lautet H = ), exni mit Dispersions-

relation g = %|k|2 und ny ist die Besetzungszahl des Zustands mit Wellenvektor
k = 2% (1, 1y, 1) mit I, € Z.

Mikrozustinde (Besetzungszahldarstellung)
{a} ={m, , Ny, Mg 5+ -+ s My 5+ f 5, N, =0,1,23, ...

Die Anordnung ki, ko, ... wird so festgelegt, daf gilt, ey, < ey, etc.

Energie:
Ea = €k, Nk, + €ky Nk, + ... = E €k Nk
k

Teilchenzahl:

Na:an
k

Driicken Sie die folgenden thermodynamischen Gréflen in d = 3 durch Inte-
grale iiber die Bose-Funktion np aus:

(a) Die groBkanonische Zustandssumme Z;: (2 Punkte)

Die Bose-Funktion ist gegeben durch

1
exp[flex —p)] — 1

np(ex) = (n) =

Fiir die groffkanonische Zustandssumme erhalten wir

Z, = Tr (e—ﬂ(H—uN)) _ Ze—,@(Ea—uNa)

[0}

65(81{_“)

- —Blex—p)n 1
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eBlex—w)
= 1;[ exp {ln A1) 1} = &P [g e

~ e {v/%m 1+ nB(gk)]} |



(b) Das groflkanonische Potential €2 ist, (2 Punkte)

3

Q = —kgT'InZz, = k:BTV/Wln [1—6 Blex— u)] (1)
— TV / 1+ np(e)]. @)
(c) Die innere Energie U: (2 Punkte)
>k
U= ;6)\ TL)\ /(2 FL) €kn3(€k)
(d) Die Entropie S: (2 Punkte)
o0
S = - 8_T v (3)
= kBV/ %ln [1+np(exk)] — kBTV/ (;fﬂl;g GaT In[1+ np(ex)]
— kv / _@‘; ’7;3 {mu +nplen)] + E‘];B_T“ng(em}
— kpV / %{[1 + np()] L+ np(a0)] — np(a) np(ad} - (4)
(e) Die Teilchenzahl N ist gegeben durch, (2 Punkte)
o d*k
N V) = =gl =Sim = [ 9
= V [N Emae). (6)

mit der Zustandsdichte

N() = Cy v, Cy= — (2—7”)3/2.

. Zweite Quantisierung: Bose-Statistik. (10 Punkte)

Der Hamilton-Operator eines harmonischen Oszillators lautet

A PN 1 ~ o~
H_hw<bTb+§>, [b,07] = 1.



Die thermische Mittelung (...) ist durch
(0) =

definiert, wobei

R >0 . bt
7(0) = S mlOfm).  fm) = o)
Betrachten Sie den Operator
B=Xb+X, AreC.

Zeigen Sie dass
gilt.

Losung:

Wir verwenden die folgenden Identitéten:

blm) = Vmlm —1),
biim) = Vm+ 1m + 1),
blm) = Vmb'|m—1)
= [mm—1)...(m—r+1D)"}m —r)
ml Y2
= |— lm—r), r<m,
=l
Vim) = 0, r>m;
biblm) = bfv/mim —1) = m|m),
(60)|m) = (b10)" " mlm) = m"|m);
(mle

rl
r=0

PNBTEND _ IN2/2 B N (Baker-Hausdorff);
(m|(bYPb"|Im) = 0, p#r.

(B = ((\BF 4+ Ab)2) = (A)2(bIbT) + N2(bb) + |A[2(bTh + bbT)
IA2(0D + (14 07b)) = 2/A (01D + 1/2).

Die Zustandssumme lautet

e x1/2

bt : _
E (m)|e~ P ®Tb+1/2)) E g™t = 2 wobeiz=e
—z

m=0

—Bhw(btb+1/2) _ _—PBhw/2 - (—5%)’" IREAYE _ —Bhw(m+1/2),
Im) e ————(m|(b'0)"|m) = e ;

Bhw

(18)



Wir berechnen zuerst

bTb — 7 1 Z m|e Bhw( bTb+1/2)bTb|m — 7 1 Z Im+1/2m

m=0 m=0

_ Zflxz,/z_zxm:l_xx:s/zi 1 __ 7
dz

xl/2 del—z 1—2x

Weiter erhalten wir dann,

WK

<exp(l§)> _ g1 <m’efﬁhw(lA)TB+1/2)e|/\\2/2€)\*iﬁe)\13|m>
m=0
_ g1 f:<m|€—,8mu(ETB+1/2)€|)\|2/2Z Xka f: >;b| Im)
m=0 p=0 r=
_ Z_16|A2/2§xm+1/2§%(mm!r)!
— g1 /2;; m+1/2’)‘| "z'r)!

1|)\\/22| S, |

wobei
[o.¢]
Z +1/2 ! _ r+1/QZ m (r+m)!
Tl
m=r

Wir untersuchen die folgende Summe in Gl. (25) genauer,

o) = Dot
df (x =\ o, (r+m)! = o (r+m+1
d(x) N Z:l’ r!(m—l)‘zzx( rim] .
r+m)! _(r+m
_ (r+1>zzxm<7jm!> 3 <<+_i)
= 0@+ T,
A A 1

dx
Also gilt fur Gl. (25),

2T +1/2 7172 r \" o
_ — — Tp\T
S, = (1—9(;)’““_1—:5( ) = Z(b'b)".
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Damit folgt

<exp(f3)> = Z7 e /22 | Sy (32)

A2/ Z | P72 xcp [N

exp [|)\\2<3T3+ 1/2)} — exp (%(B?)) . (33)

3. Zweite Quantisierung: Fermi-Statistik. (10 Punkte)

Betrachten Sie ein System von N nichtwechselwirkenden Fermionen im Grundzustand
|Wo). Das System befindet sich im 3d-Volumen V. Man kann den Dichte-Operator fiir
Teilchen mit z-Komponente des Spins ¢ durch die Erzeugungs- und Vernichtungsope-

ratoren ausdriicken: .
~ _ ’
n(r,o) = v E e~k k)rak S K/ o

kK

Berechnen Sie die Korrelation der Teilchenzahldichte

(Wo|n(ry, o1)n(ra, 09)|Wo)

fiir o1 = 09 und o1 # 0».
Lo6sung

Der Grundzustand ist

o) = ] ak..10)- (34)

U?‘ka‘SkF

Das Produkt der Dichteoperatoren kann mit der Fourierdarstellung geschrieben werden
als,

1
~ A~ o — —ko rio—i k3—kq)ra At ~T
n(ry, o1)n(ry, 09) = = E e tki—kz) i ) A, oy Ay oy Ay oy Vg - (35)
Kkikoksky

Mit dem Grundzustand aus Gl. (34) ergibt sich fiir den Fall ungleicher Spins,

_ 1, ki =ko, ki=ky |kigl<kp
o140 0, sonst.

<\IIO|di1,0'1dk27UldL3,02dk4702|IIJO>
(36)
Fiir den Fall gleicher Spins erhalten wir dagegen,

1, ki =k, ks=ky |kigl <kp
=9 L ki=ki ke =ks, k1| < kp, |ko| > kp
= 0,  sonst.

~T ~ AT ~
<\IJO |a'k1 ,01 ak270'1 akg,o’z a/k470'2 |\IIO

(37)



Der Mittelwert fiir o; # o9 ist demnach

(Woli(r1, 01 )it (2, 02) [ Wo) :% R (%) | (38)

ki1 3<kpr 2s+1

Fermionen mit unterschiedlichen Spins verhalten sich als unterscheidbare Teilchen.

Der Mittelwert fiir o7 = o3 ist (r = r; — ry)

<woyﬁ(r1,o—)ﬁ(r2,0—)1xpo>:% S o1+ 3N tekor) o (39)

k1 3<kr ki<kp ka>kp

Wir benutzen

1 , 1 . . 1 ,
_ ke — V ekt _ Z 6zkr] _ 5(1_) _ V Z 6zkr7 (40)
k>k‘p k kSkF kgk‘p
, 3k 1 i
1 ek = d kgelkr =555 [Sm(kFT) — kp cos(kpr)} : (41)
ol k<kp (27) 2m2r r
Daraus folgt
N 2
(Wo|(ry, o)n(rs, 0)[Wo) = (m)
1 sin(kpr 1 sin(kpr
+ {5(r) -~ 55 { (TF ) _ kr COS([{?FT):| } {%%2 { (rF ) _ kp coS(k?FT):| }
N 2 N 1 [sin(kpr) 2
=\ = ) — —k k . 42
(V(2s + 1)) +0(r) V(2s+1) Adrird [ r rcos(krr) (42)
4. Bonusaufgabe: Fermionische Kette. (20 Bonuspunkte)

Der Hamilton-Operator einer ein-dimensionalen fermionischen Kette lautet

=3 [t (a;an+1 + aL+1an> - 2Ua;an} .

n=—oo

Fiihren Sie zunéichst eine Fourier-Transformation

~ " dk ikn
an = 2—6 ag
E—A

durch. Damit zeigen Sie dass Hy = 3., e(k)alay, gilt mit e(k) = 2(t cos k — U).
Bestimmen Sie nun das Spektrum e(k) des Hamilton-Operators H = Hy+ V, wobei

(o]
V= > A (dnitnes + b))

n=—oo



Loésung: Wir verwenden die Fourier-Transformation

dk -
b, = / %elk"dk . ap = Zn: e g, (43)
mit folgender Darstellung der J-Funktion
dk /
28 (k — k') (k=K Sy = k=) 44
m =2 e o (44)

Einsetzen der Fourier-Transformation in den Hamilton-Operator H, ergibt,

dk’ -y , ,
0 = / / —k)n <6Zk d%&k/ + €_de2dk/> — 2U€ k n(lJf dk/} (45)

/ / ( z(k’—k)n) {t <61k G/Lak’ +e Zka;ak/> — 2U&L&k’} (46)

/
/ / K 278 (k — k:){ (ei’f’a;ak, +e—ika2ak,> - 2U&Lak,} (47)

dk At n
_ / - [t (e* + ™) —2U] a alay = /% 2 [t cos(k) — U] alay . (48)
daraus folgt unmittelbar
e(k) =2Jtcos(k) — U] . (49)
Ahnlich verfahren wir mit der Stérung V,
dk;’ ,
/ / i(k+k )nezk apagy + e~ i(k+k )nefzk ak’ak} (5())
= A/Z— {6 a_ kak +e kakd_k} (51)
T

In der letzten Zeile wurde verwendet, dass a_ja; und a kaL antisymmetrisch in & sind.

Demnach verschwindet das Integral mit cos(k). Wir fithren nun folgende Operatoren

ein,
A= () d=(da). (53)

Damit erhalten wir fiir den Hamilton-Operator,

AoV =5 [ 50l (it o) A 59

Die Energie-Eigenwerte sind demnach gegeben durch die Eigenwerte der Matrix

B e(k) —iAsin(k)
h= (JriAsin(k:) e (k) ) (5)

Diese sind

— £ /e(k)? + A%sin’(k) . (56)
Wir haben A € R angenommen.



