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1. Dynamischer Strukturfaktor

(44+4=8 Punkte)

Der dynamische Strukturfaktor des freien Elektronengases im Grundzustand ist gegeben
durch

q,w 277/(13 /dte (ar—wt) g S(r,t), S(r,t) = (VUo| p(r,t)p(0,0) [¥y) ,

mit der zeitabhéingigen Teilchendichte p(r,t) =" ! (r, ), (r,1).

a) Zeigen Sie, dass der Strukturfaktor als
(a) Zeig
2
=7 > npk) [1—npk+q)] 6 (w+ e — rq)
Kk

geschrieben werden kann. Dabei ist np(k) = 6(kp—k) die Fermi-Funktion bei 7' = 0
und kg der Fermi-Wellenvektor.

Loésung: Wir verwenden die Fouriertransformation
1 o
v, (rt) = — etk e (1) . 1
0= 75 2 ety 0

Die Zeitabhéngigkeit der Operatoren ist gegeben durch,
Cor(t) = e e,z (2)
of _ it f
() =eT el (3)

Damit erhalten wir fiir den Strukturfaktor

S(7,t) = (Vo|p(7,1)p(0, 0)[¥o) WZZZ iR T tilen—e )t

o0’ R B (4)
(\I/0|c chk,c Cor 57| Wo) -

Wir werten nun den Erwartungswert in Gl. (4) zunéchst fiir den Fall gleicher Spins,
o =o', aus:

<\I/0|c Cy k,c o7 o) )
= §pﬁ”5kkf@(pF —p)O(pr — k) + 551;‘/5;;‘57@(1)F —p)[1 = O(pr —p)].

Fiir den Fall unterschiedlicher Spins, ¢’ # o, erhalten wir dagegen:

<\110]c o k,c o7 |P0) = 057070 (pr — p)O(pr — k) . (6)



Damit ergibt sich der Strukturfaktor zu [f(p) = ng(p)],

-~

70 = 20 e e e b (1= b 1))

0,0 kk/ pp (7>

s [f( VL= f(K)]6 50 + f(p/)f(k/)é“ﬁ";EE'] } |

N2 Lo Lo
S(F, t) _ W + % Z Z e—z(k—ﬁ)-re-&—z(ak—ap)tf(k)[1 . f(p)} ' (8)
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Die Spin-Summe ergibt einen zusétzlichen Faktor 2. Fouriertransformation liefert
dann

S(g.) = 2 8700(0) + Zf FE+ P +e—eg) . (9)

(b) Skizzieren Sie den Bereich mit S(q,w) # 0 in der (¢, w)-Ebene.
Losung: Aus der o-Funktion in Gl. (9) ergibt sich fiir die Frequenz,

mw=%+l§-(j>o. (10)
wobei aufgrund der beiden Fermifunktionen
k<kp, |k+q > kg, (11)

gilt. Fiir den Fall ¢ > 2kp folgt,

¢ ¢
E—kpq<mw<5+kpq. (12)
Wihrend fiir g < 2kp,
2
O<mw<%+kpq. (13)

Der entsprechende Bereich, in dem Teilchen-Loch-Anregungen moglich sind, das
sogenannte Teilchen-Loch-Kontinuum, ist in Abb. 1 dargestellt.

2. Dispersion der Plasmonen (4 Punkte)

In dieser Aufgabe betrachten wir kollektive Anregungen eines 3D Elektronensystems. In
der Vorlesung wurde die Plasmonenfrequenz w,(q = 0) abgeschétzt. Bestimmen Sie nun
die volle Dispersion des plasmonischen Zweiges w,(q) als Funktion des Wellenvektors g.

Losung: Plasmonen sind kollektive Dichte-Anregungen. Es sei p = pext + pina die ge-
samte Dichte, wobei py,q die induzierte Ladungsdichte ist. Diese ist gegeben durch

Ao (w, q)

Pind = q— (pext + pmd) (14>
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Abbildung 1:

Hierbei ist die Polarisationsfunktion,

262 Tk fk+q
N y — E . 1

Diese ist eine allgemeinere Form des Strukturfaktors aus Aufgabe 1). Genauer, ist letz-
terer der Imaginérteil der Polarisationsfunktion, was mithilfe folgender Identitét er-

sichtlich wird: ] ]

=P= —ind(x). 1
10 Px imd(z) (16)
Hierbei ist P der Cauchy Hauptwert. Eine alternative Herleitung findet sich am Ende
der Musterlosung. Wir berechnen die Polarisationsfunktion fiir kleine ¢ um daraus die
Plasmondispersion zu erhalten. Wir fithren im zweiten Term in Gl. (15) eine Variablen-

transformation durch, sodass

)= 2L (17)
ap(w, q) = — .
" mV (= g K fm)? — (¢2/2m)?
Nun entwickeln wir fiir kleine ¢,
2e2¢? q- k q- k ’
= 142— — . 1
(w.q) = T D S |12 48 | e (18)
k

Im ersten Term benutzen wir
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Der zweite Term verschwindet und fiir den dritten Term erhalten wir mit

N\ 2
2 q-k 66  [*r T T 2, 3 (dkr\’
=3 CEY 2 [ gt [ dp [ deosfeos?o =2 n [ LF
V p Ji3 (mw) (mw)?8n3 /0 /7T ¥y /1 COBTEOS 5 " mw

(20)

Damit erhalten wir schlielich

2> N 3 (qkr\>
— = g . 21
W= V +5 (mw) (21)
Es gilt
drag(w, q

in 5 == ex ) . 22
Pind(w; q) Z— dran(w.) t(w, q) (22)

Die Eigenmoden des Systems, entsprechen den Anregungen fiir die pj,q 7# 0 bei pexy = 0
gilt. D.h. es muss
¢ — 47Re[ag(w,q)] = 0. (23)

gelten. Mit der Nédherung der Polarisationsfunktion fiir kleine Impulse erhalten wir
damit die Plasmondispersion

2 2
w2:47r6n0 [1 §<&)]2w§[1+§(qk17)1, (24)
m 5 o \ mw,
2

Daraus folgt dann,

9 q
= 1 . 25
v (145, ) )
Hierbei haben wir den Thomas-Fermi-Wellenvektor
Ae2mk o\ V2 6reln\ /2
kre = [dne?v(ep)]'? = ( — F) - ( B ”> (26)
v EF
eingefiihrt.
. Thomas-Fermi-Abschirmung in zwei Dimensionen (54+5+8=18 Punkte)

Betrachten Sie ein zweidimensionales Elektronensystem mit einer dreidimensionalen
(1/r) Coulomb-Wechselwirkung.

(a) Leiten Sie die Dielektrizitéatsfunktion €(q) in der Thomas-Fermi-Ndherung her.

Losung: Im Folgenden héngen alle Funktionen mit Subskript 3D von den 3D-
Koordinaten z,y, 2 bzw. ¢.,q,,q. ab; Funktionen mit Subskript 2D dagegen nur
von den 2D-Koordinaten x,y bzw. g, q,.

Fiir das 3D Coulombpotential gilt

d3 4 +iq 7
Vin (7) = / g me T (27)



Wir benétigen das 3D Coulombpotential in der Ebene des 2D Elektronengases bei
z=0,

— — dqqrdq 7 x qu 4:7T
Vop () = Vap(F)|.=0 = /—(27r) Letileatay) /g—cﬂ e (28)
T Yy z
V;D,(ff)
Damit ist p 9 5

q- T T
VD q / = —. 29
() = 2wqx+qy+qz NG R A (29)

Eine alternative Vorgehensweise ist die Poissongleichung zu verwenden. Fiir das
elektrostatische Potential einer 2D-Ladungsverteilung pop gilt die 3D Poissonver-
teilung

—V2¢3D = 47Tp2D(5(Z) . (30)

Fouriertransformation ergibt dann fiir die 3D Poissongleichung

$3p(q) = Z p2D(qyc>Qy> (31)

Integrieren wir die 3D Poissongleichung nun iiber den Impuls ¢, erhalten wir

dq. 47 27 2m
¢2D((D = p2D / -

= P2D = — P2D -
MG+t JE+E q

wobei wir benutzt haben, dass

[ 5 o(@ = [ 8(:) dun(r) e 0 = (@) (33)

(32)

ist.
Es gilt nun
(M) =e(9)o™(@) (34)
Pna(@) = x(0)*° (@) - (35)
Mit der effektiven 2D Poissongleichung (32) folgt dann
o167 = 620] = x(@)6™ (@) (36)
Und daraus o
e(g) =1~ ?X(Q) : (37)

Bestimmen Sie die Abschirmung des Potentials einer &ufleren Punktladung, die sich
im Abstand a von der Ebene befindet.

Losung:

Q

bl = i@

(38)

—i(qzT+qyy)

d e—quCOSS@
Va2 4 y? + a? / \/7‘2—1-@2/%0
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e 1

= 271(Q)
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Abbildung 2:

(c) Betrachten Sie nun die Situation, dass eine Punktladung in der Ebene hinzugefiigt
wird. Beschreiben Sie die resultierende zeitliche Entwicklung der Ladungsdichte.

Losung:
Wir betrachten die kleine Stérung n; zur homogenen Hintergrunddichte ng. Es
gelten die Gleichungen (e > 0)

Oy + noV - @ = 8(£)3(7) | (40)
Ol = +% Voon(r) , (41)
an(d) = == “m(@). (42)

Hierbei entsprechen die Quellterme in Gl. (40) der hinzugefiigten Ladung. Fourier-
transformation fithrt auf die Losung

W

(w+1i0)? —w? "

nf(w, ) = (43)

Hierbei haben wir die 2D-Plasmondispersion

2
2me’ng

q=+/cq (44)

w, =
1 m

eingefiihrt. Die Riicktransformation liefert

&2 o
ny (7, t) = O(t) / ﬁ e cos(wyt) (45)
+oo
ny(7,t) = @@ / dl B Jo(—1%)e (46)
72 J,
wobei s = (ct?/r)'/? ist. Der zeitliche Verlauf der Ladungsdichte n; ist in Abb. 3

dargestellt.

4. Zusatz: Herleitung der Polarisationsfunktion aus den Heisenberg Bewegungs-
gleichungen

Wir suchen die Dispersionsrelation von kollektiven Dichteanregungen in einer Fer-
mifliissigkeit. Dazu betrachten wir die Bewegungsgleichung fiir die Elektronendichte
und suchen nach den Eigenmoden des Systems.
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Abbildung 3: Ladungsdichte fiir verschiedene Zeiten.

Die Fouriertransformierte der Dichte ist gegeben durch
= Z Pk.q» (47)
i
wobei wir die Abkiirzung
Pa = D %, %o (48)

eingefithrt haben.

Die Bewegungsgleichung fiir die Operatoren p(q) erhalten wir aus den Heisenbergschen
Bewegungsgleichungen fiir die Pra

iOipy g = lpp. g HI (49)
wobei der Hamiltonoperator
H = Hy + Hing + Hext ) (5())

aus den Beitragen

- Tecke 2
Hla = § 3 3V chogy i ®
k:k:’

Hey = —= Z PL— ¢ext ) (53>

besteht. Die notwendigen Kommutatoren lauten dann:



1) Kommutator mit kinetischer Energie

T L f R W
[aﬁa&kw,a’a;;/a/@k’,a'] Qo Vit go 500/(514,“5 Oz - (54)
2) Kommutator mit externer St('jrung
T ogn - T a- —al -
[aggak+¢f,ga ext = ¢ext E k+q"—d",a GE+@JCZ 7(770) . (55)

Bisher erhalten wir damit die Bewegungsgleichungen

. € -
[Zat - (512_,_(7 —£5) :|qu Y2 Z Pext (7 1) [pE,q‘—q’ - PE.HM*_@V} . (56)
— ;

kq

Hiervon nehmen wir nun den Erwartungswert. Wir nehmen an, dass auf der rechten
Seite der Gleichung in erster Nédherung Translations-Invarianz besteht, d.h. wir ver-
nachlédssigen alle hoheren Gradienten. Damit sind die Erwartungswerte auf der rechten
Seite diagonal im Impuls. Aulerdem nehmen wir auch an, dass wir in einem stationéren
Zustand sind. D.h. die Erwartungswerte sind zeitunabhéngig. Insgesamt erhalten wir

[i@t - (€E+cf - 51‘5) } <pE¢j’> = _5 Z Gext (1) [5@1’ </)E,0> — O <pl?£+qio>} (57)

—_— —
NS
2e . - -
= 2@ R - 1+ 7). (59
3) Wechselwirkung;:
[P;gqa int) Z Vw{aﬂ L 7. 1Ot Vg s T a%,q_,’ala%ﬂzga,;,g/amw} . (59)

Auch von dem Wechselwirkungsbeitrag nehmen wir den Erwartungswert. Daraufhin

koppelt die Gleichung fiir den Zweiteilchen-Erwartungswert and den Viertelchen-Erwartunsgwert.
Um diese Hierarchie zu entkoppeln fithren wir die Hartree-Fock Nédherung fiir den Wech-
selwirkungsterm durch:

20 8s5.2) g 8.1 -
- <CL£—U(IE,O_,><CL£»/ qv’a./al;‘—l-_’—q”,g)
Und fiir den zweiten Term erhalten wir
T T _ 4T T
< Elfq_V,U/a/E+(j’,UaE/UlaE+aU> = <a]€+(?,0'alzlo-/><aE’*¢,J/aE+¢U> (61)
- <a]-£'/ = /akla/><a£’+q1’o.a]z+(j;a>
Damit erhalten wir fiir die Wechselwirkung
< pkq7 lnt Z Z Vg { jlg’ g') <G/TE/_(?7O./G/E’U’> o <a£+a7aaE+§,a> <a1]‘;’/_q>r70/al;"0/>
/ _‘I
+ <a£+ P20 q*,a/a13+qcr> - <a£aak'01><a2’—q’,a’aE+¢T—T7U>}



(az,_q,ak/> <aL,_q,ak/>
V(g - V(g
<akak+q—q/> <ak;+q/ak—|—q>
c) d)
V() V(q')
<a2+qak'> <a2'—q/ak+q> <a};ak/> <a2/—q/ak+q—q’>

Abbildung 4:

Die Terme sind graphisch in Abb. 4 dargestellt. Wir vernachlissigen die Diagramme
¢) und d) in Abb. 4, da sie lediglich einer Renormierung der Quasiteilchen-Kinematik
entsprechen. Des weiteren nehmen wir fiir die Terme in der Wechselwirkung auch die
Gradientenentwicklung vor. D.h. in fiihrender Ordnung nehmen wir an, dass die Erwar-
tunsgwerte in der Orstdarstellung translationsinvariant sind. Das bedeutet wiederum,
dass die Erwartungswerte diagonal im Impuls werden,

0k a5 qg.0) = Oaraf az,) (63)
f — i
{ E+q’,aaE+§,o> = g <aE+q‘70—aE+(f,o’> : (64)

=2V [f (k) = f(k+ )] p(@) (67)

Wir sehen also, dass die Wechselwirkung zu einem &hnlichen Term fiihrt, wie das ex-
terne Potential. Tatsdchlich beschreibt Gl. (67) das selbstkonsistente Abschirmen des
externen Potentials durch die wechselwirkenden Elektronen. Insgesamt erhalten wir die
Bewegungsgleichung

(10 — Dol (pig) = —2—;¢(@ t[f(k) — fk+)] . (68)



Hierbei ist ¢ nun das gesamte Potential, bestehend aus dem externen Potential ¢ und

dem induzierten Potential pV'(g). Wieder ist Ag, = ez, »— €z Um GL (68) zu ldsen,
verwenden wir die Green’sche Funktion
[10; — A ]Gt —t) =8t = 1) (69)

Fouriertransformation der Zeit liefert dann

1

aEt (70)

Offensichtlich ist diese fiir w = A,;i divergent und die Riicktransformation in die Zeit-

Domiine ist nicht wohl-definiert. Die richtige Regularisierung mit G®(t — ¢') = 0 fiir
t <t ist

1
Riw) = ——F . 1
G (q,w) w— Dgy+ 0 (71)
Mit der Green’schen Funktion erhalten wir nun die Losung von Gl. (68),
e . - -
()6 =~ [ Gt~ yo(@.)[FB) - 1+ 7). (72)
Nach Fouriertransformation ergibt dies
26 fi— frag .
(i) =~ S22 (7). (73)
Nach Summation iiber k erhalten wir
dag(w, q
poa = —2¢ S (prg) = DD (0 ). (74)
E
Wobei 2 fo g
€ _JE T Jktq
75
w q Z W — Akq + ZO ( )

. Zusatz: Plasmondispersion in der hydrodynamischen Ndherung
Wir berechnen die Plasmondispersion fiir ein Fermigas in der hydrodynamischen Be-
schreibung. Dazu verwenden wir die Kontinuitatsgleichung

dp+V - (pid) = 0 (76)

fiir die Massendichte p(7,t) = mn(7,t), wobei n(7, t) die Teilchendichte des Systems ist.
Die Ladungsdichte wiederum ist gegeben durch —en(7) (e > 0). Es gilt die Poissonglei-
chung

V3¢ = dmen . (77)

Auflerdem verwenden wir die Eulergleichung
Oi(ptl) = —enE — VP. (78)
Der Druck des Elektronengases folgt aus der inneren Energie geméf

oU
P=—a. (79)



Wir verwenden die innere Energie des freien Elektronengases

8V 4

Daraus folgt der Druck
P =c¢n®?, (81)
wobei ¢; = h%(3/m)?/3/20m.

Wir linearisieren nun die Bewegungsgleichung fiir kleine Storungen um das homogene
System mit Dichte ng, Potential ¢ und iy = 0:

n=mng+n(rt), (82
¢ = ¢0 + Qsl(/’?) t) ) (83
U= (7,1) . (84
Damit erhalten wir
8,5711 + nOV . 711 =0 s (85)
V3¢, = 4men, , (86)
1
ity = — V¢ — —VP. (87)
m mng
Dabei gilt
5cln2/3
VP = 0 Vn,. (88)
Entkoppeln der Gleichungen fiihrt auf
Are? 5einl/?
Oy + 0, 20 g2y (89)
m 3m
wp vi/3
Fouriertransformation fithrt uns zu
[—w® 4+ w? + vig* /3l = 0. (90)

Damit erhalten wir die Dispersionsrelation

2 92 2
Upq q
= (1 "2 ) o (1 ’ —gk%F) | o

1/2

Zuletzt haben wir den Thomas-Fermi-Wellenvektor krp = (6meng/er)'/? verwendet.

Tatséchlich gilt die hydrodynamische Beschreibung nur fiir Frequenzen wr < 1, wobei
7 eine charakteristische Streuzeit ist. Fiir typische Plasmonfrequenzen in Metallen ist
diese Bedingung nicht erfiillt. Um die Dispersion des RPA Ergebnisses in der hydrody-
namischen N#herung zu erhalten, muss der Druckterm (VP)/mng durch 3v4(Vny)/5
ersetzt werden.



