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1. Stoner-Ferromagnetismus (24-84+5=15 Punkte)

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die magnetische Suszeptibilitit einer Fermi-Fliissig-
ket im Grenzfall F§ — —1 divergiert (Stoner-Instabilitidt gegeniiber ferromagnetischer
Ordnung). Betrachten Sie das System im ferromagnetischen Zustand. Jetzt zeichnet sich
das System durch eine endliche Magnetisierung aus. Nehmen Sie an, dass m der Ein-
heitsvektor in Richtung der Magnetisierung ist. Die Energie eines Quasiteilchens hangt
von der Orientierung des Spins des Teilchens beziiglich m ab und kann in Matrixform

A

ausgedriickt werden: é(k, o) = €y(k)1 — b(k)om. Hierbei ist o = (6,,6,,5.)", wobei
0y, die Pauli-Matrizen sind.

(a)

Die Verteilungsfunktionen fiir Quasiteilchen mit Spin parallel und antiparallel zu
m konnen wie é(k, o) als eine einzige 2 x 2 Matrix-Verteilungsfunktion n(k, o)
geschrieben werden. Driicken Sie n(k, o) durch om aus.

Losung:
Die Energie der Quasiteilchen lautet laut Aufgabenstellung

é(k,0) = (k)1 — b(k)om. (1)
Wir bezeichnen die Verteilungsfunktion fiir Elektronen mit Spin parallel (antipar-
allel) zu m mit n, (n_). Die Verteilungsfunktion in Matrixform lautet dann

n(k,o) = no(k)1 + % (ny(k) —n_(k))om, (2)

wobei ng(k) = [ny(k) + n_(k)] /2 bezeichnet.

Finden Sie die Beziehung zwischen der Funktion b(k) und der Landau-Funktion
Jew

Hinweis: Betrachten Sie die Anderung der Quasiteilchenenergie aufgrund einer in-

finitesimalen Rotation der Magnetisierung, dm = [00 x m], wobei 66 der kleine
Drehwinkel ist..

Lo6sung:

Unter der Drehung dndert sich die Magnetisierung um m — m + dm. Wir wahlen
unser Koordinatensystem so, dass dm || 2 und bezeichnen die Eigenwerte von o,
mit 0 = £1. Die Energie und die Verteilungsfunktion der Quasiteilchen d&ndern sich
unter der Rotation als

der o =—b(k) o db, (3)
S :é (. (k) —n_(k)) 050 (@)



In der Landau Beschreibung lautet die Energie eines Quasiteilchens im Magnetfeld
H=Hm,

€k,oc = 656072,- + Z fk,a’,k',a’(gnk’,a” + vHam . (5)
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Der zweite Term stammt von der Zeeman Aufspaltung der Bénder und v = gug.
Unter einer infinitesimalen Rotation finden wir
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Im zweiten Schritt haben wir die Landau Funktion in ihren symmetrischen und
antisymmetrischen Teil zerlegt,

Jrok' ot = Jrogr + UU/f;cl,k' : (7)

Im letzten Schritt verschwindet der symmetrische Anteil aufgrund der Summation
iiber ¢’. Vergleich der Ausdriicke in Gleichung (3) und (6) liefert den Ausdruck fiir
b(k) :

(k) = 3> 3 s (1 (k) — o (K)) 4. 0

Benutzen Sie das Ergebnis aus (b) um das Kriterium der Stoner-Instabilitidt herzu-
leiten.

Lo6sung:
Zunichst entwickeln wir die Differenz der Verteilungsfunktionen fiir b(k) < 1 und
tiefe Temperaturen T < p,

on°[e’(k)]

(k) —n-(k) = n’["(k) — b(k)] —n["(k) + b(k)] = —2=5 5

b(k) ()

~ 25(°(k) — p)b(k) .

Hierbei ist n%(¢) = 0(u — €) die Fermi Verteilung bei T = 0. Setzen wir dieses
Ergebnis in Gleichung (8) ein, erhalten wir die Selbstkonsistenzgleichung

bk =~ 3 B (K — p)b(R) + 7 H (10)

Die Delta Distribution schrankt & auf den Fermiimpuls ein und da die Energieinde-
rung deg , auch an der Fermikante stattfindet setzen wir auch k = kp. Die Funktion



f® héingt somit nur noch von den Richtungen der Impulse ab und wir entwickeln
sie in Legendre Polynomen

BE T Z Py(cos(0)), (11)
1=0

wobei 6 der Winkel zwischen k und k' ist. Wir suchen nun Losungen der Selbst-
konsistenzgleichung der Form b(k) = b(|k|). Das Ergebnis lautet
b(kp) = —Fgb(kr) +7H | (12)

mit der dimensionslosen Variablen F§ = vp f§ und der Zustandsdichte

2
vr =1 ;5(% — ). (13)
Somit erhalten wir
vH
= ) 14
bke) = T 5 (14)

Setzen wir dieses Ergebnis in Gleichung (1) ein, so finden wir

yHo
0o (kp) = : 15
colhe) = 5 (15)
Um die Stoner Instabilitdt zu untersuchen, betrachten wir die Magnetisierung
1 1 on
M= — ’)/v ZO’(STL]@’(T = —’}/v ZO—EdEk’U
k,o k,o
1 V2 Hup (16)
== O, (kp) = .
2WF;‘”(F) 1+ Fg
Die magnetische Suszeptibilitat lautet somit
oM XPauli
XToH T 1+ Fg (17)

Hierbei bezeichnet xpaui = vry? die Suszeptibilitit des nichtwechselwirkenden Elek-
tronengases. Diese wird durch Wechselwirkung renormiert und kann insbesondere
fir F§ = —1 divergieren. Dies bezeichnet man als Stoner Instabilitét.

2. Effektive Masse (8 Punkte)

Beweisen Sie die aus der Vorlesung bekannte Relation zwischen effektiver Masse m* des
Quasiteilchens und dem Landau-Parameter Fy:
m* 1

=14+ -F%.
m +31

Losung:



Wir betrachten eine Galilei Transformation zwischen einem Bezugssystem K und einem
Bezugssystem K’ welches sich relativ zu K mit einer Geschwindigkeit u bewegt. Die
Energie E’ und der Gesamtimpuls P’ eines Elektronengases im System K’ lauten

1
E' =FE — Pu — 5Mu2 : (18)
P =P — Mu, (19)

wobei M = Nm die Gesamtmasse eines Systems von N Elektronen mit der Masse m
ist. Fiigen wir nun ein Teilchen zu dem System hinzu so dndert sich im System K:

M — M+m, P—-P+p, E—E+e¢p. (20)

Im System K’ folgt daraus

1
E'— E' +¢e, —pu+ §mu2 : (21)

P - P —mu+p. (22)

Da die Anzahl der Teilchen und Quasiteilchen identisch gehalten wird konnen wir die
Energieanderung dE’ als Energie einer Quasiteilchenanregung in K’ identifizieren, d.h.
/ 1 2

€p = Eprmu — PU — oMU (23)
Betrachten wir nun den Fall einer infinitesimalen Galilei Transformation, |u| < vp.
Somit gilt fiir Impulse |p| = pr

€, = €p + Vepmu — pu = epupu. (24)
m

P
wobei wir die Dispersion €, = p?/2m* benutzt haben. Betrachten wir nun die Vertei-
lungsfunktion im System K’. Diese ist im Bezug auf die Fermikugel ng in K um einen
festen Impuls verschoben

N = Ny N+ muNVpn) . (25)
Nach Landau ldsst sich die Quasiteilchenenergie als Funktional der Verteilungfunktion

ausdriicken. Fiir eine infinitesimale Galileitransformations gilt

o = o Mool = & [Mpimuo] = o [Mp +muVyn,]

d3pl Se (26)
~ 0 p,o
~ o [y +/ (27m)3 £ Gnyy o O -
Hierbei
on?,. o' p onl,
My o1 = MmNV yn®, , = muVy ey g —2— = mu-——2> 97
P PP Py, 86,,/7(,/ m* aep/7a./ ( )
und
0€p.o
P, e fp,cr,p’,(f’ . (28)



Wir erhalten somit den Ausdruck fiir die Quasiteilchenenergie in K':

d3 / p/ 8n
0
6;7:€p+/ ;fpap o m* aep o : (29)

Insbesondere bei niedrigen Temperaturen und p = pg

/

—dgf”zws o gl e
€p— Gp (271‘)3 : 5. o0 . mum* Ep/ %

. Ty (30)
=€) — 2 / » — )
Somit miissen wir folgendes Integral bestimmen
d3 / ,
Il(ﬁ):/( ) f;p’,\(s( )
1 de’ N oo N3 (p/)2 (31)
" 2n2 4dm ﬁﬁlp/o dp' ()"0 oms F
=vpprla(P) .
In der letzten Zeile haben wir
U5 d 2 (32)
frd * n — *
VP = 5 5 VEmTp u Pr mep
benutzt. Zudem haben wir das Integral I, eingefiihrt:
Aoy
L) = [ 52 1y = b (33)

Beachten Sie, dass die Gréfle Is nur von einer Richtung abhingt und daher zu dieser
proportional sein muss. Die Proportionalitédtskonstante erhalten wir durch

dQ. 1
o = Lpp = [T fypip e fi [ deos(o) o) = 3. (34)

Hier bezeichnet 8 den Winkel zwischen p und " und wir haben die Landaufunktion in
Legendre Polynome entwickelt

P ZP; cos(f (35)

Mit F} = vp fi finden wir somit fiir die Quasiteilchenenergie bei p = pp

=5 upFy . (36)

Durch Gleichsetzen der Ergebnisse in Gleichung (24) und (36) erhalten wir die gesuchte
Bedingung;:

m* 1
=14+ SF7. (37)

m 3




3. Fermi-Fliissigkeit: kinetische Gleichung (7 Punkte)

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die Energie eines Quasiteilchens in einer Fermi-
Fliissigkeit unter Beriicksichtigung der Wechselwirkungen mit anderen Quasiteilchen

€ho = 6533 -+ Z fka,klg/(SRk/U/
k/o-/
lautet. Man kann diese Energie als den Hamiltonian H des Quasiteilchens betrachten.
Die quasiklassische Dynamik der Quasiteilchenverteilungsfunktion ng, (7, t) wird dann
durch die Hamilton-Liouville-Gleichung dn/0t = {H,n} beschrieben, wobei {...} fiir
die Poissonklammern steht.

Der Einfachheit halber ignorieren wir im Folgenden den Spin der Quasiteilchen (man
kann z.B. eine spin-polarisierte Fermi-Fliissigkeit betrachten).

(a) Berechnen Sie die Poissonklammern und linearisieren Sie die resultierende Gleichung
fiir kleine dng,. Zeigen Sie, dass fiir u(k; g, w) = [ dng(q, w)dk die folgende Gleichung

gilt:
I dk’ - 7 1 >y
(w—qv)u(k;q,w):qv —F(k,k)U(k,q,w), F(kvk): Vkak'l =k =k
A R k| =k |=kp

. (38)
wobei k = k/k der Einheitsvektor in Richtung k ist.
Lo6sung:
Die Bewegungsgleichung der Quasiteilchenverteilungsfunktion lautet

on + V,nVie — VenV,e =0. (39)

Fiir kleine Abweichungen der Verteilungsfunktion von der Fermiverteilung n® para-
metrisieren wir n(r, k,t) = n°(k) + dn(r, k,t) und entwickeln die Bewegungsglei-
chung fiir n zu erster Ordnung in dn:

9,00 + V,onVie® — VinOV,0e = 0. (40)
Um die Bewegungsgleichung zu losen fithren wir eine Fouriertransformation durch
on(q, k,w) = /dt /dr ear=tsn(r k. t), (41)
und nutzen den Ausdruck fiir die Quasiteilchenenergie nach Landau,
dk:/ / /
de(r, k,t) = 2n)? f(k,k"on(r, K t). (42)
Somit erhalten wir
0) dk’ ,
(UJ - qvk>6nk<q7w) = qvké(ek - M) W f(k:7 k )5nk/(q7 (.U) P (43>
wobei
k
0
Vi :vkﬁ;c) = m* 5 (44)
on(0
ang)) :mvkeg) ~ (5(620) — 1)V - (45)



Nun integrieren wir die Gleichung iiber [dk, wobei wir aufgrund der Delta Distri-
bution vy, ~ vy, iy — UF setzten. Mit der Definition

u(k) = / dk dng (g, w) (46)

erhalten wir

(w — qur)u(k) = qug [ / dk 6(e) — u)} / (gf)lg S / dk' (K')*6ny (q,w) )

Im letzten Schritt haben wir angenommen, dass die Anderung der Verteilungsfunk-
tion um die Fermikante konzentriert ist, d.h. & ~ kr und wir haben die dimensi-
onslose Grofle F'(k, k') = VkaJf”\k|:|k'\:kF eingefiihrt.

10 Bonuspunkte

Betrachten Sie nun eine zweidimensionale Fermi-Fliissigkeit mit der isotropen Landau-
Funktion F(k,k’) = F,. Losen Sie die kinetische Gleichung von der Form (1) fiir
diesen Fall.

Losung:

Im Falle einer 2D Fermi-Fliissingkeit mit isotroper Landaufunktion lautet die kine-
tische Gleichung, siehe Gleichung (47),
s d@/

(w — qup cos(9))u(f) = qup COS(Q)FO/ 5 u(6'), —r <0<, (48)

—T

wobei qur = qug cos(f). Die Gleichung beschreibt Wellenanregungen mit Geschwin-
digkeit s = w/q. Fiir s < vp sind dies gedampfte Schallwellen und fiir s > vp so-
gennanter nullter Schall den wir im weiteren betrachten wollen. Zur Losung fithren
wir eine Fouriertransformation durch, sei

Somit
Z eimG(w — qup cos(0))u,, = qur cos(8) Fyug . (50)

m

Wir nutzen nun die Vollstandigkeitsrelation

de’ . /
i ez(rnfm )6
2T

- (51)

Dazu multiplizieren wir die Gleichung (50) mit e~ und integrieren iiber [df/2.

Somit erhalten wir eine Bestimmungsgleichung fiir die Fourierkoeffizienten
qup qur

Um W — T(U,m/,1 + Umlfl) = TFQUO ((Sm/J —+ (Sm/7,1) . (52)



Dies lasst sich zusammenfassen als

(53)

WUy, = _qUF<am+1 + ﬂm—l)a

. {um,m#o
Uy =
2

Uo(l + Fg), m=20

Wir bemerken, dass die Bestimmungsgleichung translationsinvariant (m — m £ 1)
ist, aufler bei m = 0. Zudem besitzt sie eine Inversionssymmetrie unter m — —m.
Das Problem ist also vergleichbar zu einer Schrodingergleichung mit Potentialwall
bei m = 0. Wir wihlen als Ansatz ebene Wellen u,, = €®. Durch einsetzen in
Gl. (53) fiir |/m| > 1 erhalten wir die Dispersionsrelation w = qug cos(a). Aus den
ebenen Wellen konstruieren wir Losungen mit gerader und ungerader Symmetrie
unter Inversion,

cos(am+A), m>0
u?)gd = Sin(am) u%en = COS(ONTL — /\) , m< 0. (54>

Ug , m=20
Die ungerade Losung erfiillt die Bestimmungsgleichgung fiir alle m. Wir erhalten

ut(g) = 3 uoddeimt % 60 — @) — (0 + a)] . (55)

wobei w = qur cos(a) gilt. Beachten Sie, dass fiir all diese Losungen [d@ udd(9) =0
gilt. D.h. die Schwingungen finden ohne Anderung der Fliissigkeitsdichte statt. Die
ungerade Losung setzten wir in Gl. (53) fiir m = 0, 1 ein. Wir finden

~cos(A)
1+ F

1+ Fy

U tan(a) tan(\) (56)

Fiir ein festes a(w) erhalten wir aus diesen Gleichungen die Parameter ug und .
Betrachten wir nun die Losungen des nullten Schalls, d.h. w > qug. Dann ist «
imaginér und wir erhalten das Aquivalent zu gebundenen Zustinden. Um diese zu
untersuchen machen wir den Ansatz

e . m>0
Upy =€, m<O0. (57)

Ug , m=20

Einsetzen in Gl. (53) fiir [m| > 1 liefert die Dispersionrelation w = qug cosh(a) und
aus den Gleichungen fiir m = 0,1 erhalten wir

1

UO:1+F07

2 =1+ 2F,. (58)

Somit lautet die ,,Schallgeschwindigkeit“der Losungen:

W UF, 9, g, 14+ Fy
s=y Tl re ) s e (59)



Unter Verwendung der geometrischen Reihe konnen wir die Riicktransformation
durchfithren

ueven(e) — even zm@ = g + E 19 oc E —19 oz

m mf—l
e e® cos(f) — 1
= 2R — = 2
Ug + Coa _gw Mo + €20 1 — 2cos(6)e” (60)
cos(f) —e™ @ sinh(«)

= =uy— 1
to cosh(a)) — cos(0) o * cosh(a)) — cos(0)

Fy Vw? — ¢?vs

1+ F - w — vpqcos(d)

Wir bemerken, dass u(6), die richtungsabhéingige Anderung der Verteilungsfunktion
um die Fermikante, bei s/vp ~ cos(f) maximal ist (wir betrachten immer noch
s > vp, so dass die Funktion nie divergiert). Fiir schwache Wechselwirkung, Fy < 1,
ist s/vp ~ 1+ F?/2 und die Anderung der Verteilungsfunktion ist somit nur bei
kleinen Winkeln. Im Gegensatz dazu finden wir fiir starke Wechselwirkung, Fj > 1,
die Anderung u(6) ~ cos(f). D.h. die gesamte Fermioberfliche trigt bei.



