KARLSRUHER INSTITUT FUR TECHNOLOGIE INSTITUT FUR THEORIE

DER KONDENSIERTEN MATERIE

Theorie der Kondensierten Materie I =~ WS 2014/2015

Prof. Dr. A. Mirlin, Dr. I. Gornyi Blatt 13: Losungen
U. Briskot, N. Kainaris, Dr. E. Konig Besprechung 05.02.2015
1. BCS-Grundzustand (14343434343 = 16 Punkte)

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die BCS-Wellenfunktion

|Ppes) = H (uk + UkCLTCT_m) |0)
k

lautet.

(a)

Zeigen Sie, dass |®Ppcs) normiert ist, wenn |ug|* + |vg|? = 1 fiir alle k.
Lo6sung:
Der Zustand |0) bezeichnet den Vakuumszustand der ¢, und somit

Cho|0) = <0|cjW =0, Vk,o. (1)

Unter Verwendung dieser Eigenschaft berechnen wir
<(I)BCS|(I)BCS> :<0| H (U;;/ -+ U]:’C—kzﬂck’f) (Uk + UkCLTCT—m) |0>
%

= H [ujup + v}ivk<O\c,k¢ck¢cLTcT_k¢]O>] (2)
k
k

Im ersten Schritt haben wir verwendet dass im Produkt nur die Terme einen end-
lichen Vakuumserwartungswert haben, die eine gleiche Anzahl von Erzeugern und
Vernichtern haben. Zudem haben wir verwendet, dass

Hu,*c/uk = Up, Upy * " Up Uy Uy "~ Uy = H\uk|2 (3)
kK k

Die gleiche Umordnung kann man auch im Produkt der Erzeuger und Vernichter
durchfiihren, da [C_kr¢ckrT, CLTCJL,CJ =0 fir k £ K'.

Berechnen Sie den Erwartungswert (N) der Teilchenzahl N = 3", ¢l cx, und die
Standardabweichung 6N = 1/ (N?2) — (N)2 im BCS-Grundzustand.

Lo6sung:

Wir bemerken zunéchst, dass der BCS-Grundzustand das Vakuum der Bogliubov
Operatoren by, darstellt und somit gilt:

bk.o|PBCS) = <@Bcs|b;a =0, vk, o. (4)



Diese Operatoren erhélt man aus den ¢, iiber eine unitére Transformation,

Ck:,T uz Vi bkhT
= 5
(CT—m) (_“Z “k) (bT—m) ’ ©)

wobel ug = U und v = v_g gilt. Wir definieren die Anzahloperatoren pro Spi-
norientierung, Ny = chLTCM und N = chL C,,- Ihre Erwartungswerte im
BCS-Grundzustand sind

(Ppes| Nt | Ppes) = Z<@Bcs| (UkbLT + U]:b—k,J,) (UZbk,T + Ukbi“) |Ppes)
3

(6)
= ok (Ppos|bor by [Pres) = Y |vkl*,
k k

(Dpes|N, | Ppes) = Z<(I>BCS| (Ukb;w - Uzb—k,¢> (Uzbk,¢ — Ukbim> |Ppes)

k
(7)
= lonl*(@es|b-ribl gy [Pros) = Y fonl
K K

Der Erwartungswert des Teilchenzahloperators N = Ny + N, ist somit

(Dpes|N|Ppes) = 2|uel*. (8)

Zur Bestimmung der Standardabweichung im BCS-Grundzustand bendtigen wir
den Erwartungswert von N? = NT2 + Nf + 2N;N;. Dazu bestimmen wir

<(I)BCS|N¢2’(I)BCS> = Z {v,’;u’,;ukka/ <(I)BCS|b7k;7¢bk,¢b£,/7¢bik/,¢|(I)BCS>
kK

+]vkmvk,12<<I>BCS\b_k7¢bik,¢b_k/’¢bik,#\<I>BCS)} 9)
= Z |ug|?|vr|* + Z |ve|* |k |? = (PBes|NF | Pres)
k

k'

(Pres|NeN | Pres) =Y { — vtV (Pcs|b_y byl b | Prcs)
kK

+yuk|2|vk,|2<<1>BCS|b_k7¢bf_mb7k,¢b*_k,ﬁ|@BCS>} (10)

= Z Juge*|og]* + Z o[ |ow [
2

kK

Somit erhalten wir

(Pres|N?|Ppes) = 42 ok |vge |* + 42 |uge][vn |- (11)

kK k

Die Standardabweichung im BCS-Grundzustand ist somit (0N)* = 4>, |ug]?|ve]?.

(c) Berechnen Sie die Grosse <<I)Bcs|CLTCT_k 1|®Bcs) und zeichnen Sie diese Funktion in
Abhéngigkeit von k. Fithren Sie dieselbe Rechnung fiir den Normalzustand (Fermi-
See) |Ppg) durch.



Lo6sung
Zunéchst bestimmen wir den Erwartungswert im BCS-Grundzustand

(@pos|chyc! g [Pnos) =(Ppos|(urbh ; + bk ) (wrb | — vibi1)|Pos)  (12)
=URVy, - (13)

Aus der Vorlesung ist die folgende Darstellung bekannt:

N - e e Y F . I
T Ee e T VEe

wobei & = €, — p die fermionische Einteilchenenergie und Ay die supraleitende
Bandliicke ist. Dies Grofien ug und v sind in Abbildung skizziert. Betrachten wir
nun den Erwartungswert im gefiillten Fermisee,

[@rs) = ] chol0)- (15)

k<kp,o
Fiir diesen Zustand gilt
CholPrs) = 0(&)  und  cro|Prs) = 6(—6) (16)
und somit
<(I)FS‘CLTCT_1¢¢|(I)FS> =0(—&k)0(§—k) = 0 (17)

Im letzten Schritt haben wir die Symmetrie des Spektrums verwendet, £_p = &k.

(d) Finden Sie eine dquivalente Darstellung des BCS-Grundzustandes, in welcher ein
Operator O auf |Prs) wirkt: |Ppes) = @\CIDF5>.
Losung
Wir kénnen den BCS-Grundzustand definieren als:

|(I)BCS> = H kab—k¢‘q)FS> (18)
k

Wegen (bg,)? = 0 ist klar, dass dies der Vakuumszustand der b-Algebra ist. Wir
driicken die Operatoren nun durch die Elektronoperatoren c aus:

|Pocs) = [ [ brrb—ri|®rs)
k

- H (ukcm — vkci,w) <Ukc—k¢ + vkcLT> |Ppg) 19
. (19)

JURIURAS

Im letzten Schritt haben wir den Operator

2 2
= UpCprC_py — UkukCT_mC—m + ukvkcmclT — UkCT_mCLT



eingefiihrt. Da die Ay fiir unterschiedliche k vertauschen kénnen wir das Produkt
umordnen und die Wirkung von Ay auf den Fermisee fiir festes k betrachten. Dazu
fithren wir Operatoren a, ein, deren Vakuumszustand der gefiillte Fermisee ist:

a firk > k
ho =13 17 F (21)
U, firk < kg
Somit
A = ulalal | — vguga_p 0l + upvgal ag, — via_ga (22)
k<kp o S R EURY | Y| kUYL kY k| YEt
Apsip = uiama_m — vkukaima_m + ukvkakTaLT — viaikia;ﬁ . (23)
Wenden wir diese operatoren auf den Vakuumszustand an erhalten wir
Aty |Prs) = (uiaLTaT_ki - Ukuk:) [Prs) (24)
Ak;>kF|cI)FS> = <Ukvk - U,%aT_kiaLO |(I)F5'> . (25)
Somit lautet der BCS-Grundzustand
|(I)BCS> :C H (ukaLTaT—ki — Uk> H <Uk — UkaT—kiaIcT> |CI)FS>
k<kp k>kp T T (26)
=C H (UkaTC_m - vk) H <uk - Ukc*kickT) |Prs) .
k<kp k>kp

wobei C = (Hk <kp uk) (Hk>kF Uk,) eine Normierungskonstante bezeichnet.

Berechnen Sie (@Bcg]bLTbT_k ¢’@BCS>’ wobei die Operatoren bLU = u,*ccjw — OVjC—k—o

iiber die Bogoliubov-Transformation mit den gewthnlichen Erzeugern und Vernich-
tern der Quasiteilchen zusammenhéngen.

Lo6sung:

Da (®pcg| der Vakuumszustand der by, ist folgt sofort

<(I)BCS|bLTbT—k¢|(I)BCS> =0 (27)
Berechnen Sie <(I)BCS|];:IBCS|(I)BCS> mit

]:IBCS = ZﬁkCLUCko - Z Akk/clt:/TCT—k/ic—kickT'
ko kK’
Losung:
Wir bestimmen zunéchst den Erwartungswert:
<CI>BCS‘CIJE:’TCT—k’J,C*kiCkT‘(I)BCQ = ‘Uk‘zyvk"2<(I)BCS’b_k/¢bk'TbLTbJr_k¢’q)BCS>
+ Vg Uk (Prcs|b_jr Db bk B ) | Prcs) (28)

=[] [0 [ O r + Vgt g, U

=(1 — |uk]?)[or [P0 + vy thar Ok -
Somit finden wir

(Pres|Hpes|Poes) =2 Gelowl* = D - et ujv - (29)
ko e

wobel ék = &k — Mek. Im weiteren werden wir die Tilde der Einfachheit wegen
weglassen.



2. BCS-Variationsmethode (4+3=7 Punkte)

Wir moéchten nun mit Hilfe der Variationsmethode die Grundgleichungen der BCS-
Theorie herleiten. Dazu minimieren wir den Erwartungswert des Hamiltonoperators
aus der Aufgabe 1f beziiglich |Ppcg), indem wir ug und vy variieren:

§(Ppos| Heos| Paos) = 0.

(a) Parametrisieren Sie dazu ug = sin(f) und vg = cos(fg). Minimieren Sie den obigen
Erwartungswert, indem Sie

0
60 —(®pes| Hpos| Ppes) = 0

setzen, und zeigen Sie, dass dann folgt

Ay,
tan(20y) = Ak Sin(26 —
200 = 55, 3 e ) = -
wobel A = > Mo/ Up/ Vg -
Lo6sung:
Mit dieser Parametrisierung folgt aus Gleichung (29)
(Dpes|Hpos| Ppes) = Z &k [1+ cos(20y)] — — Z ki SIN(20) sin(20,) . (30)

kkz’

wobei wir die trigonometrischen Identitéiten sin(2x) = 2sin(z) cos(z) und cos?(z) =
(14 cos(2x))/2 verwendet haben. Nun variieren wir den Erwartungswert nach 6,:

5<chs> . . !
W = —2¢,sin(6,) — Z Akep Sin(26y) cos(260,) = 0
W, 3
& tan(26,) Z Akep SIn(26) =
26, & &

(b) Zeigen Sie, dass Sie hieraus die folgende Selbstkonsistenz-Gleichung fiir Ay, erhalten:

Losung:
Unter Verwendung der Identitéit sin(arctan(z)) = z/v/1 4+ 22 und Gleichung (31)
folgt sofort:

Ag = Z Akl U Vg = Z Ak SN (O ) Z Ak —F—— (32)
v \ /£k, + AQ,
3. Spin-Suszeptibilitit eines Supraleiters (7 Punkte)

Berechnen Sie die Pauli-Spin-Suszeptibilitdt eines BCS-Supraleiters als Funktion der
Temperatur. Diese Rechnung kombiniert Aspekte der Berechnung der Warmekapazitét



in Supraleitern sowie der Spinsuszeptibilitéit des normalen Zustandes aus der Vorlesung.
Losung:

Der gesamte Hamiltonian in Anwesenheit eines externen Magnetfelds ist H = Hy+ Hy
mit dem Zeeman Term

Hy; = —upgBS = —B Z acL,Uc,w . (33)
k,o

Hierbei haben wir den Spin in zweiter Quantisierung S = >, CL’UO'U’O—/CIC’U, benutzt,
wobei ¢, , ein Elektron mit Tmpuls k und Spin o vernichtet, v = ppg/2 und wir ange-
nommen haben, dass das Magnetfeld in z-Richtung zeigt. Beachten sie, dass der Zeeman
Term in der Darstellung der Bogliubov Operatoren by, , die gleiche Form annimmt:

Dpet

f i (A f ke — (p k,
ChtChp T Ch Ol = (CM Cfm) UrUk (CT ) ¢) 1= <bk,¢ bfm) (bT o

)—1. (34)

Hierbei bezeichnet U, die unitiare Transformation

Uy = (“’“ _”"’) . (35)

Vg Uy
Somit lautet der BCS Hamiltonian in einem externen Magnetfeld

H =" [Bx—vBolb} by, , (36)
k,o

wobei Ey = /& + A% Die Verteilungsfunktion der Bogliubov Teilchen ist ng, =
ng(Ey —yBo) wobei np(E) = (1+exp(E/kpT))™" die Fermi Funktion bezeichnet. Die
Magnetisierung in linear response lautet

M :% ;nkﬁa = %; np(Ex —vB) — np(Eg + vB)]

N "}/QB anF (37)
V - 0F | p—o
Die Ableitung der Fermifunktion lautet
By
onp 1 e*BT 1 1 (38)
aEk ]CBT (1 + e%)Q 4kaT COSh2 (kB_kT>
Somit erhalten wir fiir die Nullfeldsuszeptibilitit
oM B 72 / d3k 1
X~ 9B o 4kpT ) (2m)3 2 (Mﬁi-&-AQ)
= cosh e
B
v [T ! (39)

cosh? <\/[2k2T] + [QkﬁT} )

:XPauliY (T) .



wobei vy die Zustandsdichte an der Fermikante und Ypa.; = vpy?/2 ist die Suszepti-
bilitdt im Normalleiter. Die Funktion Y (T') interpoliert zwischen der verschwindenden
paramagnetischen Suszeptibilitdt im Supraleiter (7" < T,) und der Pauli Suszeptibilitét
im Normalleiter (7" > T.). Sie ist gegeben durch

Y(T) = /O e ! ]2> | (40)

2 A
cosh ( x2 + [W




