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1. BCS-Grundzustand (1+3+3+3+3+3 = 16 Punkte)

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die BCS-Wellenfunktion

|ΦBCS〉 =
∏
k

(
uk + vkc

†
k↑c
†
−k↓

)
|0〉

lautet.

(a) Zeigen Sie, dass |ΦBCS〉 normiert ist, wenn |uk|2 + |vk|2 = 1 für alle k.
Lösung:
Der Zustand |0〉 bezeichnet den Vakuumszustand der ck,σ und somit

ck,σ|0〉 = 〈0|c†k,σ = 0 , ∀k, σ . (1)

Unter Verwendung dieser Eigenschaft berechnen wir

〈ΦBCS|ΦBCS〉 =〈0|
∏
k,k′

(
u∗k′ + v∗k′c−k′↓ck′↑

)(
uk + vkc

†
k↑c
†
−k↓
)
|0〉

=
∏
k

[
u∗kuk + v∗kvk〈0|c−k↓ck↑c

†
k↑c
†
−k↓|0〉

]
=
∏
k

(
|uk|2 + |vk|2

)
.

(2)

Im ersten Schritt haben wir verwendet dass im Produkt nur die Terme einen end-
lichen Vakuumserwartungswert haben, die eine gleiche Anzahl von Erzeugern und
Vernichtern haben. Zudem haben wir verwendet, dass∏

k,k′

u∗k′uk = u∗k1u
∗
k2
· · ·u∗kNuk1uk2 · · ·ukN =

∏
k

|uk|2 . (3)

Die gleiche Umordnung kann man auch im Produkt der Erzeuger und Vernichter

durchführen, da
[
c−k′↓ck′↑, c

†
k↑c
†
−k↓

]
= 0 für k 6= k′.

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert 〈N̂〉 der Teilchenzahl N̂ =
∑
kσ c

†
kσckσ und die

Standardabweichung δN =

√
〈N̂2〉 − 〈N̂〉2 im BCS-Grundzustand.

Lösung:
Wir bemerken zunächst, dass der BCS-Grundzustand das Vakuum der Bogliubov
Operatoren bk,σ darstellt und somit gilt:

bk,σ|ΦBCS〉 = 〈ΦBCS|b†k,σ = 0 , ∀k, σ . (4)



Diese Operatoren erhält man aus den ck,σ über eine unitäre Transformation,(
ck,↑
c†−k,↓

)
=

(
u∗k vk
−v∗k uk

)(
bk,↑
b†−k,↓

)
, (5)

wobei uk = u−k und vk = v−k gilt. Wir definieren die Anzahloperatoren pro Spi-
norientierung, N̂↑ =

∑
kc
†
k,↑ck,↑ und N̂↓ =

∑
kc
†
k,↓ck,↓. Ihre Erwartungswerte im

BCS-Grundzustand sind

〈ΦBCS|N̂↑|ΦBCS〉 =
∑
k

〈ΦBCS|
(
ukb

†
k,↑ + v∗kb−k,↓

)(
u∗kbk,↑ + vkb

†
−k,↓

)
|ΦBCS〉

=
∑
k

|vk|2〈ΦBCS|b−k,↓b†−k,↓|ΦBCS〉 =
∑
k

|vk|2 ,
(6)

〈ΦBCS|N̂↓|ΦBCS〉 =
∑
k

〈ΦBCS|
(
ukb

†
k,↓ − v

∗
kb−k,↑

)(
u∗kbk,↓ − vkb

†
−k,↑

)
|ΦBCS〉

=
∑
k

|vk|2〈ΦBCS|b−k,↓b†−k,↓|ΦBCS〉 =
∑
k

|vk|2 .
(7)

Der Erwartungswert des Teilchenzahloperators N̂ = N̂↑ + N̂↓ ist somit

〈ΦBCS|N̂ |ΦBCS〉 = 2|vk|2 . (8)

Zur Bestimmung der Standardabweichung im BCS-Grundzustand benötigen wir
den Erwartungswert von N̂2 = N̂2

↑ + N̂2
↓ + 2N̂↑N̂↓. Dazu bestimmen wir

〈ΦBCS|N2
↑ |ΦBCS〉 =

∑
k,k′

{
v∗ku

∗
kuk′vk′〈ΦBCS|b−k,↓bk,↑b

†
k′,↑b

†
−k′,↓|ΦBCS〉

+ |vk|2|vk′|2〈ΦBCS|b−k,↓b
†
−k,↓b−k′,↓b

†
−k′,↓|ΦBCS〉

}
=
∑
k

|uk|2|vk|2 +
∑
k,k′

|vk|2|vk′ |2 = 〈ΦBCS|N2
↓ |ΦBCS〉 ,

(9)

〈ΦBCS|N↑N↓|ΦBCS〉 =
∑
k,k′

{
− v∗ku∗kuk′vk′〈ΦBCS|b−k,↓bk,↑b

†
k′,↓b

†
−k′,↑|ΦBCS〉

+ |vk|2|vk′|2〈ΦBCS|b−k,↓b
†
−k,↓b−k′,↑b

†
−k′,↑|ΦBCS〉

}
=
∑
k

|uk|2|vk|2 +
∑
k,k′

|vk|2|vk′ |2 .

(10)

Somit erhalten wir

〈ΦBCS|N̂2|ΦBCS〉 = 4
∑
k,k′

|vk|2|vk′ |2 + 4
∑
k

|uk|2|vk|2 . (11)

Die Standardabweichung im BCS-Grundzustand ist somit (δN)2 = 4
∑
k |uk|2|vk|2.

(c) Berechnen Sie die Grösse 〈ΦBCS|c†k↑c
†
−k↓|ΦBCS〉 und zeichnen Sie diese Funktion in

Abhängigkeit von k. Führen Sie dieselbe Rechnung für den Normalzustand (Fermi-
See) |ΦFS〉 durch.



Lösung
Zunächst bestimmen wir den Erwartungswert im BCS-Grundzustand

〈ΦBCS|c†k↑c
†
−k↓|ΦBCS〉 =〈ΦBCS|(ukb†k,↑ + v∗kb−k,↓)(ukb

†
−k,↓ − v

∗
kbk,↑)|ΦBCS〉 (12)

=ukv
∗
k . (13)

Aus der Vorlesung ist die folgende Darstellung bekannt:

uk =

√√√√1

2

(
1 +

ξk√
ξ2
k + ∆2

k

)
, vk =

√√√√1

2

(
1− ξk√

ξ2
k + ∆2

k

)
, (14)

wobei ξk = εk − µ die fermionische Einteilchenenergie und ∆k die supraleitende
Bandlücke ist. Dies Größen uk und vk sind in Abbildung skizziert. Betrachten wir
nun den Erwartungswert im gefüllten Fermisee,

|ΦFS〉 =
∏

k≤kF ,σ

c†k,σ|0〉 . (15)

Für diesen Zustand gilt

c†k,σ|ΦFS〉 = θ(ξk) und ck,σ|ΦFS〉 = θ(−ξk) (16)

und somit

〈ΦFS|c†k↑c
†
−k↓|ΦFS〉 =θ(−ξk)θ(ξ−k) = 0 (17)

Im letzten Schritt haben wir die Symmetrie des Spektrums verwendet, ξ−k = ξk.

(d) Finden Sie eine äquivalente Darstellung des BCS-Grundzustandes, in welcher ein
Operator Ô auf |ΦFS〉 wirkt: |ΦBCS〉 = Ô|ΦFS〉.
Lösung
Wir können den BCS-Grundzustand definieren als:

|ΦBCS〉 =
∏
k

bk↑b−k↓|ΦFS〉 (18)

Wegen (bk,σ)2 = 0 ist klar, dass dies der Vakuumszustand der b-Algebra ist. Wir
drücken die Operatoren nun durch die Elektronoperatoren c aus:

|ΦBCS〉 =
∏
k

bk↑b−k↓|ΦFS〉

=
∏
k

(
ukck↑ − vkc

†
−k↓

)(
ukc−k↓ + vkc

†
k↑

)
|ΦFS〉

=

(∏
k<kF

Ak

)(∏
k>kF

Ak

)
|ΦFS〉

(19)

Im letzten Schritt haben wir den Operator

Ak =
(
ukck↑ − vkc

†
−k↓

)(
ukc−k↓ + vkc

†
k↑

)
= u2

kck↑c−k↓ − vkukc
†
−k↓c−k↓ + ukvkck↑c

†
k↑ − v

2
kc
†
−k↓c

†
k↑

(20)



eingeführt. Da die Ak für unterschiedliche k vertauschen können wir das Produkt
umordnen und die Wirkung von Ak auf den Fermisee für festes k betrachten. Dazu
führen wir Operatoren ak,σ ein, deren Vakuumszustand der gefüllte Fermisee ist:

ck,σ =

{
ak,σ , für k > kF

a†k,σ , für k < kF
(21)

Somit

Ak<kF = u2
ka
†
k↑a
†
−k↓ − vkuka−k↓a

†
−k↓ + ukvka

†
k↑ak↑ − v

2
ka−k↓ak↑ , (22)

Ak>kF = u2
kak↑a−k↓ − vkuka

†
−k↓a−k↓ + ukvkak↑a

†
k↑ − v

2
ka
†
−k↓a

†
k↑ . (23)

Wenden wir diese operatoren auf den Vakuumszustand an erhalten wir

Ak<kF |ΦFS〉 =
(
u2
ka
†
k↑a
†
−k↓ − vkuk

)
|ΦFS〉 , (24)

Ak>kF |ΦFS〉 =
(
ukvk − v2

ka
†
−k↓a

†
k↑

)
|ΦFS〉 . (25)

Somit lautet der BCS-Grundzustand

|ΦBCS〉 = C
∏
k<kF

(
uka

†
k↑a
†
−k↓ − vk

) ∏
k>kF

(
uk − vka†−k↓a

†
k↑

)
|ΦFS〉

= C
∏
k<kF

(
ukck↑c−k↓ − vk

) ∏
k>kF

(
uk − vkc†−k↓c

†
k↑

)
|ΦFS〉 .

(26)

wobei C =
(∏

k<kF
uk
) (∏

k>kF
vk
)

eine Normierungskonstante bezeichnet.

(e) Berechnen Sie 〈ΦBCS|b†k↑b
†
−k↓|ΦBCS〉, wobei die Operatoren b†kσ = u∗kc

†
kσ − σv∗kc−k,−σ

über die Bogoliubov-Transformation mit den gewöhnlichen Erzeugern und Vernich-
tern der Quasiteilchen zusammenhängen.
Lösung:
Da 〈ΦBCS| der Vakuumszustand der bkσ ist folgt sofort

〈ΦBCS|b†k↑b
†
−k↓|ΦBCS〉 = 0 (27)

(f) Berechnen Sie 〈ΦBCS|ĤBCS|ΦBCS〉 mit

ĤBCS =
∑
kσ

ξkc
†
kσckσ −

∑
kk′

λkk′c
†
k′↑c

†
−k′↓c−k↓ck↑.

Lösung:
Wir bestimmen zunächst den Erwartungswert:

〈ΦBCS|c†k′↑c
†
−k′↓c−k↓ck↑|ΦBCS〉 = |vk|2|vk′ |2〈ΦBCS|b−k′↓bk′↑b

†
k↑b
†
−k↓|ΦBCS〉

+ v∗k′uk′u
∗
kvk〈ΦBCS|b−k′↓b

†
k′↓b−k↓b

†
−k↓|ΦBCS〉

=|vk|2|vk′ |2δk,k′ + v∗k′uk′u
∗
kvk

=(1− |uk|2)|vk′|2δk,k′ + v∗k′uk′u
∗
kvk .

(28)

Somit finden wir

〈ΦBCS|ĤBCS|ΦBCS〉 = 2
∑
kσ

ξ̃k|vk|2 −
∑
k 6=k′

λkk′v
∗
k′uk′u

∗
kvk . (29)

wobei ξ̃k = ξk − λk,k. Im weiteren werden wir die Tilde der Einfachheit wegen
weglassen.



2. BCS-Variationsmethode (4+3=7 Punkte)

Wir möchten nun mit Hilfe der Variationsmethode die Grundgleichungen der BCS-
Theorie herleiten. Dazu minimieren wir den Erwartungswert des Hamiltonoperators
aus der Aufgabe 1f bezüglich |ΦBCS〉, indem wir uk und vk variieren:

δ〈ΦBCS|ĤBCS|ΦBCS〉 = 0.

(a) Parametrisieren Sie dazu uk = sin(θk) und vk = cos(θk). Minimieren Sie den obigen
Erwartungswert, indem Sie

∂

∂θp
〈ΦBCS|ĤBCS|ΦBCS〉 = 0

setzen, und zeigen Sie, dass dann folgt

tan(2θk) = − 1

2ξk

∑
k′

λkk′ sin(2θk′) = −∆k

ξk
,

wobei ∆k =
∑
k′ λkk′uk′vk′ .

Lösung:
Mit dieser Parametrisierung folgt aus Gleichung (29)

〈ΦBCS|ĤBCS|ΦBCS〉 =
∑
kσ

ξk [1 + cos(2θk)]− 1

4

∑
kk′

λkk′ sin(2θk) sin(2θk′) . (30)

wobei wir die trigonometrischen Identitäten sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) und cos2(x) =
(1 + cos(2x))/2 verwendet haben. Nun variieren wir den Erwartungswert nach θp:

δ〈ĤBCS〉
δθp

= −2ξp sin(θp)−
∑
k

λkp sin(2θk) cos(2θp)
!

= 0

⇔ tan(2θp) = − 1

2ξp

∑
k

λkp sin(2θk) = −∆p

ξp

(31)

(b) Zeigen Sie, dass Sie hieraus die folgende Selbstkonsistenz-Gleichung für ∆k erhalten:

∆k =
1

2

∑
k′

λkk′
∆k′√

ξ2
k′

+ ∆2
k′

.

Lösung:
Unter Verwendung der Identität sin(arctan(x)) = x/

√
1 + x2 und Gleichung (31)

folgt sofort:

∆k =
∑
k′

λkk′uk′vk′ =
1

2

∑
k′

λkk′ sin(θk′) =
1

2

∑
k′

λkk′
∆k′√

ξ2
k′

+ ∆2
k′

. (32)

3. Spin-Suszeptibilität eines Supraleiters (7 Punkte)

Berechnen Sie die Pauli-Spin-Suszeptibilität eines BCS-Supraleiters als Funktion der
Temperatur. Diese Rechnung kombiniert Aspekte der Berechnung der Wärmekapazität



in Supraleitern sowie der Spinsuszeptibilität des normalen Zustandes aus der Vorlesung.
Lösung:
Der gesamte Hamiltonian in Anwesenheit eines externen Magnetfelds ist H = H0 +HZ

mit dem Zeeman Term

HZ = −µBgBS = −γB
∑
k,σ

σc†k,σck,σ . (33)

Hierbei haben wir den Spin in zweiter Quantisierung S = 1
2

∑
k c
†
k,σσσ,σ′ck,σ′ benutzt,

wobei ck,σ ein Elektron mit Impuls k und Spin σ vernichtet, γ = µBg/2 und wir ange-
nommen haben, dass das Magnetfeld in z-Richtung zeigt. Beachten sie, dass der Zeeman
Term in der Darstellung der Bogliubov Operatoren bk,σ die gleiche Form annimmt:

c†k,↑ck,↑ − c
†
k,↓ck,↓ =

(
c†k,↑ c−k,↓

)
U †kUk︸ ︷︷ ︸

=1

(
ck,↑
c†−k,↓

)
− 1 =

(
b†k,↑ b−k,↓

)( bk,↑
b†−k,↓

)
− 1 . (34)

Hierbei bezeichnet Uk die unitäre Transformation

Uk =

(
uk −vk
v∗k u∗k

)
. (35)

Somit lautet der BCS Hamiltonian in einem externen Magnetfeld

H =
∑
k,σ

[Ek − γBσ] b†k,σbk,σ , (36)

wobei Ek =
√
ξ2
k + ∆2. Die Verteilungsfunktion der Bogliubov Teilchen ist nk,σ =

nF (Ek−γBσ) wobei nF (E) = (1 + exp(E/kBT ))−1 die Fermi Funktion bezeichnet. Die
Magnetisierung in linear response lautet

M =
γ

V

∑
k,σ

nk,σσ =
γ

V

∑
k

[nF (Ek − γB)− nF (Ek + γB)]

'− γ2B

V

∑
k

∂nF
∂Ek

∣∣∣∣
B=0

.

(37)

Die Ableitung der Fermifunktion lautet

∂nF
∂Ek

= − 1

kBT

e
Ek
kBT

(1 + e
Ek
kBT )2

= − 1

4kBT

1

cosh2
(

Ek

kBT

) . (38)

Somit erhalten wir für die Nullfeldsuszeptibilität

χ =
∂M

∂B

∣∣∣∣
B=0

=
γ2

4kBT

∫
d3k

(2π)3

1

cosh2

(√
ξ2k+∆2

kBT

)
=γ2νF

2

∫ ∞
0

dξ

2kBT

1

cosh2

(√[
ξ

2kBT

]2

+
[

∆
2kBT

]2
)

=χPauliY (T ) .

(39)



wobei νF die Zustandsdichte an der Fermikante und χPauli = νFγ
2/2 ist die Suszepti-

bilität im Normalleiter. Die Funktion Y (T ) interpoliert zwischen der verschwindenden
paramagnetischen Suszeptibilität im Supraleiter (T � Tc) und der Pauli Suszeptibilität
im Normalleiter (T � Tc). Sie ist gegeben durch

Y (T ) =

∫ ∞
0

dx
1

cosh2

(√
x2 +

[
∆

2kBT

]2
) . (40)


