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1. LCAO-Naherung fiir Wannier-Funktionen (6 + 6 = 12 Punkte)

(a) Betrachten Sie ein quadratisches Gitter (in zwei Raumdimensionen) mit Gitterkon-
stante a. Das atomare Potential U,(r) sei isotrop. Fiir Elektronen steht nur ein
einziges atomares s-Orbital zur Verfiigung. Ausgehend von der LCAO-Néaherung,
bestimmen Sie das Spektrum Fy fiir den Fall, dass in Uberlappintegralen Tunneln
zwischen néchsten Nachbarn (|R| = a) sowie zwischen die iibernéchsten Nachbarn
(|R| = v2a) beriicksichtigt wird.

Lésung:
Vorlesung (LCAO-Modell): Anzahl der Bénder N, = 1, ein s-Zustand ¢(r) = ¢(|r|),
> r ¢ h(R)
Ex=F,+ . ,
k L+ > g0 €<RI(R)
wobei
h(R) = [ @6 (AU R)o(r - R).
AU, R)=UR)-U,(r—R)= ) _ U,r-R)
R'#R
und

I®) = [ dro)o(e - R).
Quadratisches Gitter:
R € {n. N.} = {+ae,,0}, {0,+ae,}, |R|=aq,

R € {ii-n. N.} = {+ae,, +ae,}, |R|=V2a.
Beschrinkung der Summe auf néchsten Nachbarn sowie iibernédchsten Nachbarn:

h(0) + > Refn. N} e Rh(a) + > Refin N} e h(v/2a)
L+ ke ny €9 I(a) + D reqim Ny MR I(\2a)

E.=E, + (1)

Z MR = gtkea g omikea 4 gikya 4 o=y — 9 [cos(k,a) + cos(kya)],
Re{n. N.}
Z eikR _ eikma—s—ikya + eikwa—ikya + e—ikxa—&—ikya + e—ikma—ikya
Re{ii-n. N.}
= 4cos(kya)cos(kya).



Damit folgt:

B —E, + h(0) + 2h(a) [cos(k.a) + cos(k,a)] + 4h(v/2a) cos(k,a) cos(kya)‘ @)
1+ 21(a) [cos(k,a) + cos(kya)] + 41(v/2a) cos(k,a) cos(k,a)

Weitere Néaherung: h(a), h(v/2a) < h(0), I(a),1(v/2a) < 1. Die Entwicklung:

Ey =~ E,+h(0) + 2h(a) [cos(k.a) + cos(kya)] + 4h(v/2a) cos(k,a) cos(k,a)
— h(0) {2[(a) [cos(kpa) + cos(kya)] + 41(V/2a) cos(k,a) cos(kya)} ,

Ex ~ Ey—2W;[cos(kya) + cos(kya)] — 4W5 cos(kya) cos(kya),
wobei
Eo = E, + h(0), Wi = h(0)I(a) — h(a), Ws=h(0)I(v2a)— h(/2a).

Das Gitter sei nun einfach kubisch in drei Raumdimensionen und es sollen nur
Uberlappintegralen zwischen niichsten Nachbarn beriicksichtigt werden; U, (r) sei
isotrop. Betrachten Sie ein dreifach entartetes p-Orbital, E,, = E,, n = 1;2;3,
wobei als atomare p-Wellenfunktionen des Elektrons die Funktionen

¢1(r) = zp(lr]),  ¢2(r) = ye(lr)),  ds(r) = z(Jr]),

gewahlt werden konnen; o(|r|) sei bekannt. Zeigen Sie nun, dass, allein aufgrund
der Invarianz des atomaren Potentials unter bestimmten Symmetrietransformatio-
nen des Gitters, die Gleichung fiir das Spektrum in drei ungekoppelte Gleichungen
zerfallt. Bestimmen Sie Fy.

Losung:
Einfach kubisches Gitter, nidchste Nachbarn:

R € {n. N.} = {£ae,,0,0}, {0, +ae,, 0}, {0,0,£ae.}, |R|=aq,
Ein dreifach entartetes p-Orbital:

Ea,l = Ep7 ¢l(r) = xl()p(h")v l= 172737 X1 =T, T2 =Y, T3 =Z%.

i (0) = / P (1) AU (r, 0)ép(r) = / Pram AU (x, 0)]o(r)

Die Symmetrieoperationen des Gitters / des Potentials U(r) (bzw. Kombinationen
davon), die im Folgenden niitzlich sind, lauten

(S) Spiegelung an der xy- oder xz- oder yz-Ebene < Inversion der Koordinaten
r— —x,y — —y, 2 — —z, unabhéngig voneinander.

(R) Rotation um 27/3 um die Achse (0,0,0) — (a, a,a) < Zyklische Vertauschung
der Koordinaten: (z,y,2) — (z,z,y) = (v, 2, ).

Symmetrieoperationen (S) und (R) kann man jetzt auf hy,(0) anwenden (d.h., die
Integrationsvariablen x; entsprechend transformieren, die Jacobi-Determinante ist



jal). Da U(r), U,(r) und ¢(r) mit r = y/a2 + y2 + 22 invariant sind unter (S) und

(R), kommt es nur auf die x; an:
[ #m: (S) auf x; oder z,,, = My (0) = —hyyn(0) = Ay (0) =0

also

th(O) — hgl(O) - hlg(O) — h31 (0) - h23(0> - h32(0) — 0,

him(0) = 5lm/d3rxlxmAU(r, 0)|(r)|?

Jetzt noch

Analog fiir das Uberlappintegral:

him(R) = / @it — Ry )AU(r, R) (x| o(Jr — R]).

mit

r| = Va2 +y2+22, |r—R|= \/(x — R.)’+ (y— Ry)? + (2 — R)*

Wir betrachten zum Beispiel

hia(R) = /dgm(y — Ry) [U(r) = Ua(lr = R|)] o(|r)ep(r — RY).

Entscheidend ist nun, dass die nidchsten Nachbarn auf den Koordinatenachsen lie-
gen, und man daher mit (S) das h,,(R) immer zu null machen kann:

R =(%a,0,0): (S): y— (—vy):
Ur) — U(r), Ir — R| :\/(x:ta)2+y2—l—z2—> \/(a::ta)2+y2+z2
= hlg(R):O

Analog;:
R=(0,£a,0): (S): z—(—x)= h;2(R)=0,

R=(0,0,+a): (S): z— (—z)= hi(R)=0.

Genauso fiir die anderen nichtdiagonalen fy,,(R), | # m und I,(R), | # m. Wir
kénnen also unsere Uberlappintegrale reduzieren auf

hij(0) = dij - h, (3)

und dasselbe mit den I-Integralen. Explizit:

holafs) = [ @rate—a) [U0) - V(=P T )
% (e —aP ) =y, -
hao(—acy) = / Pra(e+a) [U) - V(v (z + ) + 52+ 22)]

ooV (@ + a2 + 92 +22) 2 hu(ad,) = by, (6)

X



hyw(a€y) = /d3ra: [ Ua(v/22 + —1—22)]

X |I‘| \/ZL‘2 +Z2)—hl7éhH,

hyy(agy) = /d3ry(y— [ \/5’72 +Z2>}

X
<}
E
ﬁ
S
[N}

2 4+ 22) = hH’

USw.

(7)

(8)

Damit zerféllt die Gleichung fiir das Spektrum in der nachsten-Nachbarn-Néherung

(Ex — Eo )b + Zb (Bx — Eqm) Z e I,(R)

Re{n.N}
Zb him(0) + > ™ hy(R)
Re{n.N}

in drei ungekoppelte Gleichungen

(Ek — Ep)bl + bl(Ek - Ep) Z eikRIH(R)

Damit folgt:

Fiir die z-Komponente (I = 1) ist dies

Re{n.N}
= b |h+ Y FmR)|, 1=1,23 (10)
Re{n.N}
By, =E,+ ht Yren ny € u(R) (11)
! P14 > Refn n) € R Iu(R)
h + 2Ny cos(kza) + 2h [cos(kya) + cos(k.a)] (12)

Ek,l = Ep +

1+ 21 cos(kya) + 21 [cos(kya) + cos(k.a)]

Die y, z-Dispersionen lassen sich dann einfach durch zyklische Permutation erzeu-

gen.

2. Bandstruktur von Graphen

Die grundlegenden physikalischen Eigen-
schaften von Graphen kénnen in der einfach-
sten “Tight-Binding”-N&herung beschrieben
werden, in der Elektronen jeweils nur zwi-
schen néchsten Nachbarn hin- und hersprin-
gen. Die Einheitszelle von Graphen beinhal-
tet 2 Atome, die aus Symmetriegriinden kom-
plett dquivalent sind. Diese Atome (rote und
blaue Punkte in der Abbildung) bilden auch
die ndchsten Nachbarn im Graphen-Gitter.

246 A

(6 + 6 + 6 = 18 Punkte)
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(a) Bestimmen Sie den Hamiltonoperator von Graphen in der “Tight-Binding”-Néhe-
rung. Finden Sie die Bloch-Funktionen, die periodisch im reziproken Bravais-Gitter
sind, und driicken sie den Hamiltonoperator in der Basis dieser Bloch-Funktionen
aus. Das Ergebnis lésst sich dann als 2 x 2-Matrix schreiben.

Losung:

In dieser Losung ist der Abstand zwischen zwei benachbarten Kohlenstoffatomen
a = 1. (Vorsicht: Dies ist hier nicht die Gitterkonstante).

“Tight-Binding”-Modell:

_ ~tr AT 7 AT
B tz |:aa’ﬁibU’Ri . atf JRi+dy b" R T aaR -‘razb" R; +h.c. <13>

wobei die Summe nur iiber die ndchsten Nachbarn lauft. Operatoren al o B und b'

i o,R;

erzeugen Elektronen auf den Untergittern A und B in der Emheltszelle mit der
Koordinate R;.

o o
o o o
a,
Basis
4
o ® o
o o

Die Bravais-Vektoren des Gitters sind gegeben durch

Fourier-Transformation:

SiN

—ikR; AT
a,éi \/_ Z <15>
b= =) e MRy 16
5= T 2 e (16)



gibt uns

1 . A . ) ~ . . ~
H = —t E v E :|:eZ(k_p)Ri&;pba,k + ez(k—p)Rie—zpaldebU,k + ez(k—P)Rie_’pazd;pbg,k + h.C.:|
j Kk

1 - )
:_tZ|:< O'k+€ ipai 5 T b k‘l’e ipag 2 T bak) Nzez(k—p)R, +hC:|

%
.

v~

Ok,p

= ¢ Z [1+ e 4 emka2]gl b,y +hec.

SN

wobel

A =1+ ™ 4 72 und by = (_ tOA;; _tOAk) . (18)

Die Blochfunktionen 1y (x) = e**uy sind durch folgende Eigenfunktionen des erst-
quantisierten Hamiltonoperators hy gegeben:

7 (03 )

(b) Ausgehend von der “Tight-Binding”-Ndherung, finden Sie die Bandstruktur von
Graphen. Zeigen Sie, dass die Bandliicke an besonderen Punkten der 1. Brillouin-
Zone verschwindet, und das Spektrum dort als linear genéhert werden kann.

Uk =

(19)

Lésung:

Die Eigenwerte zu obigen Eigenfunktionen sind:

P = +t\/AAL

|Ak|?> = 14 4cos(3k,/2) cos(V3k,/2) + 4 cos®(V/3k,/2)

= 3+ 4cos(3k,/2) cos(V3k,/2) + 2 cos(V3k,).
Die Energienullpunkte liegen an den BZ Ecken
Ex=0 = Ax= 0,

2 1 2 1
K—W<h—),K’ ”Of—d.
3 V3 3 V3

Die anderen Ecken sind auf Grund der Symmetrie dquivalent.
Die Entwicklung in der Ndhe der K-Ecke liefert:

k=K+q,

Ak ~ —Z§ lKI(

5 Qe + 1qy).



Der konstante Phasenfaktor —ie~*= ist nicht wichtig. Daher ergibt sich fiir der
Niederenergie-Hamiltonoperator in der Ndhe von K

_ 0 Gz + Gy _ 3t
H—v<qx—iqy 0 ), V=g

Der Hamiltonoperator in der Nihe von K’ folgt analog.

(c) Bestimmen Sie nun die Bandstruktur fiir den Fall, dass in Uberlappintegralen auch
die iibernéchsten Nachbarn beriicksichtigt werden.

Losung:
Wieder ist der Startpunkt das “Tight-Binding”-Modell:

H= -ty (a;iz}(,,j + h.c.) Y (aj,,iag,j + 0] b + h.c.) ,
(i.g).0 ((@g))o
Das Spektrum lésst sich dhnlich wie die Aufgabe 1b) herleiten:
Ex = +t/3+ fi — ' fi,
fi = 2cos (\/5@) + 4 cos (?k@) cos (gkﬂ”> ,

Die Entwicklung in der Ndhe der Ecken liefert (q = k — K):

9t'a® | 3ta®
Ey ~3t' +vp|q| — [ 4(1 + ?a sin(BHQ)} lal®, (20)
wobei
04 = arctan <q_z> . (21)
Qy
3. Bonusaufgabe: Graphen-Doppelschicht (5 Bonuspunkte)
Bestimmen Sie die Bandstruktur der Dop- Y Y Y
pelschicht von Graphen mit “Bernal- .. o b hed
Stapelung”. Die Geometrie dieser Stape- o .. N . & . N |
lung impliziert, dass in fithrender Ord- ¢ '@ 'e '@
nun L T 1 : . P @ B2 @ 1 @ |
g auc unnelmatrixelemente zwi @ | P
schen roten (Al) Atomen der ersten und o ® e & e D
blauen (B2) Atomen der zweiten Gra- ... 8 . 8 . .=
. tomen « ) ® o, %o &
phenschicht beriicksichtigt werden miissen P P P P
(s. Abbildung). - - ®
Lésung:

Der zweit quantisierte Hamiltonoperator fiir den Fall der Bernal-Stapelung ist:

H=—t Z <d;ii)a,j -+ ELLZ»I;O-J) — 2’}/1 Z éi}ii)mi —+ h.c.

<ij>,o



Somit ist der erstquantisierte Hamiltonoperator in Matrixform und in der N&he der
Brilliounzonenecken (dhnlich wie die Aufgabe 2)

0 v(qz + iqy) 0 0

b — U(qyc - Z'Qy) 0 2m 0
a 0 27 0 v(qe +iqy)

0 0 v(qe —iqy) 0

Es folgen die Eigenwerte:

e+ (% + /2l +7%) .

Es gibt zwei Bénder mit der Energieliicke

2] 12 2 U2|Q|2
E(m+y/la?+97 ) =L (20 + 2 )
1

und zwei Bander ohne Liicke:
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