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1. Van Hove-Singularitit

(44-7=11 Punkte)

Betrachten Sie das “Tight-Binding”-Modell auf dem quadratischen Gitter in zwei Di-
mensionen. Das Gitter besteht hier nur aus einem Atom pro Einheitszelle. Beriicksich-
tigen Sie ausschliellich das Hiipfen iiber benachbarte Gitterplitze.

(a) Driicken Sie die Zustandsdichte des Modells exakt (d.h. ohne jegliche Néherung)
durch das vollstédndige elliptische Integral erster Art aus.

Losung:

Das Energiespektrum ist gegeben durch

E(k) = —2t(cos k, + cos k).

Die Zustandsdichte ist allgemein definiert als

V() = ;5(6 _ E(k) = ﬁ /dkx/dkyé(e _ B(K)).

Wir fithren die folgende Variablensubstitution durch,

z1 =cosk,, = dz = —sink.dk,,

Mit der Relation
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erhalten wir dann,
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Offensichtlich verschwindet die Zustandsdichte aulerhalb des Bandes, d.h. fiir |¢| >
2t bzw. |€] > 1. Wir betrachten zunéchst den Fall € > 0 und € < 1, gemé8 Abb. 1b).
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Abbildung 1: Das Integrationsgebiet in Gl. (1) und die Gerade, welche die Nullstellen der
0-Funktion darstellt. Je nach Vorzeichen von € miissen die Grenzen fiir die verbleibende
z1-Integration gewahlt werden.

Fiir die exakte Zustandsdichte (1) erhalten wir dann,

1 r le
V<€> = 271'271275_[ \/1 — Z%\/l — (21 T 6)2 . (2>

Wir transformieren die Variablen geméafl z; = z; 4+ £/2. Den Nenner schreiben wir
dann als,

L=z = (E—=)") =[1-¢8/2)° - #][(1+/2)* — 7] (3)

sodass,
1-¢/2
dz,

1
" / VIO=2P==+ 27—

(4)

Das letzte Integral ist,
1 1

wobei a = (1 —£/2)/(1 + £/2) und K (k) ist das vollstandige elliptische Integral
erster Art. Das Resultat fiir € < 0 erhilt man durch € — —e. Mit der Identitat

B - 2 (155,

erhalten wir schlie3lich

v(e) = LK 1— e (7)
T SRy 1622 |-

Welche Punkte in der Brillouin-Zone koénnen die van Hove-Singularitdt verursa-
chen? Entwickeln Sie das Energiespektrum in der Region der Brillouin-Zone, die fiir
die Singularitédt verantwortlich ist. Berechnen Sie das asymptotische Verhalten der
Zustandsdichte. Skizzieren Sie die Zustandsdichte.
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Abbildung 2: Die exakte Zustandsdichte des Quadratgitters, Gl. (7).

Liésung: Der Singularitétspunkt sind k, = 0, k, = 7 bei denen E(0,7) = 0. Das
Energiespektrum nahe der Singularitdtspunkte ist gegeben durch

B(k) ~t(k2— k), k,=k,—m.
Die Zustandsdichte bis zu logarithmischer Genauigkeit ist damit,

| . . 1
v(e) ~ ——— / dk,dk,0 <e—tk§, +tk§) - L

/ dl;y — ! In
(2mh)?  4m2h%t foe 1+ j2 ATt €
y

Die notwendige Bedingung fiir das Auftreten der Singularitdtspunkte ist das Ver-
schwinden der Gruppengeschwindigkeit. D.h. es gilt

IE(K)
ok,

 0E(k)

kz=0 - aky

—0 = VkE(k)’ —0.
(0,m)

ky=m

Die exakte Zustandsdichte ist in Abb.2 dargestellt.
2. Van Hove-Singularitit in Graphen (24+2+6=10 Punkte)

(a) Aus.gehend von dem “Tight-Binding”-Modell in der nichsten-Nachbarn-Naherung
(s. Ubungsblatt 3), leiten Sie den allgemeinen Ausdruck fiir die Zustandsdichte in
Graphen her.

Lésung: Die Zustandsdichte in Graphen ist allgemein gegeben durch (hierbei setzen
wir die Gitterkonstante a = 1),

3 3 3t
E.(k) = j:t\/3 + 4 cos gky Cos 51{:93 +2cosV3k,, v= o
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Abbildung 3: Die Zustandsdichte in Graphen.

1 2
e = G /BZd k(e — B(k))

* Das Integral kann man auch exakt berechnen:

4’€| 1 Zl
— K |2
V(E) 7T2h2t2 VZO ( ZQ) ’
oo JA+ld/t)? = (/2 =1)%/4, el <t
0~ 4le|/t, t<le| <3t’

. el /1, e <t
DT L el/t)? = (/12— 1)2/4, t<e| <3t
Bestimmen Sie die Zustandsdichte in Graphen in der Nidhe der K-Punkte in der
Brillouin-Zone (wobei die Bandliicke verschwindet).

Wir ndhern die Dispersionsrelation nahe der Dirac-Punkte, wo E ) ~ :|:th|/; | gilt.
Fiir positive Energien ergibt sich daraus,

v(e) :4/%5(6—15(1()) :4/ AR St k).

Hier folgt der Koeffizient 4 der Spin- und Valley-Entartung. Fiir kleine Energien
le] < t erhalten wir,
2)e|

Tv2h?’

v(e) = (8)

Finden Sie die Punkte in der Brillouin-Zone, die fiir die van Hove-Singularitit in
Graphen verantwortlich sind. Bestimmen Sie die van Hove-Singularitat. Skizzieren
Sie die Zustandsdichte in Graphen allgemein.

Wir untersuchen die van Hove-Singularitét in Graphen. Wir suchen nach den Punk-
ten in denen die Gruppengeschwindigkeit verschwindet:

_0. _ ., Vief(k)
V() =05 E(k) = £t/FK), ViB(k) = Ft ol




Ok, f(k) = —6 cos ?ky sin%kw =0,

Ok, f(k) = —2v/3 cos ;kw sin ?ky — 2v/3sinv/3k, = 0.
Der Singularitétspunkt sind demnach k) = & /3, k:l(,o) = 7/v/3, E = t. Damit ergibt
sich,

3 3
B(k) ~ +t (1 + 5 (0ky)? + 5 V/3(0k, ) (9K) + ) L hagyy = k) + kg

Wir fiithren folgende Variablensubstitution durch,

\/7551%, T = 0k,.

Damit erhalten wir

E(k) ~ +t (1 + g {yQ — %ﬁD :

Jetzt verfahren wir wie in Aufgabe 1b und erhalten,

t

V(€—>t>Nh'l |€|——t

3. Dirac-Teilchen in Graphen (247=9 Punkte)

Betrachten Sie ein “ultrarelativistisches” 2D-Gas bestehend aus Spin—% Fermionen mit
der Einteilchen-Energie ey (p) = fvph|p|. Dieses Modell beschreibt Elektronen und
Locher in Graphen in der Néhe der “Dirac-Punkte”.

(a) Finden Sie die Fermi-Energie Er und die Grundzustandsenergie als Funktion der
Elektronendichte n = N/V.

Losung: Wir berechnen die Teilchenzahl und die Energie relativ zur halben Fiillung
(Vorlesung: vollsténdig gefiilltes Band trégt nicht zum Transport sowie zur thermo-
dynamischen Grossen). Fiir die Teilchenzahl erhalten wir mit dem Koeffizient 4 der
Spin- und Valley-Entartung:

&k 8xV [P

N = 4V/ - e (9)
K|<kp N h2v? Jo

Somit ist die Teilchendichte

N 8T
VA (10)

/[ n

Die Grundzustandsenergie errechnet sich iiber

Er
E = 87TV/ dee? = STV pa (12)
0

© h2¢2 - 3h2p2

3 3/2
_ 8V L fn, N TV (13)
3h2v2 s 6/ 27

n =

und dadurch die Fermi-Energie




(b) Bestimmen Sie das chemische Potential  und die spezifische Wérme ¢y der Dirac-

Teilchen fiir 7' < Ep und T > Er (bei fester Elektronendichte n).

Fir T < Ef konnen wir die Anregung von Lochern vernachléssigen. Es gilt fiir die
Elektronendichte und innere Energie,

400 0 +o0
n= /_ dev(e) f(e) — /_ dev(e) = /0 dev(e)f(e), (14)
gefiilltes Band e_(p) e

+00 0 “+o0o
U= / dev(e) e f(e) — / deev(e) =~ deev(e)f(e).  (15)
—00 —0o0 T<Ep 0
gefiilltes Band e_(p)

Mit v(g) = 2|e|/(mv?) aus Aufgabe 2b liefert partielle Integration:

2 +oo ,U’Q —|—4T2$2
= —— dr ——, 16
{— /_oo v 4 cosh? x (16)
4 +oo 3 12T2 2
__ 4 / dp P (17)
3rvih? J_ 4 cosh” x

Hier haben wir die dimensionslose Energie z = (¢ — p1) /2T eingefiihrt. Damit erhal-
ten wir schliefSlich

2 9 w212
_ 18
n= s (1 5 ) (18)
4p 2 22
~ 3r02h? (0* +7°T7) . (19)
Damit folgt:
&m ErT
oY e (20)
w2T?
~Fp|ll——] .
we b (1- 55 (21)
Fir T > Ep:
o) 0
n = / dev(e) f(e) — / dev(e)
—00 —00
gefiilltes Band e_ (p)
> 2 © 2
S A CE = EC)
Elektrone::in e+(p) fehlende Elekt:;nen in e_(p)
2 ee 1 1
= e /0 de e {14—65(8—“) B 1+eﬂ<s+u>] ’ (22)
/0 de ¢ {1 + eBle—n) ] + eﬁ(sﬂt)] \z/ _2'u/0 de 6@1 + ePe
Bu<kl
— 23 / e c
B s 0 4 cosh?(Be/2)
2
= L), (23)

B



Uu = /oo dev(e)ef(e) — /0 dev(e) e (24)

—00 —00
—————
gefiilltes Band e_(p)

- /OOO dev(e)ef(e) —/ dev(e) e [1 — f(e)] (25)

Elektrone:: in e+(p) fehlende Elek‘;r:)nen in e_(p)
2 > 9 1 1
- Th2? /0 de e {1 + efle—n) + 1 4 eBletn) (26)
~~  7mh*v? J, 8 1+ ebBe
Bu<kl
6¢(3)
- T33h2v2 ¢(3) = 1.202, (27)

wobei ((z) = > n~" die Riemann’sche Zeta-Funktion ist .
Wir erhalten fiir T > Er

41n(2)
= T 28
—agr M1 (28)
6¢(3)T°
= 29
wh?v? (29)
Damit erhalten wir fiir das chemische Potential und die spezifische Wérme:
wh*v?n
= . 30
P im@)T (30)
ou 18¢(3)1%
= | =D\ 31
V= oar v Th?v? (31)
Zeigen Sie, dass bei fester Teilchenzahl N fiir einen adiabatischen Prozess die Be-
ziehung VT = const gilt. Bestimmen Sie a. (5 Bonuspunkte)
Lésung:
In dieser Aufgabe schreiben wir die Boltzmann-Konstante kg explizit.
Ausgehend von der Fermi-Funktion
1
1) = 1w
berechnen wir die Entropie,
S=— A4 k> > {fEw)hlfen)]+ 1 - flEa)] [l — flea)]}
Spin und Valley A=%£1 g
d2 B(Avp—p) Inf1 —B(Avp—p)
=4kgV PE re ] + a[l +e ]
1 + eB(Avp—p) 1 + e=BOwp—p)

_ 2kgV d Z ln 1+ B N In[1 + e=ARe=m)]
© wh2v? 1 4+ eBre—p) 1+ e=Be—p)

_ QkBV(kBT) / den {ln[l +ePute] Infl + ePrT]
0

mh2v? 1+ e Bute 1+ efu—z
In[l 4 e #u=7]  In[1 + ePnte] 2 , p
= V(kgT L
+ 14 e Pu—= + 1 + eButz Th2v2 ( B ) gs ienT

(32)
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(33)
Die Teilchenzahl ldsst sich ebenfalls tiber f(e) bestimmen (s. Aufgabe 3b):

N=>"> flean) (34)

A=+£1 f
2V o 1 1
2V (kgT)? [*° 1 1
- —_— d .
Th2v2 /0 T ST gy (36)
- 2(kpT)? p
=V w2z IV kgT ) (37)
Hierbei ist o ! 1
gN(y) - /0 dex {1 + er~Y N 1+ e:ery} ’ (38)
Somit ergibt sich
gs (L)
kSN — kp — (kﬂT> . (39)
N (jtr)

Bei fester Teilchenzahl N ist u/(kgT) = const, da ein adiabatischer Prozess be-
trachtet wird (S = const). Somit

N 2k% < i

vz~ a2V \ kT

):const = VT?=const = a=2. (40)



