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1. Pauli-Paramagnetismus (542=7 Punkte)

(a) Driicken Sie die temperaturabhéingige Korrektur zur paramagnetischen Suszeptibi-
litdt X pawi von Leitungselektronen im Limes kleiner Temperatur (T < €r) durch
die Zustandsdichte und die Ableitungen der Zustandsdichte an € = ey aus.

Lo6sung:
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Daher kénnen wir in Gl. (6) zur Ordnung O[(T/er)?] das chemische Potential x4
durch e ersetzen. Damit erhalten wir
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(b) Bestimmen Sie die Pauli-Suszeptibilitit fiir das parabolische Elektronenspektrum
bis zur Ordnung O[(kgT/er)?].
Losung:
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Damit folgt
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2. De-Haas-van-Alphen-Effekt (8 Punkte)

Berechnen Sie die De-Haas-van-Alphen-Oszillationen bei nichtverschwindenden Tempe-
raturen im Bereich von kleinen Magnetfeldern fiir das parabolische Elektronenspektrum.

Hinweis: Verwenden Sie die Poisson’sche Summenformel.
Losung: Wir nehmen ein magnetisches Feld B in z-Richtung an. Die Landau-Niveaus

sind:
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Hierbei ist die Zyklotronfrequenz gegeben durch,
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Die magnetische Linge [ is definiert durch (% = hic/(|e|B). Die Entartung der Landau-

Niveaus ist
L.L,
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Der allgemeine Ausdruck fiir das grofSlkanonische Potential ist
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wobei (V = L,L,L,) die Funktion F' gegeben ist durch
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Wir verwenden nun die Poisson’sche Summenformel
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Mit 0 < a < 1 erhalten wir durch Integration von Gl. (17) {iber eine Testfunktion g(t),
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Daraus folgt,
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Schliefflich ergibt sich fiir das groSkanonische Potential

Q:—/+ooth —22/ dt cos(2mkt)F(t) . (20)
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Wir betrachten zunéchst den ersten Term in Gl. (20),
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Fiir 4 > w,. kann die untere Integralgrenze nach —oo ausgedehnt werden. In diesem
Grenzfall ist das Integral unabhéngig vom magnetischen Feld.

Wir betrachten nun den oszillierenden, magnetfeld-abhéngigen Anteil des grofikanoni-
schen Potentials, Gl. (20),
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Hierbei haben wir die Integrationsvariable ¢ um die Grundzustandsenergue 1/2 verscho-
ben. Wir wihlen nun a = 1/2,
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Wir substituieren die ¢t-Integration durch die Integration iiber die Energie ¢ geméas,

£ =wt+p2/2m, (24)
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Hier haben wir die untere Integrationsgrenze der Energieintegration p?/2m, nach 0
geschickt. Dies ist erlaubt, da relevante Energien von der Groflenordnung g sind, und
wie wir im Folgenden sehen werden die dominanten Beitrdge zum Integral von p, = 0
kommen.

Um das p,-Integral zu bestimmen verwenden wir die Methode der stationédren Phase.
Der cos in Gl. (26) ist eine schnell oszillierende Funktion in p,. Der Hauptbeitrag kommt
also von den Punkten ¢(°®), an denen dt(e, p,)/dp. = 0 gilt. Daraus folgt
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Gleichung (26) ergibt in dieser Ndherung
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Partielle Integration liefert,
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Der erste Term zeigt keine Oszillationen, daher betrachten wir nur den zweiten Term.
Fiir g > T konnen wir die untere Integrationsgrenze nach —oo schicken. Dann verwen-

den wir das Integral
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Damit erhalten wir mit o = 27kT /wy,

oo 2nk(p+TE) =« 1 1 Feo elod , .
d€ si P L A —— d +i2nkp/we—in /4
[ g (BT L (] e ) e

+o00 e—ia§ . ) T COS <w_ vy
. / df 6—127rk,u,/wc+17r/4 _ c
o 1+ ef sinh(7a)

Damit ergibt sich der oszillierende Anteil des grofSlkanonischen Potentials zu
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Die Magnetisierung ist
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Hierbei miissen wir fiir den oszillierenden Anteil nur die schnell veranderlichen Funk-
tionen ableiten. Damit folgt:
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. Landau-Niveaus in Graphen (847=15 Punkte)

Betrachten Sie Elektronen in Graphen in der Nidhe von Dirac-Punkten.



(a) Bestimmen Sie die Landau-Niveaus &,.
Losung:
Wir betrachten Graphen in einem homogenen magnetischen Feld B in positive z-
Richtung. Der Hamilton-Operator fiir den Dirac Punkt K ist

H =upd - (F—eA). (37)
Das Vektorpotential in Landau-Eichung ist,
A=—yBi. (38)

Wir fithren im Folgenden die magnetische Linge [g, gemiB [% = 1/|e| B ein. Damit
kéonnen wir den Hamiltonoperator schreiben als,
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Wir betrachten die Kommutator-Relationen der Operatoren
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und erhalten,
2
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Wir sehen also, dass die neuen Operatoren
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aT:ZiHT’ (44)
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die Vertauschungsrelationen der Erzeugungs und Vernichtungsoperatoren des har-
monischen Oszillators erfiillen. Die Eigenzustiande des Hamiltonoperators (37), ge-

schrieben als Y
200 (0 a 0 a
L (09 (8 )

konnen demnach mit Hilfe der Eigenzustédnde des harmonischen Oscillators |¢,,)
beschrieben werden. Hier haben wir auflerdem die Zyklotronfrequenz in Graphen
we = V2vp/lp eingefiihrt.

Die Eigenzustédnde

=5 (Siedd ) ““

Exn =wev/n , A==+1,n€Ny. (47)

haben Energien

Zusatzlich finden wir einen Zustand

o) = (1 ) ()



mit Energie €,,_9 = 0.
Der Impuls p, kommutiert mit dem Hamiltonoperator. Somit ergibt sich die {ibliche
Entartung der Landau-Niveaus beziiglich des Impulses in x-Richtung,

N (49)

27l%

Der Dirac-Punkt K’ ist mit K durch die Zeitumkehrtransformation verkniipft. Da-
her sehen wir sofort, dass fiir K':

0 af
Hy = w, (a O) , (50)
und somit
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Die Eigenenergien sind identisch.
Die Energien konnen auch aus der semiklassischen Quantisierungbedingung

56 = T ) (53)

gewonnen werden. Hierbei ist S = me?/v%, die im k-Raum eingeschlossene, bei
konstanter Energie €. Daraus erhalten wir

e =vpV2eByn+ 7. (54)

Fiir konventionelle Systeme mit parabolischem Spektrum gilt v = 1/2. In Graphen
haben wir v = 0, was offensichtlich ungewo6hnlich ist.

Finden Sie die Landau-Suszeptibilitit des Elektrongases in Graphen bei T' = 0.
Lo6sung:

Fiir dieses Problem ist es von Vorteil, Landau-Niveaus in der Gegenwart einer Masse

m zu verwenden. Am Ende der Rechnung kénnen wir die Masse m gegen Null gehen
lassen.

Die Eigenenergien fiir Graphen mit Masse m bestimmt man aus dem Hamiltonope-
rator,
]
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bzw.

Hyr = ( " “C“) . (56)

wea —m

Sie ergeben sich zu
En=A/wn+m?, n=12... (57)

Fiir n # 0 ist A = £1, wéhrend fiir n = 0, A = +1 fiir K und A\ = —1 fiir K.



Wir berechnen das groflkanonische Potential fiir Graphen,

“+o0o
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Hierbei ist A/ die Entartung der Landau-Niveaus. Der Faktor 2 beriicksichtigt die
Spin-Entartung. Der Index s bezeichnet K und K’. Wir schreiben s = +1 fiir K
und s = —1 fiir K’. Das Interval [ ist schlielich I? = {41, —1} fiir n # 0 und
I = {41} fiir n = 0. Mit diesen Definitionen kénnen wir die Energie schreiben als

E, = s\\/w?n +m?. (59)

Da wir {iber die Dirac Punkte summieren kénnen wir das groflkanonische Potential
auch schreiben als,
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Wir wollen die Euler-MacLaurin Summenformel fiir das grofkanonische Potential

in der Form .
Q=—4TNY > g.F(exn) (62)

n=0 A

verwenden. Diese ist (k € Np),
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Wir summieren nun N Einheitsintervalle {i,i+1} (i = 0,.., N — 1) auf und erhalten
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Angewendet auf Gl. (62) ergibt dies:
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folgt
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Der Term F(eyp) ist unabhéngig vom Magnetfeld und muss daher icht weiter be-
trachtet werden. Ebenso verschwindet der Term F(ey ). Der Term F(e_ y) diver-
giert fiir N — +o0o und rithrt vom gefiillten Dirac-See her. Wir betrachten ihn
vorerst nicht, s. a. Diskussion unten.
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Wir untersuchen das Ergebnis zunéchst fiir 7" — 0. In diesem Grenzfall erhalten
wir

Q = 2B,Nw? W — 2BoNw? 6 (p) - (70)

Fiir die Magnetisierung erhalten wir damit (Bs = 1/6)
1dQ  2v3e’B

VdB  3mh2c?

o) - (71)

202,¢
-2 ) (72

Das Ergebnis fiir endliche Temperaturen und verschwindende Masse erhéllt man
dadurch, dass man Gl. (69) fiir kleine Masse m entwickelt. Dies fithrt auf

X:

_ L*B%¢*v% sech®(u/27T)
 3r 4T '
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Weitere Informationen zur diamagnetischen Suszeptibilitdt finden sich in:
J. W. McClure, Phys. Rev. 104, 666 (1956);
M. Koshino and T. Ando, Phys. Rev. B 75, 235333 (2007).

Zuletzt sei bemerkt, dass unser Ergebnis nicht ganz die Realitédt in Graphen wi-
derspiegelt. Im vollstindigen Gittermodell erhéllt man neben dem Dirac-Peak bei

= 0 auch einen paramagnetischen Beitrag des Gitters. Dieser sorgt auch dafiir,
dass die Summenformel

X = (74)

/ dyox(u) = 0. (75)

erfiillt ist.
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Abbildung 1: Der Absolutbetrag der dimensionslosen Susceptibilitéit in Graphen fiir end-
liche Temperaturen gemaf Gl. (74) (blaue Linie) und der 6-Peak bei pp = 0 fiir T = 0,
Gl. (72) (gestrichelte Linie).

Bonusaufgabe: Weyl-Halbmetall im Magnetfeld (10 Bonuspunkte)

Betrachten Sie ein Weyl-Halbmetall in 3 Dimensionen. Der Hamilton-Operator lautet:
H = v(0ups + oypy + 0-p2),

wobei 0, , . die Pauli-Matrizen sind.

Bestimmen Sie die Landau-Niveaus und die Zustandsdichte des Weyl-Halbmetalls im
Magnetfeld.

Lo6sung:
' Y& Dz — ip + y/lzB) (pz WcaT)
H = . Y = . 76
(px +ipy +y/l; —P- W =P (76)
Die Eigenenergien sind dhnlich zu Graphen mit Masse und kénnen etwa aus
H>U = E*U (77)

bestimmt werden. Dies liefert

Ean = {*pz ’ =0 (78)

AMwin+p2, n>0
Wir bestimmen die Zustandsdichte:

N [ dp. dp.
v(e) = 5 21;5(5—]9 p225 — eup.) (79)

n=1 A==+1
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Die Nullstellen der é-Funktion liegen bei

Ip.| = €2 —win,

A = sign(e) ,
denp, D et —win
dp: w?n + p? le]

Weiter sind Nullstellen nur moéglich, wenn n < {%J Damit folgt
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