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1. Harmonische Kette (7+5+3+3+2=20 Punkte)

2N identische Massen m können sich auf der x-Achse reibungsfrei bewegen und sind
abwechselnd mit unterschiedlichen Federn mit Federkonstanten K > G verbunden:

K G K G K G K G

u sn n

x= (n−1)a x= na x= (n+1)aa

d

Mit den Auslenkungen un und sn aus den jeweiligen Ruhelagen bei x = na und
x = (na+ d) (s. Abbildung) lautet die elastische Energie:

U =
K

2

∑
n

(un − sn)2 +
G

2

∑
n

(un+1 − sn)2.

(a) Schreiben Sie die klassischen Bewegungsgleichungen für un und sn mit periodischen
Randbedingungen un+N(t) = un(t), sn+N(t) = sn(t). Bestimmen Sie die Frequenzen
ω±(k) der akustischen (−) und optischen (+) Eigenmoden der Kette. Wie verhalten
sich ω±(k) für kleine |k| � π/a ? Skizzieren Sie ω±(k) für alle erlaubten k .

Lösung: Die Lagrange-Funktion der Kette ist

L = T − U . (1)

Hierbei ist die kinetische Energie

T =
1

2
m
∑
n

[ (u̇n)2 + (ṡn)2 ] . (2)

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich dann aus den Euler-Lagrange-Gleichungen,

d

dt

∂L
∂u̇n

=
∂L
∂un

,
d

dt

∂L
∂ṡn

=
∂L
∂sn

,

zu
mün = −K(un − sn)−G(un − sn−1) ,
ms̈n = −K(sn − un)−G(sn − un+1) .

Wir machen den Ansatz

un(t) = u ei(kx−ωt)

sn(t) = s ei(kx−ωt)
, x = n a

Aus den periodischen Randbedingungen ergibt sich

un+N = un ⇒ eikNa = 1 ⇒ k =
2π

a

m

N
, m = 0,±1,±2, . . .



Wir fordern die Eindeutigkeit der Lösung. D.h. der Phasenfaktor eikna ist für zwei
k , die sich um G = 2π

a
l unterscheiden, gleich:

eikna = ei(k+G)na , G =
2π

a
l , l = 0,±1,±2, . . .

Daher muß k eingeschränkt werden auf

k =
2π

a

m

N
, m = 0, 1, 2, . . . , (N − 1) .

Alternativ können wir auch schreiben:

m = (−N/2 + 1), (−N/2 + 2), . . . ,−1, 0, 1, . . . , (N/2) ⇔ −π
a
< k ≤ π

a

Einsetzen des Ansatz in die Bewegungsgleichungen ergibt

[mω2 − (K +G) ]u+ [K +Ge−ika ]s = 0
[K +Geika ]u+ [mω2 − (K +G) ]s = 0

Dies können wir auch als Matrix Gleichung schreiben(
mω2 − (K +G) K +Ge−ika

K +Geika mω2 − (K +G)

)(
u
s

)
= 0 . (3)

Nichttriviale Lösung erhalten wir nur, wenn die Determinante der Matrix verschwin-
den, d.h.

[mω2 − (K +G) ]2 − (K +Ge−ika)(K +Geika) = 0

⇒ mω2 = (K +G)±
√
K2 +G2 + 2KG cos(ka) .

Die Dispersion ist in Abb. 1 dargestellt. Für kleine Impulse gilt:

k � π/a : cos(ka) ' 1− 1

2
(ka)2

Damit folgt für die Dispersionsrelationen:

⇒ mω2 = (K +G)±
√

(K +G)2 −KG (ka)2

= (K +G)

[
1±

(
1− KG

2(K +G)2
(ka)2

)]

⇒ ω+ =

√
2

m
(K +G) , ω− =

√
KG

2m(K +G)
ka ≡ ca k

(b) Die in Aufgabe 1(a) berechneten Gitterschwingungen können quantisiert werden.
Geben Sie den Hamilton-Operator für jede Mode λ ≡ (k,±) an. Berechnen Sie die
kanonische Zustandssumme.

Lösung: Die Moden der Kette seien mit λ bezeichnet, also λ ≡ (k,±), (±) steht
für optisch/akustisch, mit den entsprechenden Eigenfrequenzen ωλ . Jeder Mode λ
wird nun ein harmonischer Oszillator zugeordnet,

λ : Hλ = ~ωλ(a†λaλ + 1/2) , Hλ|nλ〉 = ~ωλ(nλ + 1/2)|nλ〉 , nλ = 0, 1, 2, 3, . . .

Dann lautet die kanonische Zustandssumme der unterscheidbaren Oszillatoren:

Z =
∑
α

e−βEα =
∏
λ

(
∞∑

nλ=0

e−β~ωλ(nλ+1/2)

)
=
∏
λ

(
e−β~ωλ

1
2

1− e−β~ωλ

)
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Abbildung 1: Die Dispersion von optischer (+) und akustischer (−) Mode für unterschiedliche
Federn G = 0.5K (unten) und identische Federn G = K (oben). Für K = G verschwindet die
optische Mode bzw. geht in die zurückgefaltete akustische über.

(c) Betrachten Sie den Limes hoher Temperaturen und zeigen Sie, dass Sie die klassi-
schen Resultate für die innere Energie (Gleichverteilungssatz) und die spezifische
Wärme cV (Dulong-Petit) finden.

Lösung: Die innere Energie folgt aus der Zustandssumme gemäß

U = − 1

Z

∂Z

∂β
= − ∂

∂β
ln(Z) = − ∂

∂β

∑
λ

[
−β~ωλ

2
− ln

(
1− e−β~ωλ

) ]
=

∑
λ

~ωλ
[ 1

2
+ g(~ωλ)

]
.

Hierbei ist

g(x) =
1

eβx − 1
, (4)

die Bose-Verteilung. Im Hochtemperaturlimes kBT � ~ωλ, entwickeln wir die Ex-
ponentialfunktion

eβ~ωλ ≈ 1 + β~ωλ ,

und erhalten

U =
∑
λ

~ωλ
(

1

2
+
kBT

~ωλ

)
=
∑
λ

kBT
(

1 +
1

2

~ωλ
kBT

)
= 2NkBT

(
1 +O

( ~ωλ
kBT︸︷︷︸
�1

))
.

In führender Ordnung ist dies genau der Gleichverteilungssatz, der besagt, dass
jeder Freiheitsgrad, der quadratisch in der Lagrange-Funktion auftritt mit kBT/2
zur inneren Energie beiträgt (2N Atome oder Moden, die jeweils in der kinetischen
und potentiellen Energie quadratisch auftreten).



Die spezifische Wärme erhält man durch Ableiten nach T und wir finden cV =
2NkB. Im allgemeinen lautet das Dulong-Petit’sche Gesetz

cV = dNrkB

mit der Raumdimension d, der Anzahl der Einheitszellen N und der Anzahl der
Atome pro Einheitszelle r.

(d) Nehmen Sie an, dass für tiefe Temperaturen nur noch akustische Phononen zum
physikalischen Verhalten beitragen und nähern Sie ω−(k) = cak. Bestimmen Sie die
innere Energie und cV in diesem Limes.

Lösung: Wir machen die Annahme, ωλ = ωakustisch = cak.

Die Grundzustandsenergie ist U0 =
∑

λ
~ωλ

2
. Es gilt dann also

U − U0 =
∑
k

~ck
eβ~ck − 1

=
V

2π

∫ π
a

−π
a

dk
~ck

eβ~ck − 1

=
2Na

2π

(kBT )2

~c

∫ π~c
akBT

0

dx
x

ex − 1

kBT�~cπ
a→ 2Na

2π

(kBT )2

~c

∫ ∞
0

dx
x

ex − 1

=
Naπ

6

(kBT )2

~c
Die spezifische Wärme ergibt sich dann zu

cV =
∂U

∂T
=
Naπk2

B

3~c
T .

Man kann leicht zeigen (in einer analogen Rechnung), dass im Allgeimenen gilt

cV ∝ T d ,

was dann für d = 3 das bekannte T 3–Gesetz ergibt.

(e) Verwenden Sie nun die noch stärkere Näherung ωλ = ω0 = const für alle λ (Einstein-
Modell). Berechnen Sie wiederum cV .

Lösung: Man erhält mit den Annahmen vom Übungsblatt die innere Energie

U = U0 + 2N
~ω0

eβ~ω0 − 1

und daraus sofort die spezifische Wärme

cV =
∂U

∂T
= 2NkB

(~ω0)2

(kBT )2

eβ~ω0[
eβ~ω0 − 1

]2 = 2NkB

(
ΘE

T

)2
eΘE/T[

eΘE/T − 1
]2

mit der charakteristischen Einstein-Temperatur

kBΘE = ~ω0 .



Abbildung 2: Das Kristallgitter von Graphen.

2. Phononen in Graphen (10 Punkte)

Betrachten Sie das Gitter von Graphen. Nehmen Sie an, dass die Kohlenstoff-Atome
sich nur innerhalb der zwei-dimensionalen Ebene bewegen können. Benutzen Sie die har-
monische Näherung (mit Kraftkonstanten zwischen nächsten Nachbarn) und berechnen
Sie das Spektrum der Phononen.

Lösung: Im Folgenden sei die Gitterkonstante a = 1. Die Position jedes Ions läßt
sich durch die mittlere Ionenposition R(0) und eine Abweichung u (Verschiebungsfeld)
ausdrücken. Es gibt zwei Ionen (A und B) pro Elementarzelle. Wir wählen als unsere
Elementarzelle das horizontalen Verbindungselement “A–B” (s. Abb. 2). Dann bezeich-
nen wir die Ruhepositionen als

R
(0)
A = ma1 + na2,

und
R

(0)
B = ma1 + na2 − δ3,

wobei die Gittervektoren gegeben sind durch

a1 = δ1 − δ3 =

√
3

2

(√
3, 1
)
, a2 = δ2 − δ3 =

√
3

2

(√
3,−1

)
.

Die Vektoren δj zeigen auf den nächsten Nachbarn (s. Abb. 2) und sind gegeben durch,

δ1 =
1

2

(
1,
√

3
)
, δ2 =

1

2

(
1,−
√

3
)
, δ3 = (−1, 0) .

Jetzt können wir die Positionen des Ions A und B aufschreiben:

R(A)
m,n = ma1 + na2 + u(A)

m,n , R(B)
m,n = ma1 + na2 − δ3 + u(B)

m,n .

Wir betrachten nur die Kopplung zwischen nächsten Nachbarn mit Kraftskonstante K.
Jedes Ion A hat drei B Nachbarn und die elastische Energie ist demnach

U (A)
m,n =

K

2

[(∣∣∣R(A)
m,n −R(B)

m,n

∣∣∣− 1
)2

+
(∣∣∣R(A)

m,n −R
(B)
m,n−1

∣∣∣− 1
)2

+
(∣∣∣R(A)

m,n −R
(B)
m−1,n

∣∣∣− 1
)2
]
.

Die gesamte elastische Energie ist

U =
∑
m,n

U (A)
m,n .



Hierbei sind bereits alle Verbindungselemente berücksichtigt.

Wir benutzen nun die Harmonische Näherung, d.h. die Entwicklung von U in 2. Ordnung
in u:

U (A)
m,n =

K

2

{[(
u(A)
m,n

)
x
−
(
u(B)
m,n

)
x

]2

+
1

4

[(
u(A)
m,n

)
x
−
(
u

(B)
m,n−1

)
x
−
√

3
(
u(A)
m,n

)
y

+
√

3
(
u

(B)
m,n−1

)
y

]2

+
1

4

[(
u(A)
m,n

)
x
−
(
u

(B)
m−1,n

)
x

+
√

3
(
u(A)
m,n

)
y
−
√

3
(
u

(B)
m−1,n

)
y

]2
}
.

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich, wie in Aufgabe 1, aus den Euler-Lagrange-
Gleichungen, welche die folgende Form annehmen:

M
d2

dt2
(
u(A,B)
m,n

)
x,y

= − ∂U

∂
(
u

(A,B)
m,n

)
x,y

.

Explizit ergeben sich daraus die Gleichungen

−M
K

d2

dt2
(
u(A)
m,n

)
x

=
3

2

(
u(A)
m,n

)
x
−
[(
u(B)
m,n

)
x

+
1

4

(
u

(B)
m,n−1

)
x

+
1

4

(
u

(B)
m−1,n

)
x

]

+

√
3

4

[(
u

(B)
m,n−1

)
y
−
(
u

(B)
m−1,n

)
y

]
,

−M
K

d2

dt2
(
u(A)
m,n

)
y

=
3

2

(
u(A)
m,n

)
y
− 3

4

[(
u

(B)
m,n−1

)
y

+
(
u

(B)
m−1,n

)
y

]

+

√
3

4

[(
u

(B)
m,n−1

)
x
−
(
u

(B)
m−1,n

)
x

]
,

−M
K

d2

dt2
(
u(B)
m,n

)
x

=
3

2

(
u(B)
m,n

)
x
−
[(
u(A)
m,n

)
x

+
1

4

(
u

(A)
m,n+1

)
x

+
1

4

(
u

(A)
m+1,n

)
x

]

+

√
3

4

[(
u

(A)
m,n+1

)
y
−
(
u

(A)
m+1,n

)
y

]
,

−M
K

d2

dt2
(
u(B)
m,n

)
y

=
3

2

(
u(B)
m,n

)
y
− 3

4

[(
u

(A)
m,n+1

)
y

+
(
u

(A)
m+1,n

)
y

]

+

√
3

4

[(
u

(A)
m,n+1

)
x
−
(
u

(A)
m+1,n

)
x

]
.

Weiter verwenden wir jetzt die Fourier-Transformation(
u(A,B)
m,n

)
x,y

= A(A,B)
x,y eiωte−iR

(0)
A q,



wobei R
(0)
A die Koordinate der Elementarzelle ist. Dann schreiben wir die Bewegungs-

gleichungen in Matrix-Form auf,

M

K
ω2A =

1

4
D̂A,

wobei
AT =

(
A(A)
x , A(A)

y , A(B)
x , A(B)

y

)
,

und

D̂ =


6 0 − [4 + eia2q + eia2q]

√
3 [eia2q − eia2q]

0 6
√

3 [eia2q − eia2q] −3 [eia2q + eia2q]

− [4 + e−ia2q + e−ia2q]
√

3 [e−ia2q − e−ia2q] 6 0√
3 [e−ia2q − e−ia2q] −3 [e−ia2q + e−ia2q] 0 6

 .

Die Eigenwerte von D̂

E01 = 12, E02 = 0, E± = 6± 2

√
3 + 4 cos

3qx
2

cos

√
3qy
2

+ 2 cos
√

3qy ,

liefern uns die Dispersionsrelation gemäß

4M

K
ω2
± = E± . (5)

Die Entwicklung für kleine q (hier q = |q|) ergibt

E− ≈
3

2
q2, E+ ≈ 12− 3

2
q2.

Deswegen finden wir zwei akustische Phononen

ω02 = 0, ω− ≈
√

3K

8M
q,

und zwei optische Phononen

ω01 ≈
√

3K

M
, ω+ ≈

√
3K

M

(
1− q2

16

)
.

Die zwei Phononen ω01 und ω02 haben keine Dispersion. Das ist ein Artefakt unserer
Näherung. Um die Phononen in Graphen besser zu beschreiben, muss man weitere (d.h.
etwa übernächste Nachbar) Wechselwirkung betrachten.


