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1. Harmonische Kette (7T+5+3+342=20 Punkte)

2N identische Massen m konnen sich auf der z-Achse reibungsfrei bewegen und sind
abwechselnd mit unterschiedlichen Federn mit Federkonstanten K > G verbunden:

x=(n—1)a X=na a x= (n+1)a
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Mit den Auslenkungen wu, und s, aus den jeweiligen Ruhelagen bei x = na und

x = (na+ d) (s. Abbildung) lautet die elastische Energie:
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(a) Schreiben Sie die klassischen Bewegungsgleichungen fiir u,, und s,, mit periodischen
Randbedingungen v (t) = u,(t), Spiyn(t) = sp(t). Bestimmen Sie die Frequenzen
w4 (k) der akustischen (—) und optischen (+) Eigenmoden der Kette. Wie verhalten
sich w4 (k) fiir kleine |k| < m/a? Skizzieren Sie wy (k) fiir alle erlaubten & .

Losung: Die Lagrange-Funktion der Kette ist
L=T-U. (1)

Hierbei ist die kinetische Energie
1 . )
T = §mz [(11,)* + (80)%] - (2)

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich dann aus den Euler-Lagrange-Gleichungen,

aoc_oc o _oc
dt o,  Ou, = dtds, Os,’

Al
mi, = —K(u,—$,) —G(uy — sp_1),
ms, = _K(Sn - un) - G(Sn - un—i—l) .
Wir machen den Ansatz
Un(t) = u ei(kmfwt)

salt) = seitkeman o T=NA

Aus den periodischen Randbedingungen ergibt sich

ikNa _2mm

UptN = Up = € =1 = |k=——, m=0,%1,£2,...
a N




Wir fordern die Eindeutigkeit der Losung. D.h. der Phasenfaktor "¢ ist fiir zwei
k, die sich um G = 27“[ unterscheiden, gleich:

ghna _ gitk+Gma o 204 4o
a

Daher muf} £ eingeschrénkt werden auf

2rm
k= —— =01,2,....(N—1).
a/ N b m b ) ) 7( )
Alternativ konnen wir auch schreiben:
m=(-N/2+1),(-N/2+2),...,-1,0,1,...,(N/2) & |-S<k<l
a a

Einsetzen des Ansatz in die Bewegungsgleichungen ergibt

[mw? — (K +G)Ju+ K+ Ge ks
(K +Ge*u+ [mw?—(K+G)ls = 0

I
o

Dies konnen wir auch als Matrix Gleichung schreiben

mw? — (K+G) K+ Ge ) g (3)
K+ Ge*tr  mw?— (K+G) s )

Nichttriviale Losung erhalten wir nur, wenn die Determinante der Matrix verschwin-
den, d.h. A '
[mw? — (K +G)]* — (K + Ge ™) (K + Ge**) =0

= |mw?=(K+G)+ /K2 +G?+2KG cos(ka)|.
Die Dispersion ist in Abb. 1 dargestellt. Fiir kleine Impulse gilt:

1
k<m/a: cos(ka)~1— 5(/{&)2
Damit folgt fiir die Dispersionsrelationen:

= mw?® = (K+G)+£+(K+G)? - KG (ka)?
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[2 KG B
= Wy = E(K—i_G) , W_ = mka:cak‘

Die in Aufgabe 1(a) berechneten Gitterschwingungen kénnen quantisiert werden.
Geben Sie den Hamilton-Operator fiir jede Mode A = (k, £) an. Berechnen Sie die
kanonische Zustandssumme.

Losung: Die Moden der Kette seien mit A bezeichnet, also A = (k, %), (£) steht
fiir optisch/akustisch, mit den entsprechenden Eigenfrequenzen wy . Jeder Mode A
wird nun ein harmonischer Oszillator zugeordnet,

At Hy=hwy(dhay+1/2) , Hylny) = hwx(na +1/2)|ny) , na=10,1,2,3,...

Dann lautet die kanonische Zustandssumme der unterscheidbaren Oszillatoren:

N —Bhw)y %
Z = ZeiﬁEa — ];[ <Z eﬁhwx(nAJrl/Z)) _ 1;[ (%)

n)x=0
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Abbildung 1: Die Dispersion von optischer (4) und akustischer (—) Mode fiir unterschiedliche
Federn G = 0.5 K (unten) und identische Federn G = K (oben). Fiir K = G verschwindet die
optische Mode bzw. geht in die zuriickgefaltete akustische iiber.

(c) Betrachten Sie den Limes hoher Temperaturen und zeigen Sie, dass Sie die klassi-
schen Resultate fiir die innere Energie (Gleichverteilungssatz) und die spezifische
Wirme ¢ (Dulong-Petit) finden.

Losung: Die innere Energie folgt aus der Zustandssumme geméfl

_ 1oz 9 __9 _ Py _ Bhiwa
U = 798 85111(2)_ 852[ 5 In(l1—e )

= ZHW)\ +ghw,\)}

Hierbei ist 1
glz) = . @)

-1
die Bose-Verteilung. Im Hochtemperaturlimes kg1 > hw,, entwickeln wir die Ex-

ponentialfunktion
N A 1+ Bl

und erhalten

U= ey (G+12) - kot (14 o) = 2kt (140 £3)).

——
<1

In fithrender Ordnung ist dies genau der Gleichverteilungssatz, der besagt, dass
jeder Freiheitsgrad, der quadratisch in der Lagrange-Funktion auftritt mit kgT'/2
zur inneren Energie beitrigt (2N Atome oder Moden, die jeweils in der kinetischen
und potentiellen Energie quadratisch auftreten).



Die spezifische Warme erhélt man durch Ableiten nach 7' und wir finden ¢y =
2Nkp. Im allgemeinen lautet das Dulong-Petit’sche Gesetz

Cy = dNT/{ZB

mit der Raumdimension d, der Anzahl der Einheitszellen N und der Anzahl der
Atome pro Einheitszelle r.

Nehmen Sie an, dass fiir tiefe Temperaturen nur noch akustische Phononen zum
physikalischen Verhalten beitragen und néhern Sie w_(k) = ¢,k. Bestimmen Sie die
innere Energie und ¢y in diesem Limes.

Losung: Wir machen die Annahme, w) = Wakustisch = Cak-

Die Grundzustandsenergie ist Uy = ), % Es gilt dann also
hck
U—U, = ;—eﬁﬁdﬂ—l
Vo[« hek
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Die spezifische Wéarme ergibt sich dann zu

oU  Nark?
= — = T
VT T 3he

Man kann leicht zeigen (in einer analogen Rechnung), dass im Allgeimenen gilt

cy x T?

was dann fiir d = 3 das bekannte T°3-Gesetz ergibt.

Verwenden Sie nun die noch stérkere Ndherung wy = wg = const fiir alle A (Einstein-
Modell). Berechnen Sie wiederum cy .

Lésung: Man erhilt mit den Annahmen vom Ubungsblatt die innere Energie

hwo

und daraus sofort die spezifische Warme

ou (hwo)?  ePhwo
— & 9Nk
V= ar (kT2 [epen 1]

@E)2 e®r/T
[

—oNkp (22)
? B<T e@E/T—l]2

mit der charakteristischen Einstein-Temperatur

kpOp = hwy .
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Abbildung 2: Das Kristallgitter von Graphen.

2. Phononen in Graphen (10 Punkte)

Betrachten Sie das Gitter von Graphen. Nehmen Sie an, dass die Kohlenstoff-Atome
sich nur innerhalb der zwei-dimensionalen Ebene bewegen kénnen. Benutzen Sie die har-
monische Ndherung (mit Kraftkonstanten zwischen néchsten Nachbarn) und berechnen
Sie das Spektrum der Phononen.

Losung: Im Folgenden sei die Gitterkonstante a = 1. Die Position jedes lons 1483t
sich durch die mittlere Tonenposition R® und eine Abweichung u (Verschiebungsfeld)
ausdriicken. Es gibt zwei Ionen (A und B) pro Elementarzelle. Wir wéhlen als unsere
Elementarzelle das horizontalen Verbindungselement “A-B” (s. Abb. 2). Dann bezeich-
nen wir die Ruhepositionen als

R(f) = maj + nay,

und

R(B?) = maj +nas — 63,

wobei die Gittervektoren gegeben sind durch

V3 V3
01—51—53—7<\/§,1>, a2—52—53—7<\/§,—1>.
Die Vektoren §; zeigen auf den néchsten Nachbarn (s. Abb. 2) und sind gegeben durch,

51:%<1,\/§), 52=3(1,—\/§), 85 = (—1,0).

Jetzt konnen wir die Positionen des Ions A und B aufschreiben:

(4)

R,,f‘)I =ma; + naz + u,,; , Rﬁf}z = ma; + nay — 03 + uﬁf)t )

Wir betrachten nur die Kopplung zwischen néchsten Nachbarn mit Kraftskonstante K.
Jedes Ton A hat drei B Nachbarn und die elastische Energie ist demnach
2
-1) } .

m,n m,n m,n—1 m—1,n

U = % [(’Rﬁ,ﬂ ~RP)| - 1)2 + (R, - R - 1)2 + (|, - R

Die gesamte elastische Energie ist

U=> Uil.



Hierbei sind bereits alle Verbindungselemente beriicksichtigt.
Wir benutzen nun die Harmonische Naherung, d.h. die Entwicklung von U in 2. Ordnung
in w:

g _ K { [(u@@) ~ (u®) r
m,n 9 mmn) . mmn) o

1 2
o [t - (u2), -V i), + v ()

1 2
|, () VB i), — VB (w,) | } |

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich, wie in Aufgabe 1, aus den Euler-Lagrange-
Gleichungen, welche die folgende Form annehmen:

2
M (i), =
dt Ty 8(%&?,2?)
T,y

Explizit ergeben sich daraus die Gleichungen

M d2 3 1
M (i, = i, - ), ) () ]

V3 A A
+ 4 [(uSHZHl) - (ugn—&)-l,n) } ’
Yy Yy

M d2 5 3 B 3 (A) (4)
e ), = 0, = () + ()

V3 A A
w7 (), — (W) ]
Weiter verwenden wir jetzt die Fourier-Transformation

(0
(’U,(A’B)) _ A;A’B)e“"te iRy q7
T,y Y

m,n



wobei Rf) die Koordinate der Elementarzelle ist. Dann schreiben wir die Bewegungs-
gleichungen in Matrix-Form auf,

M o, 1a
WA =-DA
K il
wobei
T A A B B
und
6 0 _ [4 + eiazq + eiazq] \/g [eiagq - eiazq]
ﬁ . 0 6 \/é [eiaﬂq — eia2q] _3 [eiﬂ,gq + eia,gq]
= _ [4 + e—iazq + e—iagq] \/g[e—z’agq _ e—iagq] 6 0
\/g [6—ia2q _ e—iagq] -3 [e—iazq + e—iazq] 0 6

Die Eigenwerte von D

V3,

34
Ey =12, Ep =0, FEi= 6i2\/3+4cos% cos 5 —|—2COS\/§Qy,
liefern uns die Dispersionsrelation geméfl
4M

Die Entwicklung fiir kleine ¢ (hier ¢ = |q|) ergibt

3 3
E ~-¢, FE,~12--¢.
2 q, + 2 q
Deswegen finden wir zwei akustische Phononen
0 3K
Woz = W_ R\ ——
2= si

und zwei optische Phononen

3K 3K ] q
COEN T TNV g 16)

Die zwei Phononen wy; und wge haben keine Dispersion. Das ist ein Artefakt unserer
Néherung. Um die Phononen in Graphen besser zu beschreiben, muss man weitere (d.h.
etwa iibernéchste Nachbar) Wechselwirkung betrachten.



