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1. Coulomb Wechselwirkung in Graphen:

(34+5+7=15 Punkte)

Auf Ubungsblatt 3 haben Sie schon gelernt, dass der Hamilton-Operator in Graphen in
der Néhe des Dirac-Punktes als eine 2 x 2 Matrix dargestellt wird

H:v( 0. pz—pr).
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Dieses Verhalten ist korrekt fiir Impulse |p| < A, wobei A ein cut-off Impuls ist (A ~ 1/a,
wobei a die Gitterkostante ist). Das Energie-Spektrum ist dann linear E, = tv|p].

(a) Dielektrizititskonstante in Graphen.
Betrachten Sie eine einzelne Graphen-Schicht zwischen zwei Isolatoren mit Dielektri-
zitdtskonstanten €; bzw. €5. Betrachten Sie die Coulomb-Wechselwirkung zwischen
zwei Elektronen in Graphen. Zeigen Sie mit der Hilfe der Maxwell-Gleichungen
und Randbedingungen fiir das elektrische Feld an Grenzflichen, dass die Coulomb-

Wechselwirkung von der Form
e? 1
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ist. Hier haben wir Gaussche Einheiten verwendet. Bestimmen Sie € als Funktion
von €; und €s.

Losung:

Wir nutzen im folgenden die Vektoren x = (z,y) und q = (¢;, ¢,) und die Konven-
tion ¢ = |q|. Die Poissongleichung fiir das Coulomb-Potential ¢ lautet

Ale(2)p(x, 2)] = —4mp(x, 2). (1)
Wir wahlen die Dielektrizitatskonstante als

(2) = { o )

€, 2<0

Wir 16sen die Poissongleichung durch Fouriertransformation

€(2)(92 — ¢*)¢p(q, z) = —4mp(q, 2) . (3)

Da die Isolatorschichten keine freien Ladungen enthalten gilt p(q,z # 0) = 0 und
wir erhalten die Losung

Are ™ z2>0
A e z2<0

©(q,2) = { (4)



Die unbestimmten Konstanten A, folgen aus den Randbedingungen. Das Potential
is stetig an der Grenzéiche, ¢(q,z — 04+) = ¢(q,z — 0—) und somit A, = A_ = A.
Fiir das elektrische Feld gilt

elEz(qv z = O+) - EQEZ(qu z = 0_> = 471'0'((1) ) (5)

mit der Oberflichenladung o. Dabei ist

d
Buqz— 04) = — 224:2) = +Aq. (6)
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Somit erhalten wir
2
A= 21T), @
€q
mit der effektiven elektrischen Konstanten
€1 1+ €9
— . 8
=1 0
Das Potential ist somit
2
€q

Die Ladungsdichte einer Testladung ist o(q) = e exp(—nq),n — 0. Um die Form des
Potentials in der Graphenschicht (z=0) in der Ortsdarstellung zu erhalten fithren
wir eine Fouriertransformation in (¢, ¢y, ¢.) durch.
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Daraus erhalten wir das elektrische Potential
V(r) =ep(r) = ——. (11)

Coulomb-Matrixelemente.
Betrachten Sie den Hamiltonian der Coulomb-Wechselwirkung von der Form
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mit Dichteoperator p,.(x) = ¢! (x)1,,(x). Hier bezeichnet o den elektronischen
Spin und 7 den Valley-Pseudospin. Die Dielektrizitdtskonstante € ist wie in Aufgabe
la berechnet eine Funktion von €; und €5, den Dielektrizitdtkonstanten der beiden



Medien, die die Graphen-Schicht einschliefen. Finden Sie die Matrixelemente der
Coulomb-Wechselwirkung in der Eigenbasis des Hamilton-Operators.

Loésung:

Wir bestimmen zunéchst die Eigenbasis des Hamilton-Operators. Dazu fithren wir
Polarkoordinaten ein

P = pcos(pp), by = psin(ep) . (12)

mit p = |/p3 + pz. Der Hamilton-Operator lautet somit

0 iPp
H—wQﬂ%eO). (13)

Die Eigenwerte und (normierten) Eigenvektoren sind

1 ae_i(pp
Ep. = avp, Ypa = E ( 1 ) ) (14)

Hierbei ist a = £+ der Bandindex. Die Eigenzustédnde sind vierfach entartet in den
Spin und Valley-Pseudospin Indizes. Nun entwickeln wir den Elektron-Feldoperator
in diesen Eigenfunktionen
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Der Dichteoperator ist somit

pr) =9 (r)p(r) =Y > e PRI o uAnt (16)
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Die Coulomb-Wechselwirkung in der Eigenbasis des Hamilton-Operators ist somit
gegeben durch
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Hartree-Fock Niherung.
Betrachten Sie die Coulomb-Wechselwirkung in der Hartree-Fock Néherung und
berechnen Sie die Korrektur zur Energie des Grundzustandes des Systems. Zeigen
Sie, dass die Energie der Elektronen mit der Hartree-Fock Korrektur von der Form
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ist, wobei A eine Konstante ist. Bestimmen Sie A.
Losung
In der Hartree-Fock Naherung nutzt man die Identitét

AB = (A)B + (B)A — (A)(B) + (A = (A4))(B = (B)) (19)

fiir Operatoren A und B und vernachléssigt Fluktuationen um den Grundzustand
(letzter Term). In unserem Fall entkoppeln wir das Produkt zweier Dichteopera-
toren. In diesem Fall vernachlissigen wir auch den Term der (A)(B) entspricht,
da dieser nur das chemische Potential verschiebt. Es gibt zwei Moglichkeiten die
Elektron-Feldoperatoren zu kombinieren.

1. Hartree, z.B.
<é;r<,a,o',fék'q7a'70ﬂ'> = 6(17(1/5%0 : (20)

Diese Beitrage kiirzen sich mit der positiven Ladung der Ionen und werden im
folgenden nicht betrachtet.

2. Fock, z.B.

(& aorloratate) = SayOkptadaIoodrst (21)

Im folgenden nehmen wir an, dass nur dass untere Band gefiillt ist [ansonsten
wiirden sich die Beitrége beider Béander aufheben)].

Des weiteren benétigen wir die Matrixelemente der Coulomb-Wechselwirkung
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Damit erhalten wir die Wechselwirkung
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Im ersten Schritt haben wir verwendet, dass beide Terme in der Klammer nach
einer Umdefinition der Variablen gleich sind. Der erste Term in der letzten Zeile
liefert eine konstante Korrektur der Dispersion und wird daher vernachléssigt. Somit
erhalten wir

—U Z /— k¢ Ck aCk b/Aa b (k) (24)
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Wir fithren nun Polarkoordinaten ein mit dem Winkel 8 = ¢y — ¢ zwischen k
und k’. Falls a # 0’ im oberen Ausdruck, also ab’ = —1 erhalten wir den sin(f)
und die Integration iiber den Winkel verschwindet. Es muss daher gelten A, (k) =
day A(k). Nutzen wir zudem das Potential aus Aufgabenteil a)

2me? 2me?
Uk —K) = — 26
( ) ek — K| e /k2— (k)2 — 2kk' cos(0) (26)

so erhalten wir
2 A 21 0
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Wir teilen das Integral iiber x auf in folda: + flA/ "dx. Das erste Integral liefert
einen konstanten (unabhéngig von k) Beitrag zur Dispersion und wird daher ver-
nachléssigt. Im zweiten Integral entwickeln wir den Integranten fiir x > 1,

1 1 0
N +COS( )

V1+ a2+ 2xcos(d) T z? (28)
Somit
A(k) ~ % /1A/kd:r /OZWdQ <COS(«9) + cosi(ﬁ)) = % In <%) + const..  (29)
und
VIF=3"qa / Lk Sv(K)k el ey . (30)
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Hierbei ist
e? A

Die Konstante im Text ist somit A = 1/4.

3. Spindichtewellen Instabilitét (64+4=10 Punkte)

Betrachten Sie das Hubbard Modell fiir Elektronen auf einem zweidimensionalen qua-
dratischen Gitter welches durch den folgenden Hamilton-Operator definiert ist

H=—t Z Z(cj»gcja + h.c.) +U Z NN - (32)
(i.g) @ g

Der Operator c;rg erzeugt ein Fermion mit Spin o € {f,]} am Gitterplatz ¢ = (iy,i2)
wobei 412 € N und n;, = C;Cw« Die Summe lduft tiber néchste Nachbarn (7, j) im
zweidimensionalen quadratischen Gitter mit den Basisvektoren des Bravais-Gitters,
a; = a(1,0) und ay = a(0,1). Nehmen Sie an, dass die Amplitude des Hiipfens po-
sitiv ist, £ > 0 und dass die on-site Wechselwirkung repulsiv ist, U > 0.



(a)

Betrachten Sie den Fall U > 0 und nutzen Sie die Hartree-Fock Néherung um einen
quadratischen Molekularfeld-Hamilton-Operator Hpyp zu erhalten.

Lo6sung

Wir betrachten die freie Energie

H—puN = —t Z Z(c;rgcjg + h.c.) +U Z NNy — [ Z Nio- (33)
(i.j) o i io
Wir fithren die Hartree-Fock-Naherung fiir die Wechselwirkung durch,

nigngy = (i) + ng (i) — (i) (i) (34)
und nutzen den Ansatz

(i) =n+ (=1,

(1) =n — (~1)*om %)
Damit lautet die freie Energie in der Hartee-Fock-Naherung
Fgr=— tz Z(cj»acjg + h.c.) + Unz Nio
(i) © b0 (36)

+ UMY (D)2 (i —niy) = UN®0> —m®) = > nig.
Wir fithren eine Fouriertransformation durch
1 o
Cjo = ——= Z "Ny 5. (37)
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Beachten Sie dabei, dass
(_1)j1+j2 — oimUiti2) — iQx; (38)

mit dem reziprogen Gittervektor Q = (m,7) [wir arbeiten in Einheiten in denen
a = 1]. Wir erhalten somit

& A 0 0
1 A 0 0 N
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wobei & = —2t[cos(ky) + cos(ka)] — p + Un, cx = (Cit, Ckt-Qts Ckls Cktq,))’ und
A =Um.

Betrachten Sie das System bei halber Fiillung, d.h. im Mittel ist jeder Gitterplatz
mit einem Elektron besetzt. Bestimmen Sie das Energiespektrum des resultierenden
Molekularfeld-Hamilton-Operators Hyp.

Losung

Ist das Band nur halb besetzt, so gilt © = Un uns somit {xyq = —k. Die beiden
Unterrdume der freie Energie in Gleichung. (39) lassen sich somit leicht diagonali-
sieren und wir erhalten

Fap=Y_> Y aBEd}, des— g(UW — A?) (40)

keBZ o a==%

mit der Dispersion Ey = /A2 + €, ex = —2t[cos(k;) + cos(kz)].
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5 Bonuspunkte

Betrachten Sie nun das System bei halber Fiillung und Temperatur 7" = 0. Defi-
nieren Sie den Ordnungsparameter des Molekularfelds mit (antiferromagnetischer
Spindichtewellen Kanal)

<n(i1,i2)7T> =n-+ (—1)i1+i2m; <n(i1,i2),¢> =n — (_1)i1+i2m )

Leiten Sie durch Minimierung der freien Energie eine selbstkonsistente Gleichung
fiir die Spindichtewellenamplitude m her:

8% (Hup — pN)p_g =0,

wobei N = ) o Mo die Anzahl der Teilchen im System beschreibt, welche durch
das chemische Potential p bestimmt ist. Nutzen Sie ¢ = Un um sicherzustellen,
dass sich das System bei halber Fiillung befindet.

Lo6sung

Wir nehmen an, dass bei T=0 nur das untere band gefiillt ist und somit <dLa’0dk7a7g> =

dq,— gilt. Minimieren wir den Erwartungswert der freien Energie in Gleichung (40)
nach der Bandliicke A,

0

A < (Fur) =0, (41)

und ziehen den Kontinuumslimes Y, 5, — N [,,d*k/(27)?so erhalten wir die
Selbstkonsistenzgleichung

2N
0o+ —A =0
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(42)
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Der letzte Ausdruck ldsst sich mit Hilfe der Zustandsdichte p(e) umschreiben (be-
achten Sie, dass nur das untere Band gefiillt ist und daher die Integrationsgrenzen
entsprechend gewihlt werden)

1=— de ———. 43
2 /—4t \/62—|—A2 ( )

Fiihren wir die dimensionslose Variable = ¢/A ein, so lautet die Selbstkonsistenz-
gleichung

1:_g 2 4 p(zA)  UNy d 1n(16t)

44
2 Jo T+a22 2 V1+a? (44)

mit Ny = 1/27%¢.

10 Bonuspunkte

Losen Sie die resultierende Gleichung fiir die Anregungsliicke A = Um zu logarith-
mischer Genauigkeit [nutzen Sie dazu den Ausdruck p(e) = 1/27%t In(16t/¢) fiir die
Zustandsdichte und losen Sie das Integral indem Sie nur den fithrenden Term in der
asymptotischen Entwicklung fiir A — 0 behalten].



Lo6sung

4t 4t
Wir teilen die Energie-Integration in Gleichung (44) in [ de = folde + [2de auf
und entwickeln den Integraten jeweils fiir z < 1 bzw. x > 1. Somit

/Oldx In (f-()fi) —1+h (1%) | (45)
/1‘/‘;@1;5 # - {[ln(4)]2 - {m (%)r} | (46)

Wir behalten im Ergebnis nur den fithrenden Term fiir A/t < 1. Somit

1= Uivo [m (%)] 2 +O(In (%)) + const. (47)

Die Anregungsliicke in logarithmischer Genauigkeit lautet daher

A = 16te 22V (48)

Das System kann also seine freie Energie durch Ausbildung einer Spindichtewelle
(d.h. A #0) verringern.



