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1 ’ Matsubara Summen

a) Finden Sie die komplexen Pole, und die dazugehdrenden Residuen, (2 Punkte)
der Bose-Einstein und Fermi-Dirac Verteilungsfunktionen
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b) Es gilt, dass ein komplexes Integral iiber eine Funktion ng,r(2)h(z) (2 Punkte)
mit einer Kontur die nur die Pole z, von np,g(2) einschliefit, aber keine der Pole in
h(z), gegeben ist durch

j£d27”yF(zyuz)::zwiE:fthinB/F(zﬂfmzny (2)
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Benutzen Sie dies um eine allgemeine so genannte Matsubara Summe

S(r) = % S hiwn), 3)

Wn

als komplexes Integral umzuschreiben. Die Kontur wird von den analytischen Eigen-
schaften von der noch unbekannten Funktion g(z) abhéngen.

c) Berechnen Sie die Matsubara Summe (4 Punkte)

sgy:%E:mmma%z 0<7<pB (4)
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fir eine Funktion g(z) die in dem ganzen komplexen Raum analytisch ist, aufler bei
zéhlbar vielen isolierten Punkten z; (die Pole von g¢(z)), und nicht divergiert fiir
|z| = oo. Berechnen Sie fiir eine solche Funktion die Summe S(7) indem Sie eine
angemessene geschlossene Kontur C wahlen. Sie diirfen annehmen dass die Funktion
g(z) die Form

1
=1I; 5
o2) =1, —— )
hat.
d) Berechnen Sie die Matsubara Summen (4 Punkte)
1 . 1
BZGO(k:;iwn)elwn77 und BZGQ(’C,iwn)GQ(k—‘rq,iwn +iwm), (6)
wobei Go(k, iwy,) = ﬁ, mit & = € — p und wy, = (2n + 1)7/B.
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e) Nehmen Sie jetzt an, dass die Funktion g(z) aus Teilaufgabe ¢) in (4 Punkte)
dem ganzen komplexen Raum analytisch ist, aufler auf der reellen Achse. Wahlen Sie
eine angemessene Kontur um die Summe S(7) als reelles Integral

> d
S(r) = e/ %nB/F(w)a(w)ew, 0<7<p. (7)
mit e = —1 flir Bosonen, ¢ = +1 fiir Fermionen, und a(w) =i (g(w 4 id) — g(w — i9)),
auszudriicken.
f) Die freie Energie F' = —kpT In Z fiir ein nicht wechselwirkendes (4 Punkte)

System von Fermionen kann durch die Matsubara Green’schen Funktionen ausgedriickt

werden: 1
<F:—B§:§:mp4%4memewwf (8)

k  wn

Zeigen Sie, dass nach Berechnung der Summe iiber w,, dieser Ausdruck die bekannte
Form
F=—kpTlnZ  Z =11+ e ) (9)

nimmt. Bedenken Sie bei der Auswertung der Summe, dass In(z) einen Verzwei-
gungsschnitt entlang der reellen Achse x € (—o0,0) hat.
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