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l ’ Nambu-Gorkov Green’sche Funktion

a) Die Nambu-Gorkov Green’sche Funktion hat die explizite Form

Ak ) — — <Trck¢(7)c;rq(0)> <TTCkT(T)C_k¢(O)>
Clk.7) ((TTkai(T)CzTcT(OD <T7'Cik¢(7-)cfkl(0)>

Fiir 7 = 07 haben wir
t
é(k70+) __ <CTMCM> <Cmc—k¢>
<C—k¢0k¢> <C—kJ,C—k¢>
und fiir 7 = 0~ haben wir
A - <01Tc Cr) (Cg Cap)
G(k,0 ):<<CTTC T> (c J'CTT>
TtC—kl —kyC—kl
Durch die Vertauschungsregeln haben wir dann

G(k,0) — G(k,07) = —1
b) In Matrixform haben wir

AN—1 . s . * _ iwn - §k A
G~ (kyiwn) = (an ST + AT+ A T—) = ( A* iw,, + 5]4:)
Die Inverse ist dann
. 1 iwn, + &k SAY
G(k n) = 7. . * .
(k, iwn) (twn — &) (iwn + &) — |A? < —A Wy — fk)
_ 1 Wy + &k -A
o (iwy)? — Ei — A2 —A* twn — &k

_iwn + T3 — AT — AT
o —E - AP




z ’ Josephson Effekt

a) Da fiir ¢ = 0 der Strom I = 0 ist, kénnen wir den Aussdruck fiir den Strom auf die folgende
Form vereinfachen:

e
1= 3 ([(tehy soon + o) Ny = 3 (koo Nil) + (oko rlro Ne)))
kk'o kk'oc
(7)
Wir haber[T]

[CLU,RCk/O‘,L’ NL] = Z[CLU,LCIQIU,R7 CLO'/,LCQO'/,L]

qo’
= e e el c — c o e
ko,R“k'c,L"qo’,L~qo’,L qo’,L~qo’,L"ko,R"k’c,L
qo’
_ i T T i
= E : (Cka,Rck’g,Lan',Lan',L *t Cq0/,1.%0,RCq0" , LK/ o, L
qo’
_ i T i T
= E : (ckaﬁRck’a,cha’,cha’,L + Cko,RCqo’,1.Ck' 0,1.Cqo" L.
qo’
_2 : i f i T T
- (CkU,RCk/aﬁLqu’,Lqu',L + 5k’7q6070/CkU,cha/,L - CkU,Rckz’a,Lan/,cha/,L
qo’
_ } : i
- (5k/7q50=0lcko,cha’,L
qo

+
= %o, Rk’ 0,L

und

[CLO',LCk’U,R’ NL] = Z[CLU,LCIC/O'7R’ CIIU’,Lan”,L]

’

qo

= CT C CT C — CT C CT C

- ko,L~k’'c,R~qo’,L-qo’,L qo’,L~qo’,L"ko,L~k’o,R
qo’

_ i 1 T T T

= E : (Cka,Lck'a,cha',cha',L - 6k:q(50a0'cqa’,Lck’a,R *t Cq07,1.Cko,1.Cq0" ,LCK 0. R
qo’

_ § : T i _ T T T

- (CkU,LCk’J,Ran’,Lan’,L 5k»q5‘7,0/6q0/,Lck/g,R + CkU,cha/,LCk’a,cha/,L
qo’

_ E ’ T T _ T _ At T

- (Cka,LCk’o,Ran/,Lan’,L 6kvq601alcqa’,Lck’U7R Ck:a,LCk/chqU’,chcr/,L
qo’

_ T

=3 (“OkaBoorChor Lo
qo’

Cko, Lk o, R

lAnmerkung: [CLU,R7 CL'O",L] = [CLG,R7 Ck’cr’,L} = [cko',R’ CL’U’,L] = [Cko',R’ ck’a',L] =0



b)

Also haben wir

_% Z Z (<CLO',LCI<:’U,R> - <C;fca,Rck’o-,L>> (10)

k.k' o
Da der Hamilton-Operator invariant unter Spin-Rotationen ist, haben wir <C;LT, LCk1, R =
(c}; 1.LCk L, ) und wir konnen den Strom schreiben als
2et

_ T T
= =223 (b s = (ehincu ) (11)
kK

Die Green’sche Funktion G, r(k, k', 7) hat die explizite Darstellung

<TTCM,L(T)CL'T7R(O)> <TTckT,L(T)C_k'J,,R<O)> (12)
<TTCJr_k¢7L(T)CL/T,R(O)> <TTCT_k\L,L(T)ka"L}R(O)>

Nehmen wir die Spur haben wir
Tr Grr(k, K, 7) = —(Treg 1 (T)ehy g (0)) = (Trct ) (T)e_p ) 1(0)) (13)

Fir 7 = 0~ haben wir

GLR(’C,’C/,T) = — <

Tr Grr(k, k', 7) = <cL,T7RCkT7L>+<c " nel kL) = <cL,T RCit.L) — (c Jr—ki,LC—k/J,,R>

T T (14)
=- <<C—k,1,,Lc—k:’¢,R> - <Ck’T,RckT,L>)
Also haben wir
26t P Qet
ZTr GLR(k K, Z ZTr G’LRk: K iw,) (15)
k. k’ k k:’ wn
Wir haben die Bewegungsgleichungen
Orcppr = —EkCrrp + ALCT—m,L - Z tCrt R
< (16)

b . :
Orcl oy = Encl iy p + AL+ Dty g
k/

was fiir die Green’sche Funktion bedeutet (Anmerkung: Da [c;, 1, ¢l . ] = 0 haben wir
keine Deltafunktion wegen der Diskontinuitit des Zeitordnungsoperators)

(_87' - fsz + ALT-i- + AET—)GLR(IC7 kl) T) = Z théRR(qv kl) T) (17)
q
oder im Frequenzraum

(iwn —&pT. + AL7_+ + AET—)G’LR(IC7 k/a Z“"ML) = Z thG’RR(‘L k/a Z‘Wn) (18)
q

Definieren wir éz}o(k, iwp) = (lwy, — &7, + ATy + A7) haben wir

Gk iwn)Grr(k, K iw,) =Y tm.Grir(q, k' iw,)

q

= Grr(k.k iw,) = tGpo(k,iw,)m. Y Grr(q, k' iw,)
q

(19)



d)

twn+EeT3— AT —ALT_

—wl—ep—lALl?
gungsgleichung exakt zu losen miissten wir auch die Bewegungsgleichung fiir Grp auf-
schreiben und dann die gekoppelten Bewegungsgleichungen 16sen. Dies kann zwar gemacht
werden (und ist nicht so schwierig) aber hier machen wir nur eine Berechnung in erster
Ordnung in f.

wobei G Lo = wie in der ersten Aufgabe berechnet. Um die Bewe-

Da t bereits auf der rechten Seite vorkommt kénnqn wir die Green’sche Ft}nktion G RR Mit
der ungestorten Green’schen Funktion ersetzen, Grr(q, k', iw,) = 641 Gro(k',iwy,) mit

A . _ twn+€eTs—ARTy —ART_
GR,O(kvzwn) = IR

, um die erste Ordnung zu bekommen. Also haben
wir

Grr(k, K iw,) = tGL o(k,iw,)T.Gro(k iw,) + O(t?) (20)

Setzen wir dies in den Ausdruck fiir den Strom hinein bekommen wir ein Beitrag in zweiter
Ordnung in ¢:

2et? 1 A . A .
I = WE ;% Tr (GL,O(k:,an)TzGRp(k',zwn)) (21)
Die ungestorte Nambu-Gorkov Green’sche Funktionen konnen auf die folgende Form geschrieben
werden
A . GL/R(kaiwn) Fy (K, iwn)
G k,iwy,) = . fR ) 22
L/R,O( n) (FL/R(k,an) _GL/R(k;ZWn) (22)
. . iwn . - —A7
wobei G /g (k,iw,) = Wj&wzﬁ und Fyp(k,iw,) = W—L(&/RP Also haben
wir
1—2&2322@ (I, iwn)Gr(K i) = Fi (kyiwn) Fr(K iw,) = c.c.)  (23)
- Zh /8 —~ L b n R ) n L 9 n R ) n e
Da
. . W, +€k)(iwn +€k’)
Gk, iwn)Gr(K iw,) = (i 24
L( ,Z(-‘Jn) R( 7an) (UJ% +€]% + |A|2)(w,2L +€i/ + |A‘2) ( )
haben wir

. . _ ’L'wn(fk + fk’)
Gr(k,iw,)GRr(k ,iw,) —c.c. = (w2 + &+ |AP?) (w2 + 5,%/ +[A[2) (%)

Benutzen wir dann die Ndherung ), = % f d¢ sehen wir dann, dass dieser Term unter
der integration iiber £ und &’ verschwindet. Also haben wir nur den Term
AP — %)

Fr(k,iwn) Fr(k', iw,) — c.c. = 26
£k ieon ) Ep(I deon) = .0 = o e T TARY (@2 + €, 1 AP (26)

und wir haben
I=1I.sinp (27)

wobel

2
2et?|A? 2 1
I.=—"7T—"2= _— 2
=T s\l mrg ar 28)

k



Benutzen wir die Ndherung >, = % [ d¢ und

o0 1 T
d = 29
/_oo ETRTIAE - JoZr]AP >

€7T2Ngt2|A|le 1
R Bt [AP

haben wir

I. = (30)

Die Matsubara Summe kann wie gewohnlich durch ein Konturintegration berechnet werden
wobei wir die zwei Pole z = £|A| mit den Residuen ﬁ in betracht ziehen miissen. Wir
haben dann

em® NEt2| A% 1 em® NEt2|A| BA
I — 0 — — = 70 h —_— 1
B 5 3A] (nrp(A) —np(=A)) oF tan ( 5 > (31)
Mit Ry' = me?t2NZ/h haben wir dann
mlA| BA
I. = h|{— 2
= 2eRn tan ( 5 (32)



Volle Losung

Allgemein kénnen wir die Bewegungsgleichungen fiir G ., Grr etc auf die Form

G ok, iwy) 0 GLL(k K iw,) Grr(k, K iv,)
0 G‘I—%lo(k:,iwn) Grr(k, K iw,) GRR(k: K iw,) )
’ . 33

ANy 0 +Z 0 Grr(q, K iw,) GLR(qk,iwn)

S\ 0 Gk —\! Gri(q, kK iw,) Grr(q, K, iw,)

oder

GLL(k,k/,iwn) éLR(k,k/,iwn) -5 éLp(k,iwn) 0

A /. A /. = Ok,k’ A .
GRL(k7k:7an) GRR(k,k,zwn) 0 GR)o(k,ZOJn) ( )
34

" Gro(k,iw,) 0 Z 0 ¢ C?LL(q,k'an) @LR(q,k/7iwn)
0 GRro(k,iw,) 7 t 0) \Grr(q,K iw,) Grr(q,k iw,)



