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TKM2 Ubungsblatt 9: Lésungen

July 7, 2012

Homogene Losungen der Eilenberger-Gleichung

Die homogene Eilenbergergleichung wird geschrieben
[wnTs + AT, 973 + f1] =0 (1)
Mit der Normalisierung gogo = 1 oder
1= (gms+ fr)(gms+ fn) = >+ [+ fo{m,n} = ¢° + f° (2)
Benutzen wir [7;, 7;] = 2i€; 5,7, haben wir
2i(wnf —Ag)Ta = 0= wy f = Ag (3)

Quadrleren wir auf beiden Seiten haben wir g2 = (w,,/A)%f% = (w,/A)?(1 — ¢?) , mit der
Losung g2 = w2 /(A? 4+ w?). Einsetzen in der urspriinglichen Gleichung gibt

Wn A
=" = 4
I A2 42’ / A? + w2 @

wobei wir die Losung des Normalfalles g = sign(w,,) benutzt haben um dass Vorzeichen
vor der Wurzel zu fixieren.

Entwicklung der Selbstkonsistenzgleichung in A/w,, < A/kgT

= wAkBTZf wn) = wAkBTZ \/A?jw? ~ kaTZ o wAkBTZ o |3

Vernachléssigen wir erst den zweiten Term (fiir 7' = T,) und berechnen die Summe

1 - 1 1
B WZ |ewn, | B n;) wkpT(2n + 1) Zo n+1 (©)

wobei der Vorfaktor 2 in dem zweiten Glied durch die Beschrankung der Summe auf n > 0
erstanden ist, und m = Integer[wp/27kpgT] der obere Cut-Off der Summe darstellt. Die
Summe kann durch den folgenden Trick berechnet werden

m 1 2m+11 m 1
21T 2w 2 ™



Die Euler-Mascheroni konstante ~ ist definiert durch

(®)

. 1

m 1

Also kénnen wir fiir sehr grosse m schreiben } " | =~ ~ y+In(m) und wir haben zusammen

mit In(2m + 1) = In(2m) = In2 + In(m)
e
—~ 2n
Somit haben wir dann schliesslich
A QWD
A~ 7 kT — = A 1 10
T Y =08 (v () @)

Die A’s nehmen sich gegenseitig aus und wir haben

2UJD 1 kBTc _
In(—2_)==— =C
" (TrkBTC) A v wp €

m 1 2m—+1
Z2n—|—1 - nz::l

n=0

{7+2mQ%+m@0}:%Pw+mMmﬂ (9)

S|
N =

M=
—
—
—
N2

mit C = %e"f.
Nehmen wir nun T = T, + 6T und behalten auch den nichsten Term haben wir
A A3
Azw)\kBTZﬁ —m\k:BTZ‘ 3
Wn w Wn,

o (12)
2wD 3 1
= AA 1 —2rAkgTA
(’y—i— n(ﬂ'l@T)) TANB nE::o (mkpT)3(2n+1)3
Entwickeln wir erst
2wp 2wp 2wp 5T
n(WkB(TC—FéT)) n(kaTc(lﬁ-g)) n(kaTc) a4 ) 13)
om (o \_oT
U\ onkpT, ) T T
und berechnen die Summe aus GI.
> 1 1 1 1 1 1 1) o= 1
_—_— _—— = _—— — —_— = 1 _ — _—
PO R O R M R O R D () DOr S
7
= 2
haben wir ) 5T 7€)
wWp 3
A = AA 1 —A—A - —L_A 1
<7+ " (kaTc)> .2 " Sk (15)
Benutzen wir dann GI. finden wir
-1 7C3) A3 3
0 < T ) +8(7rkBT)2 aA+ B (16)



z ’ Lo6sung der Usadel-Gleichung mit raumblichen Variationen

a) In Matrixform haben wir

6 r
9= (feg—ie f_eg) = (fg* _fg> (17)

wobei f = fe?. Die Normalisierungsbedingung lautet dann
o (P gf—fe\ _ (0 Y_ (10 )
99 = [ e e 2 ) e 2)7\0 1 ( 8)
frg—gf* ff +yg 0 fri+g
oder einfach g% 4+ ff* = g% + f2 = 1. Die Bewegungsgleichung lautet
[was + A, §] = DV (3V§) (19)

Die linke Seite hat die Matrixform

A (wn AN(g f g f\(wn A
[wnTS + Avg] = <A* _wn) (f'* _g) - (f* _g> (A* —Wn)

:<Wn9+Aff wnf—A9>_<gwn—fA* QA_fw"> (20)
A*g—wnf* A*f+wng ffon — gA*  f*A+ gw,

_ ( 0 Q(an_Ag)>

o Q(A*gfwnf*) 0

Auf der rechten Seite haben wir

vovo=v((1 1) (5 %))
(v (ng + fvf*) v (gvf— fvg) (21)
A\ (Fvg-gvit) V(FVf+gvy)
Benutzen wir dass
P f=1=V(E2+ ' f)=2gVg+ fVF + *Vf=0
haben wir dann
(v (i -vE) v (9vF- )
V(GVg) = ( V(f*Vg—gi*) 1y (f*Vf—fo*) (22)

Vergleichen wir die beiden Seiten bekommen wir zwei unabhéngige Gleichungen (die an-
deren zwei sind einfach die Komplexkonjugierten der unten angegeben Gleichungen)

v (fvf* - f*vf) =iV[(VO)f}] =0 = (V0)f? = const (23)

und

(onf ~ D) = DV (997 - V) (24)



b)

Die letzte Gleichung kann, mit Hilfe von GI. geschrieben werden als

D
wf =1Alg = 5 [—(V0)%gf + gV f — fV?g] (25)

Wenn die raumlichen Variationen extreem langsam sind, konnen wir die rechte Seite von
(24) vernachlédssigen und haben

~ fomdl
wn fo—Ago =0= AT (26)

9= Jawea
Wir schreiben nun o ~
f=rfo+df, 9= 90 (27)
(Anmerkung: Da g = go+0dg eine ebene Funktion von A ist, hat diese in einer Entwicklung
in A/T erst fiir (A/T)? einen Beitrag mit rdumlichen Variationen. Entwickeln wir dann
noch in raumlichen Variationen bekommen wir dann Terme dritter ordnung. D.h. wir
kénnen dg vernachléssigen.) und setzen dies in der Gl. ein

wpdf = gv (govfo - f0V90> 8)
+ 0V (0095 ~ 57V )

Da wir annehmen, dass die rdumlichen Variationen klein sind, sind auch § f , sowie alle
Gradienten, klein. D.h. die Terme in der zweiten Klammer auf der rechten Seite kénnen
vernachlassigt werden. Wir haben dann

5f = %V (govfo - fngo> (29)

n

Notieren wir, dass

L Wn, A A Wn wn VA
9oV fo— foVgo = ———=V ( ) - v ( ) =

VAZ 4+ w2 VAZ 4+ w2 VAZ + w2 VAZ + w2 A2 42
_va
~
(30)
und somit V (gOV(?ff 5ng0) ~ V:,ZA und
- DV?A . A D V*A
sfar 2V A L iy v (31)

v I mra T @

Einsetzen in der Selbstkonsistenzgleichung gibt (mit den selben néherungen wie vorhin)

D 1
A=A - oA — \BA® + A?rkBTZ EVQA (32)

. 1 2 o) 1 00 1 1 o] 1 3
Mit >, wZ = (7kpT)2 > n—0 @z und > n—0 @n+DZ = (1= 52) 217z = 2€(2)
haben wir dann

0 =alA + BA — £2V3A (33)
wobe{l| €2 = 3¢(2)D/4nkpT = 37°D/(4 -6 - nkpT) = 7D /8kpT.

1¢(2) ==%/6



Alternative berechnung

A
Wno w2 +A2
Summe konvergiert zwar nicht, aber man sollte darauf Riicksicht nehmen dass die Selbstkonsis-
tenzgleichung eigentlich die Form A = Af(7 = 07) hat, und es dadurch auch ein Konvergenzfak-

Hier berechnen wir die Matsubara Summe %Z durch ein Konturintegral. Diese

tor e=“»Y" in der Summe geben sollte. Die Matsubara Summe kann dann geschrieben werden

als
/ ftanh (/&2 4+ A2 /2kpT) (34)

£2+A2

5 Z /OJ2 + A2
Die Selbstkonsistenzgle1chung nimmt dann die Form

tanh(,/€2 + AZ/2kpT)
A=x [ a 35
ok Y (35)

1 / tanh (V& + A2/2kpT) (36)
0 V&2 + A2
Setzen wir erst T = T, und A = 0 auf der rechten Seite und definieren = = £/2kgT, haben wir
1 /2kaDTc dxtanh(x) (37)
A o 0 X

Der grosste Beitrag zu dem Integral kommt von dem bereich z > 1 wo tanh(x) ~ 1. Also haben

oder

tanh{x]
12-

wir

L [T g the) L (g 3)
)\_ 0 €T - 1 x 9= 2kBTC g

Die konstante g = fol dx tanh(z) ist von der selben grossenordnung wie v und wir haben dann
wieder das Resultat aus Aufgabe 1.

Fir T'= T, + 0T konnen wir die Selbstkonsistenzgleichung auf die Form

1 ot tanh(v? + k2)  tanha #pm  tanha
= dx - + dx
0 Va2 4+ k2 x 0 T

wobei kK = A/2kgT. Den letzten Term konnen wir wieder als

wp wp oT 1 oT
In{ ——— ~In| —— - - =
. <2kBT> tg=in <2kBTC) YT T

(39)




ausdriicken. Wir haben dann

0T /2:BDTC . tanh(va? + k%) tanhw (40)
Tc 0 V .I‘Q + KZ2 T
Entwicklung in dem Paramater x gibt
oT %aTs 2? — xtanh(z) — 22 tanh(z?)
= d 2 41
T. /0 v ( 20 ) " (4D

In der region x > 1 haben wir tanh(z) &~ tanh(z?) ~ 1 und der Integrand ist einfach nur —1/2z>
und das Integral konvergiert (d.h. wir brauchen den Cut-Off nicht mehr) zu dem wert —1/4. In
der Region 0 < x < 1 kénnen wir die Funktion tanh(z) ~ z — 23/3 um z = 0 entwickeln und

bekommen . ) ) . .
/dx(x Sy I);&zo (42)
0 2z

T 1, A?
_— = = = — 4
T. 4" T 8(kpT)? (43)

Multiplizieren wir mit A und fiihren alles auf die rechte Seite haben wir

Wir haben dann

0T 1
= A+ A2 44
0= 2 StpT) (44)
Da 7¢(3)/m% = 0.85.. ~ 1 und deshalb 8 = 7¢(3)/8(nkpT)? ~ m haben wir also wieder die
Form

0 =aA + BA3 (45)



