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Gauß-Verteilung in mehreren Dimensionen

Kovarianzmatrix
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1. Einführung (2) - Übersicht

Zufallszahlen 
Zentraler Grenzwertsatz 
Experiment und Theorie 
Statistische und systematische Fehler 

Wahrscheinlichkeiten 
Erwartungswert und Varianz 
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Transformation von Wahrscheinlichkeitsdichten

Betrachte y = y(x), wenn x eine 
Varianz σx2 hat  

fx(x) ist die PDF                                 
für Zufallsvariable x,                        
fy(y) ist die PDF                                
für Zufallsvariable y 

Wahrscheinlichkeitserhaltung = 
Gleichheit der Verteilungsfunktionen, 

Flächen unter fy und fx in den 
Intervallen Δx und Δy sind gleich 
groß, d.h.: fy(y)dy = fx(x)dx

66 5 Messfehler und Fehlerfortpflanzung

In der Abbildung ist im rechten oberen
Quadranten die Transformationsvorschrift
y D y.x/ gezeigt.

Im rechten unteren Quadranten ist
zusätzlich der Verlauf der Wahrscheinlich-
keitsverteilung fx.x/ skizziert. Die dunkle
Fläche zeigt die Wahrscheinlichkeit, den
Wert der Zufallsvariablen im Intervall !x
zu finden.

Nach links sind entsprechend die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung fy.y/ und die
Wahrscheinlichkeit eingezeichnet, dass die Zufallsvariable im Bereich !y liegt.

Die Wahrscheinlichkeit, die Zufallsvariable im Intervall Œx; x C dx" zu finden,
soll bei der Transformation in das Intervall Œy; y C dy" erhalten bleiben. Daher
müssen die Flächen unter den beiden Wahrscheinlichkeitsverteilungen gleich groß
sein:

fx.x/ dx D fy.y/ dy : (5.1)

Die Transformationsvorschrift lautet demnach:

fy.y/ D fx.x/

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
dx

dy

ˇ̌
ˇ̌
ˇ : (5.2)

Die Absolutwerte stellen sicher, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilungen positiv
sind.

5.2 Fehlerfortpflanzungsgesetz

Im Folgenden untersuchen wir gängige Wahrscheinlichkeitsdichten fx.x/ und
fy.y/, die wie in der Abbildung oben jeweils einen Maximalwert haben und von
dort aus Ausläufer zu höheren und niedrigeren Werten besitzen. Die Transformati-
onsvorschrift y.x/ soll differenzierbar sein und nur steigen (oder nur fallen).

5.2.1 Fehlerfortpflanzungsgesetz mit einer Variablen

Im Folgenden transformieren wir die wichtigsten Kenngrößen, den Mittelwert hxi
und die Standardabweichung #x , der originalen Wahrscheinlichkeitsdichte f .x/.

Den transformierten Mittelwert hyi und die transformierte Standardabweichung
#y der Wahrscheinlichkeitsdichte f .y/ erhalten wir mit Hilfe einer Taylorentwick-
lung der Transformationsvorschrift y.x/, die wir nach dem quadratischen Term
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Transformation von Wahrscheinlichkeitsdichten

Betrachte y = y(x), wenn x eine Varianz σx2 hat  
Mittelwert und Varianz von y durch Taylor-Entwicklung: 

hyi ⇡ y(hxi)=0

}}

V [y] = E[(y � hyi)2] ⇡ E[(x� hxi)2]
 

dy

dx

����
hxi

!2

= V [x] ·
 

dy

dx

����
hxi

!2

y(hxi)

lineare Näherung, 
innerhalb der 

Variation von x sei  
y(x) linear

E[y] = E[y(hxi)] + E[x� hxi] dy
dx

����
hxi

+ ...

�

y

=

vuut
 

dy

dx

����
hxi

!2

· �
x

y(x) = y(hxi) + (x� hxi) dy

dx

����
hxi

+ ...
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Messfehler und Fehlerfortpflanzung

Beachte: allgemein ist E[y(x)] ≠ y(E[x]) 
Überprüfung der statistischen Verfahren z.B. durch Simulation:                 
“Pseudo-Experimente” oder “Toy Monte Carlo”

6.0 (+-1.0) / 2.0 (+-1.0)

x/y
Entries  10000
Mean    3.331
Std Dev     1.724

 / ndf 2χ   2655 / 68
Prob       0
Constant  8.9± 490.1 
Mean      0.021± 2.819 
Sigma     0.0107± 0.7996 
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Mean    3.331
Std Dev     1.724

 / ndf 2χ   2655 / 68
Prob       0
Constant  8.9± 490.1 
Mean      0.021± 2.819 
Sigma     0.0107± 0.7996 

ratio of x and y

1.0 (+-0.30) * 1.0(+-0.30)

x*y
Entries  10000
Mean    1.003
Std Dev    0.4321

 / ndf 2χ  631.6 / 54
Prob       0
Constant  7.7±   592 
Mean      0.0050± 0.9929 
Sigma     0.0030± 0.3792 
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x*y

Entries  10000
Mean    1.003
Std Dev    0.4321

 / ndf 2χ  631.6 / 54
Prob       0
Constant  7.7±   592 
Mean      0.0050± 0.9929 
Sigma     0.0030± 0.3792 

product of x and y

E = 3 , σ ~ 2.1 Fehlerfortpflzg. liefert: E = 1 , σ ~ 0.42 

f(x,y)=x*y mit µx=µy=1 und σx=σy=0.3 f(x,y)=x/y mit µx=6, µy=2 und σx=σy=1.0

Beispiel: x und y seien Gauß-verteilt
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Mehrdimensionale Verteilungen

Wahrscheinlichkeitsverteilungen 
können von mehr als einer Variablen 
abhängig sein. 
Mittelwerte (Erwartungswerte): 

Varianz: 

                    

Kovarianzen σxy beschreiben die Korrelation zwischen x und y:

Linien: Punkte gleicher Wahrscheinlichkeit

3:4 Zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsdichten 45

denen die Werte liegen sollen:

a ! x ! b und c ! y ! d :

Die Wahrscheinlichkeit, die Zufallsvariablen .x; y/ in diesem Intervall zu finden,
beträgt:

P.a ! x ! b; c ! y ! d/ D
dZ

c

bZ

a

f .x; y/ dx dy : (3.64)

Die Zufallsvariablen müssen mit Sicherheit irgendeinen Wert annehmen. Deswegen
muss auch hier das Integral über die Wahrscheinlichkeitsdichte auf P D 1 normiert
sein (3.7):

P."1 < x < 1; "1 < y < 1/ D
1Z

!1

1Z

!1
f .x; y/ dx dy D 1 : (3.65)

3.4.2 Kenngrößen

Die wichtigsten Kenngrößen einer zweidimensionalen Verteilung sind die Mittel-
werte, die Varianzen und die sogenannten Kovarianzen.

Die Mittelwerte von x und y werden wie in (3.13) berechnet:

hxi D
1Z

!1

1Z

!1
x # f .x; y/ dx dy (3.66)

hyi D
1Z

!1

1Z

!1
y # f .x; y/ dx dy : (3.67)

Die Varianzen werden entsprechend (3.19) berechnet:

V Œx! D "2
x D

1Z

!1

1Z

!1
.x " hxi/2 # f .x; y/ dx dy (3.68)

V Œy! D "2
y D

1Z

!1

1Z

!1
.y " hyi/2 # f .x; y/ dx dy : (3.69)

Für die Beschreibung der Korrelationen zwischen den Zufallsvariablen x und y füh-
ren wir die sogenannte Kovarianz zwischen x und y ein:

"xy D "yx D
1Z

!1

1Z

!1
.x " hxi/ # .y " hyi/ # f .x; y/ dx dy : (3.70)
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4.8. MEHRDIMENSIONALE VERTEILUNGEN 95

Schnitte durch f (x, y) heißen bedingte Wahrscheinlichkeitsdichten. Für einen gegebenen festen
Wert x = x0 ist die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte gegeben durch

f (y|x0) =
f (x0, y)∫
f (x0, y)dy

=
f (x0, y)
fy(x0)

.

Aus der Randverteilung fy(x) und der bedingtenWahrscheinlichkeitsdichte f (y|x) erhält man
die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte zurück:

f (x, y) = f (y|x) fy(x) .

Die Randverteilung fx(y) ist dann gegeben durch

fx(y) =
∫ ∞

−∞
f (y|x) fy(x)dx.

Abbildung 4.20: Beispiel einer zwei-
dimensionalen Wahrscheinlichkeitsdichte f (x, y).
Gezeigt sind Linien f (x, y) = konst.

Die Definitionen der Mittelwerte und Varianzen sind naheliegende Verallgemeinerungen des
eindimensionalen Falls:

⟨x⟩ = E [x] =
∫∫

x f (x, y)dx dy =
∫
x fy(x)dx (4.31)

⟨y⟩ = E [y] =
∫∫

y f (x, y)dxdy =
∫
y fx(y)dy (4.32)

V [x] =
∫∫

(x− ⟨x⟩)2 f (x, y)dxdy = σ2
x (4.33)

V [y] =
∫∫

(y− ⟨y⟩)2 f (x, y)dx dy = σ2
y . (4.34)

Zusätzlich führt man den Begriff der Kovarianz zwischen x und y ein

σxy = cov(x, y) =
∫∫

(x− ⟨x⟩) (y− ⟨y⟩) f (x, y)dx dy .

Die Kovarianz kann durch denKorrelationskoeffizienten ρxy ausgedrückt werden

σxy = ρxy

√
σ2
xσ2

y .

Er liegt zwischen+1 und−1. Wenn die zwei Variablen x und y voneinander unabhängig sind,
folgt ρxy = 0. Umgekehrt folgt aber nicht notwendigerweise, daß die beiden Variablen unkorre-
liert sind, wenn ρxy = 0 ist. Falls ρxy = +1 oder = −1 ist, besteht eine vollständige Korrelation
zwischen den zwei Variablen, und die eine kann durch ± die andere ersetzt werden. Um zu
beweisen, daß die Ungleichung

|ρxy| =
|σxy|√
σ2
xσ2

y

≤ 1 (4.35)

x

y

und entsprechend für y
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Korrelationsmatrix

Normiere Kovarianzmatrix, so dass die Diagonalelemente alle 1 sind:  

9

Korrelation in zwei Dimensionen

Kovarianzmatrix V 

Korrelationsmatrix: Transformiere V 
so, dass Diagonalelemente alle 1. 
Dann sind ρxy die Korrelations-
koeffizienten.

B
lobel/Lohrm

ann A
bschnitt 4.8

V =

✓
�2
x

�
xy

�
yx

�2
y

◆

⇢
xy

=
�
xy

�
x

�
y

�1  ⇢
xy

 1
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Beispiel: Gauß-Verteilung in n Dimensionen
Wahrscheinlichkeitsdichte der Gauß-Verteilung: 

In zwei Dimensionen:

P (~x, ~µ, V ) =

1

(2⇡)

n/2
p

|V |
exp

✓
�1

2

(~x� ~µ)

T
V

�1
(~x� ~µ)

◆

V =

✓
�2
1 ⇢ �1�2

⇢ �1�2 �2
2

◆

45

Gauß-Verteilung in mehreren Dimensionen

Kovarianzmatrix
  ρij : Korrelationskoeffizienten

μi=0
σi=1
ρ=0,7

2d Gauß

    2-dimensionalV �1 =
1

�2
1�

2
2(1� ⇢2)

⇥
✓

�2
2 �⇢ �1�2

�⇢�1�2 �2
1

◆

|V | = det(V ) = �2
1�

2
2 � (⇢�1�2)

2
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Fehlerfortpflanzung mit mehreren Variablen

Die lineare Transformation für x=(x1,…xn) und y=(y1,…ym)                   
ist gegeben durch: 

Erwartungswert: 

Allgemeine Messung: multivariate Verteilungsdichte fx(x1,x2, …. xn)                       
wird transformiert in fy(y1,y2, … ym): 

Für m=n gilt:

Blobel/Lohrmann 4.9.2

B =

0

BB@

@y1/@x1 ... @y1/@xn

@y2/@x1 ... @y2/@xn

...

@ym/@x1 ... @ym/@xn

1

CCA

f

x

(~x)dx1dx2...dxn

= f

y

(~y)dy1dy2...dym

f

y

(~y) = f

x

(~x)|J | |J| = det(B) 
Jacobi-Determinante

E[~y] = B · E[~x]

~y = B · ~x mit
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Fehlerfortpflanzung mit mehreren Variablen

Die lineare Transformation für x=(x1,…xn) und y=(y1,…ym)                   
ist gegeben durch: 

Erwartungswert: 

Für m≠n: Kovarianz-Matrix i.a. durch Näherung:

B =

0

BB@

@y1/@x1 ... @y1/@xn

@y2/@x1 ... @y2/@xn

...

@ym/@x1 ... @ym/@xn

1

CCA

V [~y] = B · E
⇥
(~x� h~xi)2

⇤
·BT

B · V [~x] ·BT

“Allgemeines Fehlerfortpflanzungsgesetz”

E[~y] = B · E[~x]

Blobel/Lohrmann 4.9.2

~y = B · ~x mit
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Fehlerfortpflanzung mit mehreren Variablen

Messung besteht häufig aus Kombination mehrerer Größen in eine 
einzelne y=y(x1,…. xn). B ist dann eine 1 x n Matrix  
Beispiel für m=1 und n=2: 

Falls die x1 …. xn unkorreliert, dann sind die σi≠j = 0, d.h. V ist diagonal

V [y] = B · V [~x] ·BT

=

✓
@y

@x1

@y

@x2

◆
·
✓
�

2
1 �12

�21 �

2
2

◆
·
 

@y

@x1
@y

@x2

!

=

✓
@y

@x1

◆2

�

2
1 + 2

@y

@x1

@y

@x2
�12 +

✓
@y

@x2

◆2

�

2
2

V [y
j

] = �

2
yj

=
nX

i=1

✓
@y

j

@x

i

◆2

�

2
xi

Fehlerfortpflanzungsgesetz  
für unkorrelierte Variablen xi 
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Konstruktion einer Kovarianzmatrix

Beispiel Praktikum: 3 Gruppen a 2 Personen, 6 Messungen 
Unsicherheiten gi der i=1…6 Messungen setzen sich zusammen aus: 

si   systematische Fehler der Messgeräte: korreliert innerhalb der  
     Gruppe, unkorreliert zwischen Gruppen 
fi     statistische Fehler der Messung: unkorreliert zwischen allen i 
ti   Theoriefehler: korreliert für alle Messungen 
gi   Gesamtfehler:   g2i = s2i + f2

i + t2i

V =

0

BBBBBB@

g21 s2 + t2 t2 t2 t2 t2

s2 + t2 g22 t2 t2 t2 t2

t2 t2 g23 s2 + t2 t2 t2

t2 t2 s2 + t2 g24 t2 t2

t2 t2 t2 t2 g25 s2 + t2

t2 t2 t2 t2 s2 + t2 g26

1

CCCCCCA
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PARAMETERSCHÄTZUNG
1.3
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Parameterschätzung

Wahrscheinlichkeitsverteilungen (z.B. Gauß-, Poisson und 
Binomialverteilung) sind durch “wahre” Parameter a charakterisiert 
Erinnerung: Eine PDF f(x) ist durch ihre Momente (Erwartungswert, Varianz 
und höhere vollständig bestimmt). 

Messungen von Verteilungen bestehen aus Stichproben,                    
d.h. aus n einzelnen Elementen x1, x2 … xn 

Aus der Stichprobe können Schätzwerte â für die Parameter der PDF 
bestimmt werden. 
Die Schätzwerte â sind selbst Zufallszahlen 

Forderungen an Methoden zur Bestimmung von Schätzwerten: 
Konsistenz:              limn→∞ â = a   

Erwartungstreue:     E(â) = a                              auch für n < ∞ (!) 

Effizienz:                  V(â) möglichst klein.   
Robust:                    Stabil gegen falsche Annahmen oder Daten                  
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Messdaten (Stichprobe)

10 Datenpunkte xi  
Annahme hier: Datenpunkte sind Gauß-verteilt und unkorreliert
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Beispiel: datavstheory.C
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Messdaten und Vorhersage

Vergleich Daten und Theorie 
Theorie dargestellt als Band (theoretische Fehler sind häufig korreliert)
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Beispiel: datavstheory.C



Statistische Methoden der Datenanalyse 2017 | Kurs 4022141 | Andreas B.Meyer, KIT und DESY2. Mai 2017 | Einführung (2)19

Messdaten und Vorhersage

Vergleich Daten und Theorie 
Welche Theorie beschreibt die Daten besser?
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Beispiel: datavstheory.C
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Gegeben eine Vorhersage: Wie gut stimmt sie mit den Daten überein ?  
Beispiel: Gewichtete Summe der Abstands- (auch: Residuen-) quadrate 
zwischen Daten (mit Werten xi  und Unsicherheiten σi) und 
Funktionswerten f(xi) 

Bei Gauß-förmig verteilten yi mit Unsicherheiten σi  folgt S einer χ2-
Verteilung mit n = N - k Freiheitsgraden 

Erw.wert: χ² = n       ⇒〈χ²/n = 1 

Varianz:   V[χ²]  = 2n

“Goodness of Fit” (am Beispiel: χ2 - Verteilung)

S = �

2 =
NX

i=1

✓
yi � f(xi, {p})

�i

◆2
N Messwerte yi 
k  Parameter p

7:3 !2-Methode 115

7.3.1 !2-Verteilung

Gegeben seien n unabhängige Zufallsvariablen z1; z2; : : : ; zn, die einer Gauß-Wahr-
scheinlichkeitsdichte mit dem Mittelwert ! D 0 und der Standardabweichung
" D 1 folgen. Wir nennen die Summe der Quadrate dieser Zufallsvariablen #2:

#2 !
nX

iD1

z2
i : (7.16)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte von #2 erhält man über die Faltung der n einzelnen
Wahrscheinlichkeitsdichten der zi . Die Berechnung wird in [1] vorgeführt, wobei
die Faltung wie im Abschn. 4.2 über die charakteristischen Funktionen durchgeführt
wird.

Als Ergebnis erhält man die sogenannte !2-Verteilung:

fn.#2/ D
1
2

!
!2

2

" n
2 !1

e! !2

2

$
#

n
2

$ : (7.17)

Die Anzahl n der Zufallsvariablen entspricht der Zahl der Freiheitsgrade.
Der Mittelwert der #2-Verteilung entspricht der Anzahl der Freiheitsgrade:

h#2i D n : (7.18)

Die Standardabweichung der #2-Verteilung lautet:

" D
p

2n : (7.19)

Die Position des Maximums liegt für n " 2 bei:

#2
max D n # 2 : (7.20)

35

 weitere Verteilungen:  χ2

xi standard-normalverteilt

 
 
    folgt der sogenannten

  χ2-Verteilung mit n Freiheitsgraden:

Anwendung: Summe der quadratischen Abweichung von Messwerten von einer Funktion, 

                            , folgt einer χ2-Verteilung (für Gauß-förmige Fehler σi, s. auch später: χ2-Anpassung)    
  
2

=∑
i=1

n  yi−t i
2

 i

2

Es gilt: χ2(n) + χ2(m) = χ2(n+m)  

 für große n ist  (χ2 - n)/√(2n) 
     standard-normalverteilt.

ROOT::Math::chisquared_pdf(x,n_f)ROOT::Math::chisquared_pdf(x,n_f)

Erwartungswert  

Varianz  
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dient zur Quantifizierung der 
Übereinstimmung 

Aussage, mit welcher 
Wahrscheinlichkeit ein größerer 
Wert für χ2 als der tatsächlich 
gemessene zu beobachten wäre 

Wahrscheinlichkeit für χ2/n  einen 
Wert > 1 zu beobachten ist ~40%  
(ziemlich unabhängig von n)

χ2 - Wahrscheinlichkeit

χ2 - Wahrscheinlichkeit  
für 2-22 Freiheitsgrade

χ2/nf - Wahrscheinlichkeit  
für 2-22 Freiheitsgrade

�2

Prob

=

Z 1

�2

fn(v)dv

= 1�
Z �2

0

fn(v)dv

Beispiele: chi2PDF.C  
oder chi2PDF-pyroot.py 
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Parameterschätzung (“kleinste Quadrate”)

Minimiere Summe der Abstandsquadrate: 
χ² / ndof = 17.6 / 8             (p-Wert: 2.4%) �

2 =
NX

i=1

✓
xi � µi

�i

◆2

Anpassung einer Funktion an die Daten: Lineare Funktion ax+b, d.h. 2 Parameter 

siehe auch C
ow

an A
bschnitt 7.3
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Parameterschätzung (“kleinste Quadrate”)

Minimiere Summe der Abstandsquadrate: 
χ² / ndof = 9.1 / 7                (p-Wert: 24%)

Anpassung einer Funktion an die Daten: Parabel ax2+bx+c, d.h. 3 Parameter 

�

2 =
NX

i=1

✓
xi � µi

�i

◆2
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Parameterschätzung (“kleinste Quadrate”)

Anpassung einer Funktion an die Daten: Polynom 3.Ordnung, d.h. 4 Parameter 
χ² / ndof = 8.9 / 6              (p-Wert: 17%)

Frage: Wieviel freie Parameter soll man nehmen?
   Antwort: möglichst wenige (hängt auch von Theorie ab) 
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Parameterschätzung (“kleinste Quadrate”)

Anpassung einer Funktion an die Daten: Polynom 7.Ordnung, d.h. 8 Parameter 
χ² / ndof = 3.7 / 2              (p-Wert: 15%)

“Overfitting”
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Parameterschätzung (“kleinste Quadrate”)

Anpassung einer Funktion an die Daten: Polynom 9.Ordnung, d.h. 10 Parameter 
χ² / ndof ~ 0. / 0 

Im Limit vieler Parameter geht der Fit i.a. sicher durch die Daten, 
aber man hat nichts gelernt (Anzahl der Parameter = Anzahl der Datenpunkte)
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Korrelation der Parameter

Betrachte erneut eine Geraden-Anpassung (in 2D) 

Ansatz: f(x) = p0 + p1 x 

Ergebnis: 
Parameter und χ2 siehe Abb. 

Kovarianz:      26.7     -5.07 
                        -5.07    1.27 
Korrelation:      1        -0.86 
                        -0.86    1 

Parameter p0 und p1 sind stark (anti-) korreliert! 
(Anschaulich: Größeres p0 verlangt kleineres p1, so dass f(x) die Daten 
noch beschreibt)

A.U.
1 2 3 4 5 6 7 8
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.
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120  / ndf 2χ  4.073 / 6
Prob   0.6668
p0        5.165± 31.44 
p1        1.127± 5.125 

 / ndf 2χ  4.073 / 6
Prob   0.6668
p0        5.165± 31.44 
p1        1.127± 5.125 

Beispiel: fitf1.C

(
( )

) siehe auch C
ow

an A
bschnitt 7.3
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Korrelation der Parameter

Betrachte erneut eine Geraden-Anpassung (2D) 

Ansatz: f(x) = p0 + p1 (x - 4) 

Ergebnis 
Parameter und χ2 siehe Abb. 
χ2, p-Wert, p1 unverändert (!) 

Kovarianz:      6.4       0.013 
                       0.013   1.27 
Korrelation:    1           0.004 
                       0.004   1 

Parameter p0 und p1 hier kaum noch korreliert 

     Dekorrelation durch geeignete Transformation der Koordinaten
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120  / ndf 2χ  4.073 / 6
Prob   0.6668
p0        2.542± 51.94 
p1        1.127± 5.125 

 / ndf 2χ  4.073 / 6
Prob   0.6668
p0        2.542± 51.94 
p1        1.127± 5.125 

(
( )

)

Beispiel: fitf1.C

siehe auch C
ow

an A
bschnitt 7.3
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Parameterschätzung: Zwischenstand

Messungen sind Stichproben aus einer (wahren) Verteilung 
Abweichungen der Messung vom wahren Wert durch Unsicherheiten  

Streuung (statistisch) 
Verzerrung (systematisch) 

Theoretische Vorhersage der wahren Verteilung von experimentell 
bestimmten Modellparametern abhängig 

→ Goodness-of-fit: Quantifizierung der Übereinstimmung von Daten 
und Vorhersage 

→ Parameterschätzung: systematische Prozedur zur Bestimmung 
einer möglichst kleinen Zahl von Modellparametern und deren 
Unsicherheit (beschrieben durch Kovarianz-Matrix)
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Parameterschätzung

Messung mit Fehlerbalken bedeutet: 
Beobachtung eines Messergebnisses, das einer Zufallszahl aus einer 
Verteilungsdichte um den wahren Wert entspricht

64

=
Messung mit
 Fehlerbalken

wahrer
 Wert

Parameteranpassung:  Vergleich Messung  ↔  Funktion 

Mess-
punkt

Wahrscheinlichkeits- 
verteilung um den  
wahren Wert

Übliche Darstellung Eigentliche Bedeutung

Fehlerbalken entspricht 
1σ der Gauß-Verteilung
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Welche der Verteilungen passt am besten zur Messung ?

65
Messung

Welche Verteilung passt am besten zu Messung ? 

Vergleiche Messung  
mit drei alternativen 
Gauß-Verteilungen
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65
Messung

Welche Verteilung passt am besten zu Messung ? 

LS: Least Squares:               
Kleinster Abstand zwischen 
Messung und Erwartungswert

32

LS: Least Squares Methode - kleinste Quadrate

Minimiere Abstand vom Sollwert
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ML: Maximum Likelihood:   
Maximale Wahrscheinlichkeit

33

65
Messung

Welche Verteilung passt am besten zu Messung ? 

Maximiere Höhe der PDF

ML: Maximum Likelihood
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Vergleich: ML und LS

65
Messung

Welche Verteilung passt am besten zu Messung ? 

Minimiere Abstand vom Sollwert

Maximiere Höhe der PDF

ML: Maximum Likelihood:   
Maximale Wahrscheinlichkeit 

LS: Least Squares:               
Kleinster Abstand zwischen 
Messung und Erwartungswert 

Für diese Messung: gleiches 
Ergebnis: µ=1, σ=1 bevorzugt
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Vergleich: ML und LS

65
Messung

Welche Verteilung passt am besten zu Messung ? 

Minimiere Abstand vom Sollwert

Maximiere Höhe der PDF

Im allgemeinen geben ML und LS unterschiedliche Ergebnisse!

ML: Maximum Likelihood:   
Maximale Wahrscheinlichkeit 

LS: Least Squares:               
Kleinster Abstand zwischen 
Messung und Erwartungswert 

Für diese Messung: gleiches 
Ergebnis: µ=1, σ=1 bevorzugt
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Welche Verteilung passt am besten zur Messung ?

65
Messung

Welche Verteilung passt am besten zu Messung ? 

36

Vergleich: ML und LS

Minimiere Abstand vom Sollwert

Maximiere Höhe der PDF

ML: Maximum Likelihood:   
Maximale Wahrscheinlichkeit 

LS: Least Squares:               
Kleinster Abstand zwischen 
Messung und Erwartungswert 

Läge der Messwert z.B. bei 3.5, so 
wäre (für diese drei Verteilungen): 

ML: µ=0, σ=2 
LS:  µ=1, σ=1

Im allgemeinen geben ML und LS unterschiedliche Ergebnisse!
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Likelihood-Funktion:  
Die Werte x = (xi, … xn) seien n unabhängige Messpunkte 
Das Produkt der Werte der Wahrscheinlichkeitsdichten P(x|a) 

hängt nur von den Parametern a ab. 

Maximum-Likelihood Prinzip: 
Der beste Schätzwert â für den Parametervektor a ist der, der die 
Likelihood-Funktion 𝓛(a) maximiert 
In der Praxis: minimiere den negativen Logarithmus:

75

Maximum Likelihood in der Praxis

Technische und theoretische Gründe:
        Minimiere den negativen Logarithmus der Likelihood-Funktion:

Likelihood-Gleichung definiert den Schätzwert 

Kombination (unkorrelierter !) Messungen oder Experimente einfach:

          multipliziere                                                             addiere
Likelihood-Funktionen                                   log-Likelihood-Funktionen

37

Maximum Likelihood

74

Maximum Likelihood- Prinzip

Likelihood-Funktion:
  Produkt der Werte der Wahrscheinlichkeitsdichten, P

i
,  für  n 

  unabhängige Messungen xi :

hängt nur noch von den Parametern a ab !

Maximum-Likelihood-Prinzip:
   Der beste Schätzwert  für den Parametervektor      ist der, 
   der die Likelihood-Funktion             maximiert 
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Der beste Schätzwert â für a liegt 
am Minimum Fmin von F(â) 

Fehlerabschätzung: 
Bestimmung des ±1σ Intervalls 
aus der  Bedingung                              
Fmin(â+σr,l) = F(â) + 0.5           
Die Unsicherheit kann direkt 
aus F(â) abgelesen werden. 

Allgemein: Varianz = 1/Krümmung      
bei mehreren Parametern: 

Beispiel hier: fast Gauß-förmige 
PDF. Für Gauß ist die 2.Abl. = const. 
und die Likelihood ist eine Parabel

38

6.3. DIE MAXIMUM-LIKELIHOOD-METHODE 131

(a)
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â

0.5
34
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Abbildung 6.3: Die negative Log-Likeli-
hood-Funktion F(a) für die Winkel-
verteilung (a) als Funktion des Parame-
ters a. Der beste Schätzwert â ist durch
das Minimum der Funktion Fmin defi-
niert. Die Werte des Parameters a mit
F(a) = Fmin + 0.5 definieren die 1σ-
Grenzen (Pfeile). Die erste Ableitung
dF/da in Abbildung (b) ist angenähert
linear. Die zweite Ableitung d2F/da2 in
Abbildung (c) ist im Bereich innerhalb
±1σ angenähert konstant, insbesondere
bei größeren Werten gibt es jedoch deut-
liche Abweichungen.

charakterisiert. Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist für Werte −1 ≤ x ≤ +1 bereits richtig nor-
miert, und kann so direkt in der negativen Log-Likelihood-Funktion verwendet werden

F(a) = −
n

∑
i=1

ln
1

2
(1+ axi) .

In diesem Fall kann das Minimum von F(a) direkt dem Verlauf von F(a) gegen a entnommen
werden. Abbildung 6.3 zeigt als Beispiel die Funktion F(a) für eine Stichprobe von Meßwer-
ten, die durch eine Monte Carlo-Simulation mit dem wahren Wert des Parameters a0 = 0.25
gewonnen wurden. Außerdem sind die erste und zweite Ableitung nach a gezeigt. Die zweite
Ableitung ist nahezu konstant, d.h. die Kurve ist näherungsweise eine Parabel und die zu-
gehörige Likelihood-Funktion ist näherungsweise gaußisch.

Beispiel 6.6 Mittelwert einer Gauß-Verteilung.

In diesem Beispiel wird angenommem, daß die Meßwerte xi bekannte Werte ihrer Standard-
abweichung σi haben, die im übrigen alle verschieden sein können. Die Gauß-Wahrscheinlich-
keitsdichte ist

f (xi|a) =
1√
2πσi

· exp
[
− (xi − a)2

2σ2
i

]
.

In diesem Fall bedeutet der Parameter a denMittelwert. Die negative Log-Likelihood-Funktion
ist

F(a) = konst+
1

2

n

∑
i=1

(xi − a)2

σ2
i

. (6.4)

Blobel/Lohrmann Abbildung 6.3

Maximum Likelihood

(cov

�1
)ij = @2F/@ai@aj

1.Abl. = 0 bei â

2.Abl. ≈ const. 
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Für Gauß-förmig verteilte Messungen sind LS und ML äquivalent: 

Gauß-PDF: 

Der negative Logarithmus dieser Likelihood,                                      , 
ist:                                         

Also: 

Die χ2-Methode ist ein (wichtiger) Spezialfall der ML Methode, nämlich 
für die Annahme Gaußischer Unsicherheiten der Messwerte

Vergleich: ML und LS

f(xi|a) =
1p
2⇡�i

· exp

� (xi � a)

2

2�

2
i

�

F (a) = � ln
Y

i

f(xi|a)

konstant bzgl. a

77

Zusammenhang  -ln L und χ2  

Fehlerbestimmung:

              |Δ (-ln L)|  Δχ2

____________________________

   1σ       |   0.5      |   1 

   2σ       |   2.0      |   4 

   3σ       |   4.5      |   9 

   n σ      |   n2/2    |   n2

Für Gauß-förmig um f(xi; a) verteilte Messungen yi  ist die

        χ2 Methode äquivalent zur -lnL-Methode : 

χ2

const. bzgl. a

Minimieren von -ln L ↔ Minimieren von χ2   

   
                        ∆(-ln L)   =  ½ ∆χ2      

              ∂2(-ln L) / ∂ai∂aj  = ½ ∂χ2 / ∂ai∂aj

Bei anderen als Gauß-förmigen Fehlerverteilungen ist χ2 eine eigenständige Methode; 

  - bei unbekannter Fehlerverteilung haben wir keine bessere

  - χ2 ist optimal für die Anpassung von Linearkombinationen von Fit-Funktionen
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χ2
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Bei anderen als Gauß-förmigen Fehlerverteilungen ist χ2 eine eigenständige Methode; 

  - bei unbekannter Fehlerverteilung haben wir keine bessere

  - χ2 ist optimal für die Anpassung von Linearkombinationen von Fit-Funktionen
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2
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Fehlerbestimmung: Δ(-ln L) und Δχ2:        
in Quantilen der Gauß-Verteilung

Vergleich: ML und LS

Maximum Likelihood Kleinste Quadrate

Methode Höhe der PDF Abweichung vom Mittelwert

Voraussetzungen PDF ist bekannt Mittelwert und Varianz

Effizienz maximal maximal bei linearen 
Problemen

Komplexität aufwändig oft exakt analytisch lösbar

Güte der Anpassung nein ja:χ2-Wahrscheinlichkeit

Robustheit nein nein

Δ(-ln L) Δχ2

1σ 0.5 1

2σ 2.0 4

3σ 4.5 9
nσ n2/2 n2
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AUSBLICK
1.4
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Konfidenz-Intervalle

Frequentistische Sichtweise: Es existiert ein fester wahrer Wert a. Das 
Konfidenz-Intervall zu einem Konfidenz-Niveau CL=p% enthält den 
wahren Wert a in p% aller Fälle. 
Annahme bisher: Schätzwert â ist Gauß-verteilt um wahren Wert a → 
Angabe des Intervalls in Einheiten der Standardabweichung σ

“Punktschätzer”
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Betrachte ein 2-seitiges 68%-Konfidenz-Intervall für Gauß-förmige PDF  und 
Messwert m0  
Untere Intervall-Grenze m1: Für einen wahren Wert m1 ist die Wahrscheinlich-
keit einen Wert m0  oder größer zu messen (1– 0.68)/2 = 16%  
Obere Intervall-Grenze m2: Für einen wahren Wert m2 ist die Wahrscheinlich-
keit einen Wert m0  oder kleiner zu messen (1– 0.68)/2 = 16%

43

Konfidenz-Intervalle

“Intervallschätzer”

Gauß-Verteilung:  
m21 = m0 ± σ

 Das Intervall [m1, m2]  
 soll den wahren Wert  
 in 68% aller Fälle ent- 
 halten
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Konfidenz-Intervalle

Nicht immer Gauß-verteilt: Beispiel: Poisson-Verteilung mit n=9 

Für eine Messung von n=9 bekommt man ein 90% Konfidenz-Intervall  
(5% oben und 5% unten) von µu = 4.7 und µo = 15.7, asymmetrisch. 
(Vergleich Annahme Gauß-PDF für n=9: 9 ± 1.645⋅√9 = 9 ± 4.9)

“Intervallschätzer”

B
lobel/Lohrm

ann A
bbildung 6.7
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Hypothesentests

Verwende statistische Methoden zur Entscheidungsfindung 

Beispiele: 
Gibt es eine globale Erwärmung ? 
Wirkt ein Medikament wirklich ? 
Gibt es einen Unterschied bei Prüfungsergebnissen von 
verschiedenen Gruppen (Studienfach, Geschlecht, Jahrgang, 
Herkunft …)? 
Werden Vorlesungen durch Evaluation besser ? 
Soll ich morgen einen Regenschirm mitnehmen ? 
Welche Werbung zeige ich Personen, die eine Webseite 
besuchen? 

Allgemein: Vergleich der Daten mit Hypothesen Hi
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Hypothesentests

Hypothesen werden durch PDF einer Prüfgröße t beschrieben. 
Quantitative Auswertung liefert Entscheidung (mit definiertem p-Wert) 

Prüfgrößen für zwei Hypothesen: Wahl von t0 bestimmt Entscheidung
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Klassifikation

Gehört ein Ereignis zu einer von zwei oder mehreren Klassen, z.B. 
Signal oder Untergrund ? 
Zufallsereignis beschrieben durch n Zufallsvariable x1, …. xn 

Klasse k beschrieben durch PDF fk(x1, …. xn)

Gehört Punkt x  
           zu Klasse 0 oder 1?

x
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Multivariate Verfahren und Maschinelles Lernen

Maschinelles Lernen: Optimaler 
Klassifikator wird algorithmisch 
ermittelt.  
Besonders wichtig bei nicht-linearen 
Methoden 
Diese Vorlesung: Focus auf 
Supervised Learning (Lernen 
anhand von vorklassifizierten Daten)

“Schnitte von Hand”

Lineare VerfahrenNicht-lineare Methoden
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Zusammenfassung

Fehlerfortpflanzung 
Korrelationen 
Goodness of Fit 
Parameterschätzung: Maximum-Likelihood und kleinste Quadrate 

Ausblicke 
Hypothesentests 
Konfidenz-Intervalle 
Klassifikation 
Messen, Entfalten und Systematischer Fehler 

Am 9.5.: Zufallszahlen und die Monte-Carlo Methode


