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Welche Verteilung passt am besten zur Messung ?

65
Messung

Welche Verteilung passt am besten zu Messung ? 
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Gauß-Verteilung in mehreren Dimensionen

Kovarianzmatrix
  ρij : Korrelationskoeffizienten

μi=0
σi=1
ρ=0,7

2d Gauß

    2-dimensional
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Korrelationsmatrix

Normiere Kovarianzmatrix, so dass die Diagonalelemente alle 1 sind:  

2

Korrelation in zwei Dimensionen

Kovarianzmatrix V 

Korrelationsmatrix: Transformiere V 
so, dass Diagonalelemente alle 1. 
Dann sind ρxy die Korrelations-
koeffizienten.
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Beispiel: Gauß-Verteilung in n Dimensionen
Wahrscheinlichkeitsdichte der Gauß-Verteilung: 

Nicht-Diagonalelemente von V erzeugen Korrelation 
In 2 Dimensionen:
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Gauß-Verteilung in mehreren Dimensionen

Kovarianzmatrix
  ρij : Korrelationskoeffizienten

μi=0
σi=1
ρ=0,7

2d Gauß
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Fehlerfortpflanzung mit mehreren Variablen

Messung besteht häufig aus Kombination mehrerer Größen in eine 
einzelne y=y(x1,…. xn). B ist dann eine 1 x n Matrix  
Beispiel für m=1 und n=2: 

Falls die x1 …. xn unkorreliert, dann sind die σi≠j = 0, d.h. V ist diagonal

V [y] = B · V [~x] ·BT
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Fehlerfortpflanzungsgesetz  
für unkorrelierte Variablen xi 
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Gegeben eine Vorhersage: Wie gut stimmt sie mit den Daten überein ?  
Beispiel: Gewichtete Summe der Abstands- (auch: Residuen-) quadrate 
zwischen Daten (mit Werten xi  und Unsicherheiten σi) und 
Funktionswerten f(xi) 

Bei Gauß-förmig verteilten yi mit Unsicherheiten σi  folgt S einer χ2-
Verteilung mit n = N - k Freiheitsgraden 

Erw.wert: χ² = n       ⇒〈χ²/n = 1 

Varianz:   V[χ²]  = 2n

“Goodness of Fit” (am Beispiel: χ2 - Verteilung)
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7:3 !2-Methode 115

7.3.1 !2-Verteilung

Gegeben seien n unabhängige Zufallsvariablen z1; z2; : : : ; zn, die einer Gauß-Wahr-
scheinlichkeitsdichte mit dem Mittelwert ! D 0 und der Standardabweichung
" D 1 folgen. Wir nennen die Summe der Quadrate dieser Zufallsvariablen #2:

#2 !
nX

iD1

z2
i : (7.16)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte von #2 erhält man über die Faltung der n einzelnen
Wahrscheinlichkeitsdichten der zi . Die Berechnung wird in [1] vorgeführt, wobei
die Faltung wie im Abschn. 4.2 über die charakteristischen Funktionen durchgeführt
wird.

Als Ergebnis erhält man die sogenannte !2-Verteilung:
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Die Anzahl n der Zufallsvariablen entspricht der Zahl der Freiheitsgrade.
Der Mittelwert der #2-Verteilung entspricht der Anzahl der Freiheitsgrade:

h#2i D n : (7.18)

Die Standardabweichung der #2-Verteilung lautet:

" D
p

2n : (7.19)

Die Position des Maximums liegt für n " 2 bei:

#2
max D n # 2 : (7.20)

35

 weitere Verteilungen:  χ2

xi standard-normalverteilt

 
 
    folgt der sogenannten

  χ2-Verteilung mit n Freiheitsgraden:

Anwendung: Summe der quadratischen Abweichung von Messwerten von einer Funktion, 

                            , folgt einer χ2-Verteilung (für Gauß-förmige Fehler σi, s. auch später: χ2-Anpassung)    
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Es gilt: χ2(n) + χ2(m) = χ2(n+m)  

 für große n ist  (χ2 - n)/√(2n) 
     standard-normalverteilt.

ROOT::Math::chisquared_pdf(x,n_f)ROOT::Math::chisquared_pdf(x,n_f)

Erwartungswert  

Varianz  
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Parameterschätzung

Beispiel: Geraden-Anpassung (2 Parameter) 

Ansatz: f(x) = p0 + p1 x 

Ergebnis: 
χ2/ndof: 4.1/6, p-Wert: 66% 

Kovarianz:      26.7     -5.07 
                        -5.07    1.27 
Korrelation:      1        -0.86 
                        -0.86    1 

Bemerke: Parameter p0 und p1 sind stark (anti-) korreliert! 
(Anschaulich: Größeres p0 verlangt kleineres p1, so dass f(x) die Daten 
noch beschreibt)
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Prob   0.6668
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p1        1.127± 5.125 

 / ndf 2χ  4.073 / 6
Prob   0.6668
p0        5.165± 31.44 
p1        1.127± 5.125 
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dient zur Quantifizierung der 
Übereinstimmung 

Aussage, mit welcher 
Wahrscheinlichkeit ein größerer 
Wert für χ2 als der tatsächlich 
gemessene zu beobachten wäre 

Wahrscheinlichkeit für χ2/n  einen 
Wert > 1 zu beobachten ist ~40%  
(ziemlich unabhängig von n)

χ2 - Wahrscheinlichkeit
χ2 - Wahrscheinlichkeit  
für 2-22 Freiheitsgrade

χ2/nf - Wahrscheinlichkeit  
für 2-22 Freiheitsgrade

In Root: TMath:chisquared_cdf()
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Quantile der Gauß-Verteilung

Angabe von Konfidenz- und Signifikanz-Niveaus durch Quantile der 
Gauß-Verteilung: Statt p-Wert wird häufig “sigma” verwendet 
Äquivalente Wahrscheinlichkeit einer Normalverteilung ausgedrückt in 
Einheiten der Standardabweichung σ
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Likelihood-Funktion:  
Die Werte x = (xi, … xn) seien n unabhängige Messpunkte 
Das Produkt der Werte der Wahrscheinlichkeitsdichten P(x|a) 

hängt nur von den Parametern a ab. 

Maximum-Likelihood Prinzip: 
Der beste Schätzwert â für den Parametervektor a ist der, der die 
Likelihood-Funktion 𝓛(a) maximiert 
In der Praxis: minimiere den negativen Logarithmus:

75

Maximum Likelihood in der Praxis

Technische und theoretische Gründe:
        Minimiere den negativen Logarithmus der Likelihood-Funktion:

Likelihood-Gleichung definiert den Schätzwert 

Kombination (unkorrelierter !) Messungen oder Experimente einfach:

          multipliziere                                                             addiere
Likelihood-Funktionen                                   log-Likelihood-Funktionen

9

Maximum Likelihood

74

Maximum Likelihood- Prinzip

Likelihood-Funktion:
  Produkt der Werte der Wahrscheinlichkeitsdichten, P

i
,  für  n 

  unabhängige Messungen xi :

hängt nur noch von den Parametern a ab !

Maximum-Likelihood-Prinzip:
   Der beste Schätzwert  für den Parametervektor      ist der, 
   der die Likelihood-Funktion             maximiert 
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Fehlerbestimmung: Δ(-ln L) und Δχ2:        
in Quantilen der Gauß-Verteilung

Vergleich: ML und LS

Maximum Likelihood Kleinste Quadrate

Methode Höhe der PDF Abweichung vom Mittelwert

Voraussetzungen PDF ist bekannt Mittelwert und Varianz

Effizienz maximal maximal bei linearen 
Problemen

Komplexität aufwändig oft exakt analytisch lösbar

Güte der Anpassung nein ja:χ2-Wahrscheinlichkeit

Robustheit nein nein

Δ(-ln L) Δχ2

1σ 0.5 1

2σ 2.0 4

3σ 4.5 9
nσ n2/2 n2�(� lnL) =

1

2
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