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Vorlesungsprogramm A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

B Einflihrung: Uberblick und grundlegende Konzepte (1)
) Einfiihrung: Uberblick und grundlegende Konzepte (2) A.MEYER
@ Zufallszahlen und Monte-Carlo Methoden

B Hypothesentests (1)

B Parameterschatzung

B Parameterschatzung (Goodness-of-fit)

B Optimierungs- und Parametrisierungsmethoden

R.ULRICH

B Konfidenzintervalle

B Hypothesentests (2)

B Klassifikation

B Klassifikation A.MEYER
B Klassifikation

B Messen und Entfalten

B Systematische Unsicherheiten
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2. Zufallszahlen und Monte Carlo Methoden A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

¥ Grundsatzliches 2.1
B Beispiele und Anwendungen DIE MC METHODE

B Gleichverteilte (Pseudo-)Zufallszahlen 2.2
B Tests und Eigenschaften ZUFALLSZAHLEN
W Verfahren zur Erzeugung von Verteilungen 2.3

ERZEUGUNG VON

B Korrelierte Zufallszahlen VERTEILUNGEN

B Literatur:

B Blobel/Lohrmann: Statistische und numerische Methoden der
Datenanalyse (Kap. 5)

W Bohm/Zech: Einfiihrung in die Statistik und Messwertanalyse (Kap. 4)
W) Brandt: Datenanalyse (Kap. 4)
B Cowan: Statistical Data Analysis (Kap. 3)
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2.1
DIE MONTE-CARLO METHODE
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Monaco

Fermi, Ulam, van Neumann, Metropolis, ...

Ursprung in den 1940er Jahren: siehe z.B. hitp://lib-www.lanl.gov/la-pubs/00326866.pdf
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Die Monte Carlo Methode A\‘(IT

Institut far Technologie

W Auf (Pseudo-)Zufallszahlen basierende numerische Methode

B Bestimmung der Eigenschaften von Verteilungen von Zufallszahlen
(PDF), z.B. fur Messgrof3en in Experimenten

B Losung viel-dimensionaler Integrale (Transport-, Differential und Integral-
Gleichungen)

¥ Beispiele bisher: Wiirfel, Fehlerfortpflanzung, Wettervorhersage,
Ziegenproblem

M Vorteile der Methode:
¥ Einfache Formulierung der Problemstellungen
¥ Unabhangige Kontrolle analytischer Lésungen
¥ Kontinuierliche Verbesserung der Genauigkeit (mit mehr CPU)

W Aus der Teilchenphysik ist MC nicht wegzudenken:

¥ Simulation von Physik-Ereignissen und Detektoreigenschaften

B Entwerfen und Planen von Experimenten

B Test von Analyse-Methoden (statistische Tests / “Pseudo-Experimente”)
# Matrix-Elemente und Phasenraum-Integrale
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Grundsatzliches Verfahren A\‘(IT
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¥ Erzeuge Folge von Zufallszahlen ry, r, ... rm gleichverteilt in ]0,1]

W) Transformiere riin xi= X1, ... Xm, 15[
so dass x; der gewlnschten ) oo & o
Verteilungsdichte f(x) folgen. 1DI_= Ne y o0 0
0.5 [ | » ) T _ . & o
B Aus den x; werden dann Eigen- R W I
schaften von f(x) bestimmt, z.B. e " N %o -
das Integral o/® f(x)dx = Anteil der "% w0 20 30

Xi mit a<xi<b
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Beispiel: Bestimmung der Flache eines Kreises A\‘(IT
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B Rot: Punkte, fir die x?+y? < 1

B Ersetzt Quadratur des Kreises: Pi — 3 31 31 31

Verhaltnis der roten Punkte zur

Circle accepted random numbers
Gesamtzahl aller Punkte :

h2fPiac
entspricht Verhaltnis der 0.915_ Pl .
Flachen von Viertelkreis und L Eﬂ?y S
Quadrat 0.75_ y 0.2674
o
N =10% 3.313131 05F-
o4l
0.35—
0.25—
0.1;—
R e e e e e e

Beispiele: calc_pi.C animate pi.py
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Beispiel: Bestimmung der Flache eines Kreises A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

B Rot: Punkte, fir die x?+y? < 1

W Ersetzt Quadratur des Kreises: Pi = 3 1 231 23

Verhaltnis der roten Punkte zur

Circle accepted random numbers
Gesamtzahl aller Punkte £

. . . 1 —— h2fPiac
entspricht Verhaltnis der v eanx 04041
Flachen von Viertelkreis und /i
drat 0.8f- RMS y - 0.2584
Quadra i y
ok
N =10% 3.313131 °-5§_ e
N =103 3.123123 0.4?‘ gk
o.3§¢ .
0.2% o
0.12—
R

Beispiele: calc_pi.C animate pi.py

10 9. Mai 2017 | 2. Zufallszahlen und Monte Carlo Methoden Statistische Methoden der Datenanalyse 2017 | Kurs 4022141 | Andreas B.Meyer, KIT und DESY



Beispiel: Bestimmung der Flache eines Kreises A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

B Rot: Punkte, fir die x?+y? < 1

W Ersetzt Quadratur des Kreises: Pi=3.144714

Verhaltnis der roten Punkte zur ,

Gesamtzahl aller Punkte o f)lrcle accepted random numbers R
entspricht Verhaltnis der e
Flachen von Viertelkreis und

Quadrat

Meanx-0.4247
| Meanyi 0 4237
iRMSx 0.2642
[-FMS.y “0.2635

0.9

0.8

0.7

0.6

N =102 3.313131 05
N =103% 3.123123 04
N =10% 3.144714 o2

0.2

0.1f

0 R ST AT TCH AL Sl S b Tl PO o v WG s SO i o PR U TV M Ve e TP e Y o S

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Beispiele: calc_pi.C animate pi.py
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Beispiel: Bestimmung der Flache eines Kreises ﬂ(".

B Rot: Punkte, fiir die x?+y? < 1

B Ersetzt Quadratur des Kreises:
Verhaltnis der roten Punkte zur

Gesamtzahl aller Punkte
entspricht Verhaltnis der

Flachen von Viertelkreis und

Quadrat

N =102 3.313131
N =103% 3.123123
N =10% 3.144714
N = 10° 3.137591
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Pi = 3.137591

Circle accepted random numbers

S ——

Beispiele: calc_pi.C animate pi.py
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Beispiel: Bestimmung der Flache eines Kreises A“(IT

B Rot: Punkte, fir die x?+y? < 1

B Ersetzt Quadratur des Kreises:

Verhaltnis der roten Punkte zur
Gesamtzahl aller Punkte
entspricht Verhaltnis der
Flachen von Viertelkreis und
Quadrat

N =102 3.313131
N =103% 3.123123
N =10% 3.144714
N = 10° 3.137591
N = 10°: 3.141067
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Pi =3.141067

Circle accepted random numbers

———. . L___hofPiac

: — 85266
).4241
).4246
).2642
).2643

02 03 04 05 06 07 08 09 1

Beispiele: calc_pi.C animate pi.py
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Beispiel: Bestimmung der Flache eines Kreises A“(IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

3.22

3.2

3.18

3.16

3.14

3.12

3.1

3.08

3.06

|III|III|III|III|II]|Illlllllllllllllll

A

102

3.04

N

Beispiel: calc_pi.C
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Beispiel: Schnittvolumen eines Kegels mit einem Torus A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

W Definiere Quader, der Schnittvolumen einschlief3t |
¥ Erzeuge zufillig gleichverteilte Punkte im I\

Quadervolumen / \
W Teste, ob Punkt im Schnittvolumen liegt, also im \

Torus und im Kegel. | \
¥ Zahle Zahl der Punkte im Schnittvolumen. __)

Verhaltnis der Punkte zur Gesamtzahl der

Versuche entspricht dem Verhaltnis des
Schnittvolumens zum Quadervolumen

B Extrem einfache Rechenvorschrift |
¥ Funktioniert auch fir viel-dimensionale Probleme

Statistischer Fehler (Binomialverteilung).
Genauigkeit steigt mit YN
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Berechnung von Integralen A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

¥ Erwartungswert von ¢(x) fiir eine ZW|schen a und b gleichformige PDF:

/ - ¢(x)dz = (b— a) ()

W Fir N gleichverteilte Zufallszahlen x; [a,b] und N grof3 geht der
Mittelwert gegen den Erwartungswert

o
=5 2_ i
B Also ist: =1

/¢ )dz ~ (b — a)— Zgbaﬁz

=1 Blobel/Lohrmann Abschnitt 5.6
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Berechnung von Integralen A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

N

I = / ¢(x)dx ~ (b — a)% > ()

1=1

B Varianz von Iyc:

V(Iye) =01, =V

b—a
N Z¢($z):|

]
R
S

= |
S
~——

<

(Zentraler Grenzwertsatz) — V [¢($z )]

B V[/nc] ist proportional zu V[@] und 1/N
B D.h Genauigkeit o verbessert sich mit /NN | g X 1/\/ N

¥ Gilt auch fiir mehrdimensionale Integrale

Blobel/Lohrmann Abschnitt 5.6
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Vergleich MC-Methode mit Trapezregel A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

W) Trapezregel: Integration durch Summation tber Funktionswerte fin n
Intervallen der Lange h=(b-a)/n

Ir = h(gfot fit o+ fact 5 10)

B Abschatzung des Fehlers Alr (durch Taylor-Entwicklung von / und /I7):
— In einer Dimension: n Intervalle pro Dimension

Alrnimmt mit 7/n?2=n2 ab

— In d Dimensionen: n"d= /n Intervalle pro Dimension
Alrnimmt mit 1/n?d = n-24d ab.

B MC-Methode ist dann besser, wenn gilt: -2/d < -1/2, also fir d > 4

In hochdimensionalen Raumen ist Monte Carlo Integration anderen

Methoden Uberlegen

Blobel/Lohrmann Abschnitt 5.6
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MC-Methode: Einige Beispiele und Anwendungen A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

¥ Matrix-Elemente und Phasenraum-Integrale

¥ Vollstandige Simulation von Physik-Ereignissen und Detektor

¥ Test und Optimierung von Analyse-Methoden (verdeckte Analyse)
¥ Design von Experimenten

¥ Korrekturfaktoren, Untergrundabschatzungen

B Statistische Tests / Pseudo-Experimente
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Beispiel: Berechnung eines Wirkungsquerschnitts A\‘(IT

Institut far Technologie

Dy, My

Matrixelement >C><

(2m)* | M’ Py
4\/(p1p2)2 — m%m% Flussfaktor

xd®,, (p1 + p2; P3.--Pnt2)

Phasenraum

P3, Iy

p n+2’ mn+2

® Multidimensionales Integral, analytische Integration nur in einfachsten
Fallen moglich.

¥ Hadron-Kollisionen (z.B. LHC): Zuséatzlich Integration liber
Anfangszustande (Partonverteilungsfunktionen)

Z / dxlda:gfi(a:l, Q2)fj ($27 Qz)a-(QQ)
]
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Karlsruher Institut far Technologie

Beispiel: Detektorsimulation A“(IT

B Simulation der Zahl der Elektronen in der letzten Stufe einer
“Sekundarelektronenvervielfacher-Rohre” (Photomultiplier)

vakuumdichler
Kathode ‘ ung. Dynoden lGlasholbcn
/}.y i ’ | . Anode
1Y T |
[ |
oHo ol ol aololol o
Spannungsteider 1

B Zahl der an einer Dynode ausgeldsten Elektronen folgt einer Poisson-
Verteilung

) Signal: Zahl der Elektronen an der Anode

B Hoher Rechenaufwand bei grofter Anzahl von Teilchen — Parametrisierung
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Beispiel: Teilchenphysikexperiment A\‘(IT

Karlsruher Institut far Technologie
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Beispiel: Faltungsintegral A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

W Detektorauflésung wird i.a. durch ein Faltungsintegral beschrieben:
Statt des wahren Werts x wird ein durch Auflosungseffekte t(x,x’)
verschmierter Wert X’ gemessen.

¥ In der Praxis werden Messwerte durch eine groRe Zahl von Einzel-
Effekten verfalscht (Auflosung, Rauschen, Digitalisierung,
systematische Effekte usw.) d.h. die zu bestimmenden
Faltungsintegrale sind hochdimensional.

¥ Bei der MC-Simulation werden die Effekte der Reihe nach aufaddiert.
Serie von Faltungsintegralen wird zu einer Summe von Zufallsvariablen
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Beispiel: Detektorakzeptanz ﬂ(".

Karlsruher Institut far Technologie

" CMS Spurdetektor

7~ -~

-is 1.3 -1 02 27 05 23 ot o3 as
~ ~ ~ N N\ \ ] \ 1 ! / 7/
v

B Vollstandige Simulation von
B Physik-Prozess

B Detektorgeometrie,
Ansprechverhalten und
Auflosung

ermoglicht Messung, Korrektur
far Verluste und Abschatzung
der systematischen Fehler

n = - In tan(6/2)
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2.2
ZUFALLSZAHLEN
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Erzeugung von Pseudo-Zufallszahlen A\‘(IT
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® Computer liefern deterministische Zahlenfolgen “Pseudo”-Zufallszahlen:
¥ Mdoglichst gute Verteilung (unkorrelierte Folgen)
¥ Lange Periode
¥ Schnelle Erzeugung

B Reproduzierbarkeit (fiir vorgegebenen Startwert)

¥ Einfachster Algorithmus:
Xn = (@ Xn-1) mod 2K (wanhlt die letzten k bits aus, d.h. bit-weises UND mit 2¢-1)

B Allgemeiner und besser: (“linear kongruenter Generator, LCG”)
Xn = (@ Xn-1+ ¢) mod m
Dann ist un = xo/m gleichverteilt im Intervall [0,1]

¥ Periode ist hochstens m. Die Parameter a und ¢ missen geeignet
gewahlt werden.

Blobel/Lohrmann Abschnitt 5.2
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Zufallszahlen mit LCG

¥ Sind diese Zufallszahlen gut?

B Gibt es Korrelationen zwischen
aufeinanderfolgenden Zahlen?

B Betrachte k-tuples (d.h. Paare, Tripletts,
...) von n benachbarten Zahlen

B Allgemein gilt fur LCG: k-Tuple
aufeinander folgender Zahlen liegen auf

k-1 dimensionalen Hyperebenen.
G.Marsaglia, PNAS 1968 61(1) 25-28

B Gute Wahl von a,c und m liefert
gleichmaldige Verteilung der Ebenen

siehe z.B. Brandt, Datenanalyse Beispiel: myrand.C
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Mersenne-Twister Algorithmus A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie
Matsumoto, Nishimura (1998)

M basiert auf Mersenne-Primzahlen
(2"-1)

B Zustand wird beschrieben durch
624 Integer Zahlen (32 bit), die als
Startwerte mit einem einfachen
Generator initialisiert werden
konnen.

¥ Extrem lange Periode
(219937_1 ~ 106000)

¥ Gute Gleichverteilung bis zu 623
Dimensionen (bewiesen)

B Hinreichend schnell

Root-Klasse TRandom3
Standard-Generator in Python

Beispiel: mertwist.C
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Tests fur Zufallszahlengeneratoren A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

W Trivialer Test: Histogram der Zufallszahlen und Anpassung. Summe der
Abstandsquadrate x?2 sollte nahe 1/d.o.f sein

B Moderne, avancierte Tests:

¥ G.Marsaglia: “Die-Hard Battery of Tests of Randomness” (1995)
15 verschiedene Tests (einschl. eines Satzes von guten Zufallszahlen)

B P.L.Ecuyer und R.Simard: TestU01 (2007)
Small Crush (10 Tests), Crush (96 Tests), Big Crush (106 Tests)
http://dl.acm.org/citation.cfim?doid=1268776.1268777

¥ Es gibt Generatoren, die TestU01 Gberstehen.
¥ Ergebnisse fir Mersenne-Twister:
W erfiillt nicht alle Tests der “Big Crush” Suite
B gilt inzwischen als kryptographisch unsicher, da vorhersagbar

Diese Einschrankungen von MT sind aber fur unsere Zwecke nicht relevant
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Quasi-Zufallszahlen A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

B Eine gleichmaRigere Abdeckung eines n-dimensionalen Raumes als mit
Pseudo-Zufallszahlen lasst sich mit Quasi-Zufallszahlen erreichen

W Pseudo-Zufallszahlen “klumpen”

1.0 1,_:. - ' HEP L B . Mersenne- 1.0 . . ! " — — . SObOI_

) .
‘.'ﬁ ... - '; T d . : Lt ".' e ” P T .t - .
v v s . e o .ot A P St ‘et et
Cec s Twiste
e er e, TWISter S T T Sequenz
R 2 R sl R R T L S IR M
A Sl e ORI . . .o .
D.BF. 1. e S : I
. . v . . . 20 . 0.8
t rep i - g
: .8 . B
Prod I A
. . "
JB6FN . .2 - LA L R - s bt et e -.“_. Tl el e .
e, Sy ..-...-._ - Rt I _'.‘_-. i 0~G—_.",.. JCEL e e L e,
. e 2 g -
-~ . - . . .-
. o sesn T -, . K N N w ‘.t .
«® . . " . e e e . e . . ™ . e S e, "t o, P LR
D.4F" <. e St e e et . - e, " L e e .
.:'.' "_.'_..-_’_' ., '.-_'.'.' ‘_' '_z":."..p-' L e L . 0.4 . .. ot . |
. ] . . . .
_"‘; . o Rt ~ . Sl e T e T e e e
" . . . " Y -
. . %" - .
e T et . See o gy D TP . ot I P 1
e P e e et T, s e ., TN fae * - * *
. .~
. . vy v
. -3 .
2 . e e
o ot .'... H
. y oo

3. A S P e L ST A .. I L R S L T I PP I T
%.O 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0'8.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

B Konvergenz ~1/N, besser als fiir Pseudo-Zufallszahlen
¥ Quasi-Zufallszahlen sind korreliert. Nur fir Integration!
B Sequenz muR fortgesetzt werden. Dimension nachtraglich nicht veranderbar

S.Press et al
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2.3
ERZEUGUNG VON
VERTEILUNGEN
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Beliebig verteilte Zufallszahlen

® Von Neumann’sches Riickweisungs-
verfahren (“Wegwerfmethode”)

Generiere zwei Zufallszahlen ry,r2, akzeptiere x=ry,
wenn ry<f(x), x ist dann gemal} f(x) verteilt

B Transformationsmethode
Transformiere gleichverteilte rie [0,1], so dass fur
eine geeignete Funktion f(r), x;=t(r) der Verteilung

f(x) folgt. t(r) ist die Inverse der Verteilungsfunktion
F(x)

B Majoranten-Verfahren (Importance Sampling) )

Kombination von 1) und 2): finde Einhullende m(x)
= f(x), die mit 2) erzeugt werden kann. Erzeuge
Zufallszahl x, und wende dann 1) an, d.h. erzeuge
zweite Zufallszahl r; € [0,1] und akzeptiere x, wenn
r2 - m(x) < f(x)

9. Mai 2017 | 2. Zufallszahlen und Monte Carlo Methoden Statistische Methoden ¢
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Von Neumannsches Ruckweisungsverfahren ‘(IT

ut far Technologie

B Beispiel: Verteilungsfunktion f(x) Kreis

W Erzeuge gleichmaRig in der Box
verteilte Zufallszahlen rs;, r2i+1 € 10,1 [O 3

W Xi = Xmin + 12 ( Xmax = Xmin )
.}/I = 12i+1 fmax

W Akzeptiere x-Werte aus Paaren mit
yi < fixi) = V(R%-x?)

¥ Die Haufigkeitsverteilung der akzeptierten x-Werte folgt der
gewunschten Verteilung f(x)

B Fir dieses Beispiel funktioniert das Verfahren gut. Wenn die Verteilung
steilt abfallt, und Werte von x — « benotigt werden, kann die Zahl der
verworfenen Zufallszahlen aber unakzeptabel gro3 werden
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Transformationsmethode

¥ Erzeuge gleichverteilte Zufallszahlen
rie ]0,1[

B Variablentransformation: r — x

f(x)de = R(0,1)dr

[ s = | " = ()

F=Y(r)

X

B Die Zufallszahlen x=F"'(r) folgen der
PDF f(x)

¥ Anschaulich: Dichte f(x) entspricht
Steigung (Ableitung) F'(x)=dF(x)/dx

(x)

Karlsruher Institut fir Technologie

\

10 X 20

Verteilungsfunktion

F-1(r)

10 X 20

B Bedingung: f(x) muss integrierbar und F(x) invertierbar sein

9. Mai 2017 | 2. Zufallszahlen und Monte Carlo Methoden Statistische Methoden der Datenanalyse 2017 | K

Bohm/Zech Abschnitt 4.2

Blobel/Lohrmann Abschnitt 5.3



Verteilungen fur die Transformationsmethode

Dreieck-Verteilung

flz) =

2 0<x<1

\/;

SKIT

Institut far Technologie

(n+1)z" 0<z<1,n>-1
Tl/(n—l—l)

Breit-Wigner-Verteilung

1L (@27
@) = Thwiran
z(r) = —gtan |V7T(T—%)“

Log-Weibull-Verteilung

35

Exponentialverteilung _ L p_e "
fla) = e flw) = e
1 r(r) = —In(—Inr
z(r) = ——In(1l—7r) ( ) < >
g
Paar von Gaul3-Zahlen (Herl. s. spéter)
| 2 2 Anmerkung:
flr,y) = =—exp [_ Ty ] r kann auch durch
2m 2 1-r ersetzt werden
2(ri,r2) = /2In(r; — 1) cos(2nrs)
y(ri,re) = /2In(r — 1) sin(27ry)

z.B. Bohm/Zech Abschnitt 4.2

9. Mai 2017 | 2. Zufallszahlen und Monte Carlo Methoden

Statistische Methoden der Datenanalyse 2017 |

Kurs 4022141 | Andreas B.Meyer, KIT und DESY



Erzeugung diskreter Verteilungen A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

B Transformationsmethode funktioniert auch fiir diskrete Verteilungen
(Beispiel: Poisson-Verteilung)

0.2 ¢
® Durch Summation aller Bins k © ot}
der diskreten Verteilung erhalt = |
man die Verteilungsfunktion Z | ‘ |
S(k) 00 cl) o 5 k o 1Io - 15
10f
B Eine Zufallszahlen r;wird dem = | ,—l_'T’;e““”95“”"‘“on
Bin k zugeordnet, das dem 50
kleinsten S(k) mit ri > S(k) g %°r
entspricht N
0.0 I 1 4
0 5 k 10 15

Blobel/Lohrmann Abschnitt 5.3
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Verteilungen aus Histogrammen A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

B Allgemein kann die Transformationsmethode zur Erzeugung von
Zufallszahlenverteilungen aus vorgegebenen Histogrammen verwendet
werden

B r bestimmt das Bin k

¥ Der Rest ri- S(k-1) kann zur Interpolation innerhalb des Bins
verwendet werden

¥ Auch fiir mehr-dimensionale
Verteilungen:
W bilde fir jedes i:
Randverteilung gi = > hj
(also Projektion von hj; in j)

B berechne Summenverteilungen

(x)d

uber j
¥ generiere i und dann flr % <
gegebenes i/ eine Bin-Nummer j T R

Quelle: Wikipedia
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Beispiel: 2D Verteilung aus Bild AT

Karlsruher Institut far Technologie

Vi

I
3 !
5]
e e
6"6- - 3
| I B w

v projection

soco
soco
aco
=oco
oo
1Tco0

s>o
oo
soco
soo -
“0c0
=oco
oo

Beispiel: Distribution-fromimage.py s

o -

o.o o.= o.a o s o = 1o

B Helligkeit des Pixels wird als Wahrscheinlichkeitsdichte verwendet
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Varianzreduzierende Verfahren

B Ziel: Verwende generierte Ereignisse
moglichst effizient, z.B. bei stell
abfallenden Verteilungen (d.h. strebe
optimales Verhalten o « 1/YN an)

¥ Majorantenverfahren
(Importance-Sampling):
Wenn eine Funktion m(x) mit m(x)>f(x)
existiert und x=M-1(r) bestimmbar ist:

W Generiere x; = M-'(r2j) und eine
weitere Zufallszahl rzj+1 € [0,1]

W Akzeptiere x;, wenn rai+1-m(x) < f(x)

W Die akzeptierten Werte von x sind
gemalf f(x) verteilt

IT

10000

1000

100

10

1

0.1 '
f(x)
0.0

1E-3

1E4 |

1E-5

0 0 20
X

Bohm, Zech Abb, 4.7
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Andere ubliche Verfahren zur Varianz-Reduktion ‘(IT

ut far Technologie

¥ Subtraktion eines analytisch I6sbaren Funktionsanteils f(x)

/ dx—/f d:z:+/ lg(x (x)|dx

W Stratified Sampling (geschichtete Stichprobe)

¥ Hohe (niedrige) Ereignisrate in Bereichen von hohem (niedrigem)
Interesse (z.B. in der Nahe von Singularitaten und in Schwanzen)

¥ Integration fiir eine leicht modifizierte Funktion gm(x;)
B Verwende Gewichte w; = g, (x;)/g(x;) zur Berechnung

_ /gm(x)dx% b;a Y gm(xi) = b;a Y g(x;)w

B Wird in der Teilchenphysik extrem héaufig verwendet, z.B. Abschatzung der
Auswirkung systematischer Unsicherheiten auf das Endergebnis

¥ Funktioniert auch mit negativen Gewichten
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Bemerkung: Gewichtung von Ereignissen A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

¥ Betrachte Bin eines Histograms mit gewichteter Ereigniszahl Nw

N, = Zwk und  V[Ny] =) (%%) Vk;] = Zw?V[/@i]

1

¥ Ein einzelnes Ereignis ki ist Poisson-verteilt mit E[k] = V[ki] = 1

VINy| = ng

B Deshalb miissen bei gewichteten Eintragen auch die Quadrate der
Gewichte mitgenommen werden (siehe auch Vorl.1, Folie 43).

) Stark unterschiedliche Gewichte flihren zu groRer Varianz:

0 (P wi) _ Vo w]
D W D W
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GaufB-verteilte Zufallszahlen A\‘g IT

800 :_ Entries 10000
B Mit zentralem Grenzwertsatz: : SR
-~ 700 :
Fir groBe n geht B 22/ ndf 50.02 /34
- Prob 0.03756
n 600 ; Constant 795.7 + 9.6
. oo . . B Mean -0.01525 + 0.01004
w — § ZE’I, Uber In emne 500; Sigma 0.9981 = 0.0068
1=1 400/~
. . 300;
Gaul3-Verteilung mit F
200
>
(w) =n{x) und V[w] =no® 1o
: L 11 ‘ 111 ‘ [ ‘ L 111 ‘ L 111 ‘ [ ‘ [ ‘ L1

o

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

B Gute GauB-Verteilung schon fiir o Z s — 6
relativ kleine n, z.B. n =12 (2 J

Blobel/Lohrmann Abschnitt 5.5.2
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GauB-Verteilung mit Transformationsmethode ‘(IT

ut far Technologie

¥ Problem: Benotiaen kumullerte Verteilungsfunktion der Gaul3-
Verteilung erf(z) = NG / —t*q¢ - in 1D nur numerisch berechenbar.

B In zwei Dimensionen ist Gaul® analytisch integrierbar (Polarkoordinaten)

//—exp( u ;yZ)da:dy o /0% 1d¢/ exp(——2>7°d7“

¥ Gleichverteilung in ¢, Radialverteilung integrierbar mit r dr = 1/2 dr2

" r2\ 1 r2
|\ Zdrt =1 — o
/Oexp( 2>2T exp( 2)

B Lasst sich nach r auflosen, d.h. Transformationsmethode ist anwendbar

¥ Erzeuge zwei gleichverteilte Zufallszahlen u1,u2 € ]0,1]. Dann sind z1, z2
standard-normalverteilt:

21 = \/—21Inu cos(2mus)
29 = \/—2 In uy sin(27us)
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Effizienteres Verfahren A\‘(IT

Institut far Technologie

) Trigonometrische Funktionen sind numerisch aufwandig.
® Kombination aus Transformations- und Riickweisungsverfahren:

1. Erzeuge zwei gleichverteilte Zufallszahlen u1,u2 € [0,1] und
setze v1:=2u1-1und vo: =2u2-1

2. Berechne v2 = v42+y»2

3. Falls 221 — gehe zu 1.)
Akzeptierte Werte von v4, v2 sind gleichverteilt innerhalb des
Einheitskreises

4. Berechne: 2 = U \/_2111(@2)/@2
29 = vgy/ —21n(v2) /02

¥ z1 und z2 sind dann unabhangig voneinander standard-normalverteilt.

B GauR-Verteilung mit Erwartungswert u und Standardabweichung o
erhalt man durch die Transformation x=o0z + u

Blobel/Lohrmann Abschnitt 5.5
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Korrelierte GauB-verteilte Zufallszahlen A\‘(IT

Institut far Technologie

¥ GauR-Verteilung in n Dimensionen:

PEAY) = e (5@ - )TV - )

o2 V]

¥ §: n Erwartungswerte,
B V: Kovarianzmatrix mit (n>+n)/2 unabhangigen Parametern.
B |V| = det Vist die Determinante von V

Cholesky-Zerlegung
B Schreibe V' als Produkt von Dreiecksmatrizen V-' = DTD

1 1
BMit @ = D(X — ) folgt: G(Z, i1, V) = X (——ﬁTﬁ)

o2V

® Vorgehensweise also:

B Wiirfle n unabhangige GauR-verteilte Zufallszahlen u

B Transformiere Vektor u: &= D~ ‘i + p
Blobel/Lohrmann Abschnitt 5.4
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Korrelierte Gauf-verteilte Zufallszahlen A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

V — O'% PO109
PO102 O'%
poo 094/ 1 — p?
F=D 10+ p

B Verwende standard-normalverteilte
unkorrelierte u1 und u2

B Dann sind x1 und x2 standard-
normalverteilt und korreliert mit
Korrelationskoeffizient p:

1 = U1 +01Up

To = o + 09 (p ur ++v/1— p2 u2) Beispiel: rangauss2d.C oder

rangauss2d-pyroot.py
B Bemerke: u1 tragt zu x1 und x2 bei
— Korrelation

Blobel/Lohrmann Abschnitt 5.4
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Zwischenrechnung A\‘(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

B Berechne aus V:

Vlv =1
V™l = DT'D mit Du=0 1/01 0
D = —p 1

D 'D=1

PO109 05

—p
0% 010 L/on o1y/1—p?
V:< 1 P 12 2) DT 1 : P

1
V_1 p— -1 0-1 O
2 2 1 — p2 D —
‘71‘72(2 p?) 0oy 09y/1 — p2
09 —pP 0102
x —pP0102 O'%

Blobel/Lohrmann Abschnitte 5.4 und 3.6
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Zusammenfassung A\‘(IT
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¥ Monte Carlo Methode (auch “MC-Simulation”)
¥ Integration in hochdimensionalen Raumen

¥ Nachbildung von komplexen Prozessen (z.B. experimentelle
Apparaturen)

B Bestimmung der Eigenschaften von Verteilungen von Zufallszahlen

B Vorgehensweise
¥ Erzeuge Folge von Zufallszahlen r1,rz, ... rm gleichverteilt in ]0,1].

W Transformiere diese zur Erzeugung einer anderen Sequenz xi, ...
Xn, die einer Verteilungsdichte f(x) folgen

¥ Aus den x;werden dann Eigenschaften von f(x) bestimmt.

¥ Einfache Operationen mit den x; ersetzen sehr viel komplexere
Operationen auf den Verteilungsdichten.
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Zufallszahlen in Python AT

Karlsruher Institut far Technologie

W Paket numpy.random:
B binomial(n, p[, size))
B chisquare(df], size))
B exponential([scale, size])
® lognormal([mean,
W sigma, size])
B multinomial(n, pvals], size])
B multivariate_normal(mean, cov], size])
B normal([loc, scale, size])
B poisson([lam, size])
B power(al, size])
B standard_cauchy([size])
B standard_exponential([size])
B standard_normal([size])
B standard_t(dff, size])
B triangular(left, mode, right[, size))
B uniform([low, high, size])

https://docs.scipy.org/doc/numpy/reference/routines.random.html
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https://docs.scipy.org/doc/numpy/reference/routines.random.html

Zufallszahlen in Root AT

Institut far Technologie

B TRandom: LCG

B schnell, kurze Periode: 10°

M niedrigste Bits nicht unkorreliert, nicht verwenden!
B TRandom1: RANLUX (LUscher, James '94)

B langsam, lange Periode: 10"

W Ubersteht TestU01 Suite (auf hochstem Level)

B http://arxiv.org/abs/hep-1at/9309020

¥ TRandom?&: Tausworthe (P.L’Ecuyer '96)
B schnell, Periodenldnge ok 10%°

B TRandom3: Mersenne-Twister ('98)
) hinreichend schnell, Periodenlange 10°0%
B Default: gRandom points to TRandoma3

B Methoden: Exp(tau), Integer(imax), Gaus(mean,sigma), Rndm(), Uniform(x1),
Landau(mpyv, sigma), Poisson(mean), Binomial(ntot, prob) u.v.m.
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http://arxiv.org/abs/hep-lat/9309020

Zufallszahlen in Root A\‘(IT
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B Methode SetSeed(UInt_t seed=0) zur Initialisierung
W seed=0: Systemubhr zur Initialisierung (jede Zahlenfolge anders)
W seed !=0: feste Zahlenfolge, abhangig vom Wert von seed

¥ Globaler Zeiger TRandom *gRandom in Root initialisiert
Sehr nutzlich, um immer die gleiche Folge von Zufallszahlen innerhalb
eines Root-Programms zu verwenden.

® TRandom durch TRandom3 ersetzen
delete gRandom;
gRandom = new TRandomda3(seed);

® Man kann auch auch einen eigenen (lokalen) Generator initialisieren:
TRandomd3 *myrandom=new TRandomd3(seed);
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