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Themen, Volesungsprogramm

Einfuhrung: Uberblick und grundlegende Konzepte (1)
Einfuhrung: Uberblick und grundlegende Konzepte (2)
Zufallszahlen und Monte-Carlo Methoden
Hypothesentests (1)

Parameterschiatzung \'\W‘l'e'
Parameterschatzung (Goodness-of-fit)
Optimierungs- und Parametrisierungsmethoden
Konfidenzintervalle

Hypothesentests (2)

Klassifikation

Klassifikation

Klassifikation

Messen und Entfalten

Systematische Unsicherheiten
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Schatzung von Parametern
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parameterabhangige Funktionen
Messwerte

Anpassung von Modellen
an statistische Daten
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Quantitative Wissenschaft

Messung von Parametern

Gemessene Werte weichen durch (statistische und systematische)
Messfehler vom wahren Wert des Parameters ab.

- Beobachtungen (Daten) sind Stichproben aus einer Verteilung,
die durch einen Parameter festgelegt ist.

Schatzung: Prozedur zur Bestimmung eines Parameterwertes
(und seines Fehlers) aus zufallsverteilten Daten

Beispiele:
® Messung der mittleren Lebensdauer = eines atomaren
Zustands aus N Messungen von Zerfallszeiten t

® Messung einer Ereignisrate k aus N Messungen von 4
Ereignishaufigkeiten



Was sind Schatzer?

Schatzung der mittleren GroRe von Studentinnen
Daten: Grof3en von N (reprasentativ ausgewahlten) Studentinnen

1) Alle Grolen addieren und durch N teilen

2) Nur die ersten 10 mitteln, den Rest verwerfen

3) Alle GrolRen addieren und durch N-1 teilen

4) Alle Daten ignorieren und 1.8 m nehmen

5) Alle GroRen multiplizieren und N-te Wurzel ziehen

6) Die am haufigsten auftretenden Grolen mitteln

7) Kleinste und grofite GroRe addieren und durch 2 teilen
8) Nur jede zweite Grole nehmen und mitteln

B Alle Methoden sind Schatzer

B Aber welche Methoden sind sinnvoll? Welche ist die Beste?

Karlsruher Institut far Technologie
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Eigenschaften von Schatzern

Bezeichnung des Schatzers fur einen Parameter a:
a ist Funktion von Zufallsvariablen, also selbst eine Zufallsvariable !

Wahrer Wert: 'aé

. A
> Konsistenz: Lim o = A,

I 0P a
AS a— a - q
> Erwartungstreue: E‘ U}‘J =0 5 Bias b= E[ ] o

> Effizienz: (De‘ﬁ \qujam? \f[‘a’ Sol( Vn<eh§vm¢l gerﬁn

> Robustheit:  Atchd Sewsidiy aul  Ausrobstr wed  Feller fon Mo dell

- Eigenschaften eines Schatzers hangen von der Verteilung ab.
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(Alle GrolRen addieren und durc/UN-1 teilen)

L
b= -] 24 X;

N-1
Y%7 =
A
QQ\O\S [_2—&/0‘0 o N-1 :\\9
Uw\ \o =0
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Beispiel: Schatzung von Mittelwert und
Varianz (schon bekannt)

Mittelwert:

A I
=KL
@ Konsistent und erwartungstreu
B Effizienz und Robustheit hangt von der Verteilung ab

Varianz, Mittelwert bekannt: \/ - N %1 T
T4 X AV
Varianz, Mittelwert unbekannt: \/ - N (x; - )
(=1
| Verzerrt A 4 Z/_/ ( ,,)z b=
- X = s
\{ B N*Y ;o l /

B Bessel-Korrektur
8
((tf(%ce C Yraudt s ’ 43})
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Gewichtetes Mittel

® Mehrere Messungen, mit unterschiedlicher Genauigkeit

B Gewichtetes Mittel
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Likelihood

® Wahrscheinlichkeitsdichte S L(x[2> dx = 1

B Stichprobe (Messung)

i=1...4 ,
® Likelihood v (y(7) = [ (¢, (2)- [ () 3) - [, 12) :}E\C(x,\/a.’)

M Messungen  XU; mit

B Keine Wahrscheinlichkeitsdichte in a

S A7 =1
® Wahrscheinlichkeitsdichte in x ORI
S DA =L (k) [ (xpla)-~ W\“);L‘,,"”‘; - /l
] EFWaM(WjJUf"’h E[”(J - f% 4 (XW,)O(X

11
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Beispiel, Likelihood
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Beispiel, Likelihood

PO n=2 — 1,08
B L = . -
- Lf)=ot1240 o)
[ L(f) = 0.0235817
0.5~ L(f )IL(f ) =4.76933
: wox
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Beispiel, Likelihood

f(x[a)
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Beispiel, Likelihood
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Beispiel, Likelihood

SO = — o (x[B)

L(f) = 1.0162e-13
L(f ) = 1.84376e-17

0.5 L(f JL(f ) = 5511.54
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Beispiel, Likelihood
0 6 n= 20 _u(xla)

L(f1) = 6.02082e-30

L(fz) =9.69119e-20

L(f JL(F,) = 6.21267e-11 S

0.5

.._nx
e

N N X % e R X
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Maximum-Likelihood-Prinzip X
Der beste Schatzwert fur den Parametervektor a
maximiert die Likelihood Funktion. 17



Karlsruher Institut far Technologie

Likelihood Schatzung
d: 2 soll mayimst wevdpn

5 AL
P =

bis {eduisde pnd nwmmeristha Guin don
AR Py R
0 Lo -
of o - (T D) == 7 m { e[ &)
 ombiniont  wmon e~ Korpelvete M@:mﬂw /gffgf\tweb{'&-‘
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*5.3.5 Notes on Maximum Likelihood

The principle of maximum likelihood is not a rule that requires justification
—it does not need to be proved. It is merely a sensible way of producing an
estimator. But although the name “‘maximum likelihood’ has a nice ring to
it—it suggest that vour estimate is the ‘most likely’ value—this is an unfair
interpretation,; it is the estimate that makes your data most likely—another
thing altogether.

For large samples, d has a probability distribution that is unbiased and
normally distributed about the true value @, with variance equal to the
minimum variance bound. You cannot ask for better than that. So in the large
N limit (sometimes referred to as the ‘asymptotic limit’) ML can indeed
claim to be the ‘best’ estimator, though for smaller samples this is not
necessarily true.

It has other obvious advantages. There is no loss of information through
binning; all the experimental information is used. It is very suitable for
problems where several variables are to be estimated. The method readily
gives the errors on its estimate: the lo points are those where the log
likelihood falls by 0.5 from its peak value.

Even so, it is not all roses. For small N, ML estimators are (usually)
biased. You have been warned. And you have to be careful not to apply large
N formulae to small N situations.

You have to know the form of the parent distribution function. If your
assumptions about P(x; @) are wrong then there is no way of telling this
from the results of the fit; it does not give you any quality factor or goodness-
of-fit number.

Sometimes the differentiation of In L gives you an equation you can solve
analytically. (When differentiating the likelihood, do not forget the
normalisation factors.) Sometimes you cannot, and it has to be done
numerically and/or graphically.

This probably requires you to use a computer and code your likelihood
function as a program. If your computer complains about non-existent
logarithms of negative numbers, your form for the likelihood function has
gone negative and is unphysical, so think again.

KIT
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aus: Barlow 9



Messung einer Zerfallskonstanten
/{ ~UT
® Analytisches Modell: \C(K[T Z T

- NMesswerte der Verteilung: iz mit ¢ =1.. A/
¥

- qay - — A ~Glt
® Gesamte Likelihood: X" i flr) = 7€

Karlsruher Institut fir Technologie
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Bester Parameter:

£(7‘) ist maximal —  —In E(T) ist minimal
4 (V) ~4 x _ .4 X
ko( (/k(icr/‘ —90 - Z T = "{i — oA /_L 7L

® Estimator: l«z = <t

@ Analytisches Ergebnis
® Aber: Guter Schatzer?

=

Karlsruher Institut far Technologie
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Bias, Erwartungstreue

B Erwartungswert des Schatzers

Fla] = Elw Z@ , € 7

)

,_{.71->\
"'/\/< = T

B Schatzer hat keinen Bias FLTI-Ts=0 =b

22
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Unsicherheit

® Varianz

Viay= VL% 2&

-
N
® Standardabweich 4 =L
andardabweichung -
A
B Schatzer ist effizient \[‘i N 23
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Die Cramér-Rao-Grenze fur Varianzen

® Fur die Varianz eines ML Schatzers qilt

QCCU]" &) 9 an
\[[a3 2 ( ( 3 (;l'lav
[M,[Otua,\lcok

(siehe z.B. S. Brandt, Datenanalyse)

® Nur in Spezialfallen analytisch ausrechenbar, z.B. Exponentialgesetz
® In der Praxis wird meistens b = Ela] —a =0 angenommen

® Fir effiziente Schatzer gilt die Exaktheit 7 > 7 7 =7

——

® ML Schatzer fur grof3e N sind effizient

24



: b Bador
Anwendung Cramér-Rao (dedichog Bado,S43)

m Mehrere Dimensionen: a=(a.,...,a )
@ Kein Bias: b=0

‘ 3 h 2
® Inverse Kovarianz-Matrix: (}/ 1)\ = “EL Na: )a. |2z 1

K ) g g Qma l‘\ O\X;
= - (f«a w(x %) olx

o< N :OV»x

® Numerisch Approximiert, z.B. in Minuit: MIGRAD HESSE
C\f&\&s S‘.v‘( Q‘SA, Yienbe Scj.a‘\‘ier ohne Bias!

1&1 % — mit nur einem Parameter:

A _{ A 1 D%

—  —
-~ -— e— e — —

\{Jd’ B Qa,;aJ \/ &* 3 ot 25
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Parameterfehler, Intuitiv

Je scharfer das Minimum von InL(a) desto
kleiner die Parameterunscharfe

® g
~InL(a) ~InL(a)\
- i o
— 5 a & a
GrolRe Krummung: kleine Unsicherheit Kleine Krimmung: grol3e Unsicherheit

Fehler der Parameter a sind umgekenhrt proportional
zur Krummung von InL(a) am Minimum

1 o 0%1n L(a) (V) = — 0% 1n L(a)
o2 4 da? |, a Jij da;0a;

ai,aj

26
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Fehler des ML Schatzers, graphisch
0 ‘O'ilﬂ['—’o

Taylorentwicklung von ML Funktion am Minimum (a)
S A05) 2l ¥ (a) ¢ (a-by et

azd A
A /] Mt d - d ;L),
%"‘\mj(m)* :;J(or*@) o
Falls hohere Terme vernachlassigbar
sind (InL(a) parabelférmig) 2 le . X(a)

YCa)

A )=
%Ca):@[m - lgex(o[:'i(aﬂa) o o I

Gauss-Verteilung mit 0\1 [ y(gJ

/M ~ g e é - A 2= 4
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Fehler des ML Schatzers, graphisch
InL(a+0,) =InLyax — 0.5

M 3 ('} ] T

i d’F(a) [f‘ ]

da?

28
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Fehler bei nicht parabelformigen F(a)

F(a) parabelformig: In ﬁ(& T (/TZ) = In ['max — 0.9

Aligemeine verwendet: |1 £(& -+ 6—;) =InL . — 0.5n°

Fehler konnen asymmetrisch sein!

16 ¥ I I T U

~ (b d

i 1
15 -
i4 .
13 0 5 : ; I I RN N SR S

: 4 6 .
T 0.2 04 06 0.8 1 \fer 29

(z.B. in Minuit: MINOS, qilt auch in beliebig vielen Dimensionen)



Karlsruher Institut far Technologie

Erweiterte Likelihood Methode

B Oftist auch die Anzahl der Daten (— Normierung) ein relevanter
Parameter

B Zum Beispiel: Messen der raumlichen Vertellung von Sekundarteilchen
nach Streuprozess: 4
do b

o

do
| 4 » / [ Oprod :/d_QdQJ
B Aber auch gesamter Produktions-Querschnitt: i
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Erweiterte Likelihood Methode

B Erwarte v Ereignisse in der Analyse

® Der Wert von v kann bekannt sein (— Constraint), oder ein
unbekannter Parameter By _D

=1 [f sl 0)> = W l(vch ;)

)

WY(E) = -+ i by { (% 17)

B Falls kein Constraint vorliegt, kann es doch sinnvoll sein, z.B. bei der
gemeinsamen Bestimmung der Haufigkeit von Hintergrund und Signal

Ereignissen in einer kombinierten Likelihood Verteilung
31
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Beispiel aus der Praxis:
Proton-Luft Wechselwirkungsquerschnitt

B Pierre Auger Observatory, PRL 109 (2012) 062002
® Absorption von Luftschauern in der Atmosphare
B Erweiterte Ungebinnte Log-Likelihood Analyse

m Auf einem Intervall [X,_ ., X_ ]

- ;ﬁiﬁiiﬁ A,=55.8+23 g/cm’
10 f#
- T {
m —
Ng - #
s L %}{
< 1E
T n
£ |
° L
Ll -
10:IIIHIIIIIIlllllllllllllll II‘II’III
200 600 700 800 900 1000 1100 1200

Xmax [9/cm?’] 3
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Binned Likelihood

® Fur grolde Zahl von Daten kann Likelihood sehr rechenaufwandig sein
® Daten konnen in N Bins zusammengefasst werden:

Die erwartete Haufigkeit in Bin i ist dann:  v;(@) = n¢ot / f(z|a)dz

m Nennt man n_die beobachtete Haufigkeit in Bin i, dann |st

e (Y (22"

7?,1! oo NN - Ntot Ntot

die gesamte Wahrscheinlichkeit aller Bins 7

@ Log-Likelihood, unter Vernachléssigung aller konstanten Terme

log L(a Z n; log VZJ 33
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Binned Likelihood mit Normierung

m Erweitert man diese Likelihood mit der gesamt Anzahl n . der Daten
sowie der Normierung v,

® Erhalt man die erweiterte Likelihood

Vntot
fjoint(ﬁ‘ﬁ) = ,C(C_i) tot e Vtot

Dot
*‘“‘“’”%Mfﬁv‘frl‘% G

Wobei diese dem Produkt der einzelnen Poisson Wahrschemllchkelten
pro Bin entspricht

o) | i
‘QDEW‘(“ )% £(@) =5 e

Mit der log-Likelihood:_
N N /\
log 5(5) — Z [_Vi + n; log Vz'] = —Vtot T Z n; log v; -
_ i—1. 1 =1 )




Anwendung Likelihood auf einen Blick

B Allgemein:

® Beurteilung von Messwerten mithilfe beliebiger Modellannahmen
(beliebiger Verteilungen)

B Wenn effiziente Schatzer fur Parameter existieren, dann findet die
Likelihood Methode diese! Also I.A. gilt 1

o(a) x ——

— VN

® Zudem gilt fur groRe N meistens: b — 0

[ S

® Histogramme:
® Anzahl von Daten in Bin: Poisson-Statistik

Karlsruher Institut far Technologie

— Dies ist die fundamental richtige Verteilung fur die Eintrage in Bins

® Histogramme-Likelihood fur grofde N entspricht der ,normalen” Likelihood
® Histogramm mit Normierung entspricht erweiterter Likelihood Methode

35
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Zahlexperimente, Histogramme

B Typisches Experiment:
N Messungen einer bestimmten Observablen
10

(o)}
1 | | I | | | I | | | I |

o 1 2 3 5 "7 8 9 10 36
Observable / Einheit
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Zahlexperimente, Histogramme

B Histogrammieren der Daten
Aber: Information geht verloren!

Anzahl pro Bin
\l

N
IIII|IIII|IIII|IIII|IIII ||||||||||||||||

0 1 > 3 4 5 6 7 8 9 10 37
Observable / Einheit



Zahlexperimente, Histogramme

Karlsruher Institut far Technologie

B Histogramm: Mittelwert u und Varianz u wegen Poisson Statistik

l
r

; 10 i
£ F A
I |
i |
dy |
- |
‘L II jéim
i <. \
oL ~+] \
: N4 ]
00_' 1' 2' é 4|1 |e|3 ;T{IBTT;‘

® Fehler NICHT au(}-formig !
W Leere Bins'!

10

Observable / Einheit
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Zusammenfassung

B Statistische Schatzer sind die Grundlage der quantitativen
Wissenschaft

B Schatzen ist der Prozess des Ableitens von
Modellparametern/Parametern aus einer Stichprobe (~Messung)

® Mit der Likelihood Funktion kann die Ubereinstimmung einer Messung
mit einem Modell beurteilt werden

® Das Verhaltnis von Likelihood Funktionen ist ein sehr guter Test von
Modellen

B Das Maximum der Likelihood Funktion definiert einen ,effektiven”
Schatzer der Parameter der Likelihood Funktion y {a(/J Avely cxfplw"f

® Die Krummung der Likelihood Funktion am Maximum ist ein Schatzer
der Varianz der Parameter, Unltr der Annnhme e“uttd?w Schifaer ohne Bias

® Die Cramer-Rao Grenze gilt

39
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