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Inhalt der nachsten (drei) Vorlesungen

* Grundlagen zur Parameterschatzung und Einfihrung von Begriffen und Nomenklatur.
* Parameterschatzung mit Hilfe der Maximum Likelihood Methode.
* Parameterschatzung mit und Besonderheiten der x*-Methode.

* Parameterisierungs- und Minimierungsmethoden (evtl. nur zum Lesen).
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Erweiterte Likelihood

* Gerade in der Teilchenphysik kann es vorkommen, dass nicht nur die Eigenschaften/Lage der
{x;} von Relevanz ist, sondern auch die Menge der Beobachtungen n .

* Die sog. erweiterte Likelihood nimmt dann die folgende Form an:

Y Vn —v A
E(QZ,Q, V) — me Hp(:vz,e)

1<n

In <£(f, g, V)) = —v+ Zln (Vp(ﬂ?i, 5)) ©

1 <n

* D.h. die Likelihood wird um die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Poissonverteilung erweitert.
Die Poissonverteilung ist intrinsisch die zugrunde liegende wahre Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung beim z&hlen von Haufgkeiten.

« Man unterscheidet zwei Falle: (i) ist » unabhéngig von den § ist es einfach ein weiterer
Parameter des Modells; (i) is v = v(0) tragt die Normierung der Stichprobe zur Reduktion der
Varianz der Stichprobe bei.
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Binned Likelihood

* In Fallen, in denen die Lange der Stichprobe sehr grol3 wird kann es sich als aufwandig
erweisen die vollstandige Likelihood zu handhaben.

* In diesem Fall a3t sich der Informationsgehalt auf ein handbarbares Mal3 reduzieren, indem
man die Skala von z in N bins aufteilt, und die beobachtete Haufigkeit pro bin mit der
Erwartung vergleicht (- Histogramm).

* Ein Beispiel aus der Teilchenphysik:

= L.z:n:‘.’ ieg t,'g':]t.::\':ﬂ 5 LELERLUN - NB: Dieses Histogramm
& 0% e iz § enthalt einige 10k Eintrage,
Z 3000} po20 [z = aber nur 30 bins. Die
e« — i = Likelihood ware also ein
S Bedkaroundiumoediiniy 19 | 2 Produkt aus 30 statt 10k

- Einzelwahrscheinlichkeiten.
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Binned Likelihood

* Auch hier unterscheidet man zwei Falle von unterschiedlicher Relevanz:

* (i) Normierung des Histogramms bekannt, d.h. >  vr = n von aussen vorgegeben:

k<N
Niot = Z N (Beobachtete Haufigkeit)
k<N
ml]’ilax
Vi (0) = ot / p(z,0)dz (Erwartete Haufigkeit /bin)
xznin
- Ntot! v\ vn \ Y . . .
L(n|V) = (Multinomialverteilung)
nil...nn! \ neot Ntot
) = *
In (L(7| 7)) = Z ng In Vk(9)>
k<N
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Binned Likelihood

* Auch hier unterscheidet man zwei Falle von unterschiedlicher Relevanz:

* (ii) Normierung des Histogramms nicht bekannt, d.h. >  vr = 4ot nicht vorgegeben:

k<N
Niot = Z ng (Beobachtete Haufigkeit)
k<N
Viot = Z vy, (Erwartete Haufigkeit)
k<N
Ntot | ni nnN Nk
£(n|y): tot'e Vtot ' o '( ) ( > :H k'e Vi
Ntot - ny....NyN- Viot Viot nge.:

k<N

(@) = 3 (e (7)) = a3 (e )

k<N k<N

* (ii) ist die erweitere binned Likelihod. Sie ist ein Arbeitspferd der Teilchenphysik. Wir werden
im folgenden einige Beispiele betrachten.

* Machen Sie sich den Ubergang von (i) nach (ii) anschaulich klar.

*
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Binned Likelihood

Anm.: Fir N — oo, d.h. sehr viele schmale bins geht die binned Likelihood in die unbinned
Likelihood Uber, d. h (im Gegensatz zur X -Statistik, die wir in dieser VL noch diskutieren

werden) sind leere oder schwach populierte bins bei einer ML Anpassung kein Problem.
Machen Sie sich diesen Ubergang nochmal gedanklich klar.
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Beispiel - 1

3 f Likelihood Scan ]
* Signal an unbekannter Stelle Uber bekanntem Untergrund: a0 ,/
/
* Extended Binned Likelihood, unbekannte Normierung. 2 \ /
* Physikalisches Modell mit vier freien o \\
Parametern. i .
* Parameter of interest (POI): Lage des I .

peaks (0s).

L({ae} 10,1 = [1 P} vi(16,)

k<25 d
Produkt Poissondichte
fur 25 bins.
2
1({03}) = o7 4 pe” P07
Untergrund Signal

H — Signal at 7 GeV
250 — Signal at 6 GeV
— Signal at 5 GeV
— Signal at 4 GeV
----- Background

200
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Beispiel - 2

* Signal an unbekannter Starke tiber bekanntem Untergrund:

Extended Binned Likelihood, unbekannte Normierung.

Physikalisches Modell mit vier freien
Parametern.

Parameter of interest (POI). Hohe
des peaks bei bekannter Lage (0-).

aVl

2 £ Likelihood Scan
/
4
20% ’/
/
102\
PN
GO:HHO.SH "":52

25 3
signal strength

Lz}, 101 = [ PUad, v{0,1)
k<25 "
Produkt Poissondichte
fir 25 bins.
Z/k;({ej}) — g06—91$i+g26_(93—$k)i
Untergrund Signal

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

250 =
— Signal x 4
F — Signalx 3
§ — Signalx 2
— Signalx 1
200 TN e Background
150 —
100 —
50—
_IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

mass [GeV]
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Bayesianische Statistik vs. Likelihood

* Wir kehren an dieser Stelle nochmal zum Zusammenhang zwischen Bayesianischer Statistik
und Likelihood zurlick:

PDaten (Modell) XX PModell Daten Modell

BN

Posteriori Likelihood A priori Wahr-
Wahrschein- Funktion scheinlichkeit
lichkeit L({zx}, {0;}) (engl. prior)

Wir erhalten die bedingte Bayesianische Wahrscheinlichkeit flr das Flrwahrhalten des
Modells (mit Parametern{6,} ) bei Vorliegen der Daten {x, } aus:

x 0;}) (10, ,
P ({05}) = TL ({ilﬁ} {{0, }}))W(({{Q;j}};)de’ Ppaten(Modell) = P, 1 ({0;}) (Posterior)

Priodenl (Daten) = L({z}, {0,}) (Likelihood)

Anm: L({xy},{0,}) allein ist als _ :
Funktion von {Qj}:7 noch keine P (Modell) = m({0;}) (Prior)
Wabhrscheinluchkeitsdichte.
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Bayesianische Statistik vs. Likelihood

* Der Posterior Py, ({0;}) enthalt im Bayesianischen Paradigma die volle Information tber
das Modell, nach Auswertung der Daten.

* Fiurm({6;}) = const (Bayesianischer Prior genannt) ist die ML Abschatzung zur Abschéat-
zung durch den Bayesianischen Posterior Modus aquivalent.
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Bayesianische Statistik vs. Likelihood

* Der Posterior Py, ({0;}) enthalt im Bayesianischen Paradigma die volle Information tber
das Modell, nach Auswertung der Daten.

Fur w({6;}) = const (Bayesianischer Prior genannt) ist die ML Abschatzung zur Abschat-
zung durch den Bayesianischen Posterior Modus aquivalent.

* Wir geben zum Abschluss ein Beispiel wie man im Bayesianischen Paradigma den Posterior
nach Auswertung der Daten sukzessive aktualisieren kann. Wir wahlen hierzu die folgende
Fragestellung:

* n-facher Munzwurf,

* Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit § = p bei der Minze ,Kopf* zu erhalten?

Das zugrunde liegende Modell ist die Binomialverteilung B(p, n, k) nach n-fachem Wurf.

* Vor dem ersten Wurf ist p gleichverteilt (Bayesianischer Prior).

* Der Prior wird nach jedem Munzwurf aktualisiert, p = — . Die Daten tragen so zur
sukzessiven Verfeinerung des Modells bei. "
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Bayesianischer Posterior bei n-fachem Miinzwurf
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Bayesianischer Posterior bei n-fachem Miinzwurf
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Bayesianischer Posterior bei n-fachem Miinzwurf
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Bayesianischer Posterior bei n-fachem Miinzwurf
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Parameterschatzung mit Hilfe der
X° Methode
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Likelihood - x?

FUr die weitere Diskussion nutzen wir das folgen-
de Beispiel:

9 Messpunkte {y; } mit GauRischer Wahrscheinlichkeitsdichte
mit {(u:,04)}, die einer exponentiellen Verteilung mit fester
Normierung folgen (siehe Bild rechts).

* Likelihood Funktion:

{yZ} 0 H _(yi_Hi(Q)) /207
z<9
: - (yz - ,UJ@
In(£({y:}.0)) = = 3 +Z In (2702)
19 z<9
= x*(0) const.

10k T
¥ -e- Data
=== Truth
10
1
[ [ ]
10-1IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII" 1 1Rl 11
0 5 7 8 10
t

Die Likelihood wird maximal, wenn x2(6) minimal wird.

Der quadratische Abstand der Messpunkte von der wahren Verteilung, x2 (), folgt der Ver-
teilung, X2($,n)|n:9, in unserem Fall mit n = 9 Freiheitsgraden.
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- 2 -
Erinnerung X~ Funktion s
«io.453- _:Z;
1 041 —nes
2 e n/2_1 _m/2 F e
o) = Sy : .
0.3f|:
['(x) = /e_ttw_ldt (Gammafunktion) raek
Elz]=n (Erwartungswert) 0'25_
0.15
var(z| = 2n (Varianz) 01
0.05F
/ =
0
* Die Summe der Quadrate von n normalverteilten 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
ZufallsgroBen {z; }
2
Li — [ , _ _
Z (J—;L) ist nach der Funktion x?(z,n) verteilt.
1<n ?

* Die Zahl n heil3t Freiheitsgrad. Sie entspricht der Anzahl unabhangiger Normalverteilungen
in der Summe.

* Fir groBen >> 1geht x?(z,n) in eine Normalverteilung o(x,n,v/2n) Uber.
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v2-Schatzfunktion

Seien {y;} Einzelmessungen einer Messreihe, deren Erwartungswerte {;} unbekannt, deren Va-
rianzen {o;} jedoch bekannt sind. Diese Einzelmessungen miissen nicht unabhingig sein, sondern
koénnen iiber eine bekannte Matrix V;; korreliert sein. Die Funktion

X20) = > (i — wi(0)T Vit (y; — py(0))

VASL

heifit Schétzfunktion der kleinsten Quadrate (Least Square, LS Schétzfunktion). Die Parameter
s, die x?(#) minimieren heissen Schiitzwerte der kleinsten Quadrate (LS Schitzwerte).

* Sind die Messwerte {y; } normalverteilt, dann ist die LS Schéatzfunktion zur ML Schatzfunk-
tion aquivalent.
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2 m-nm -
x“-Schatzfunktion
0-2— L : : H H H : : H /":102 " H H
= - i g b -8 Data
< 0.18F ¥2(1000 pseudo experiments) |.... 5 i

C = === Truth

016 ——— #(xn=8) L 2 —
- = -

0.14f 3 . Anpassung von

0.12 = 10 exp(,0) bei fes- |

Jder Ln b . ~
- Lr—-\l- . ter Normierung

N 11
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NB: Fir dieses Histogramm habe ich die 9
Datenpunkte 1000 mal mit einer zugrunde
liegenden Normalverteilung mit entsprechender
Standardabweichung neu generiert. Danach
habe ich die Summe der quadratischen
Abstande der Messwerte von der angepassten
Verteilung bestimmt und in dieses Histogramm
abgetragen.

¥

9 Messpunkte minus 1 freier
Parameter — 8 Freiheitgrade.

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

Bei der Anpassung ist folgendes zu beachten:

Der quadratische Abstand der Messpunkte von der
angepassten Verteilung, x*(9), folgt x2(z,n — k),
wobei k der Anzahl der anzupassenden Parameter
entspricht. Ein Messwert legt jeweils einen
Parameter der anzupassenden Funktion fest und ist
daher nicht mehr von den anderen Messwerten
unabhangig.
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Lineare LS Schatzfunktion

* Die LS Schatzfunktion kann numerisch minimiert werden. Wenn sie linear von den
Parametern {6, } abhangt, d.h. wenn

pi({651) = > Aijb;

J<n

ist sie auch analytisch lésbar. Die {u;} hangen hier Giber die Matrix A linear von den
{6,} ab. In Matrixschreibweise schreibt sich x*als:

— —

X2(0) = (4 — DTVTHY — i) = (§ — AO)TV (i — AD)

* Um das Minimum zu finden setzen wir:

— —

Vox2(8) = —2 (ATv—lgj— ATV 14 5) —0

=B d.h. die LS Schatzwerte sind
Linearkombinationen der
urspringlichen Messungen:

éLS,k = Z Biryi

<
Priv. Doz. Dr. Roger Wolf =n
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Varianz von 0; q

* Es gibt zwei offensichtliche Methoden die Varianz von 61,5 auszurechnen:

* Methode 1: aus Fehlerfortpflanzung (d.h. Variablentransformation) von V.

cov(f;,0;) = BVBT = (ATV 1 A)~1

((Av=ta) ™t arv=1) v ((atvta)Thary ) =

(AT WATTATY Ly (VO TAA )TV TA!
N——

Unter Verwendung von:
(AB)T = BTAT
(A7 = (41!

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Vergleich mit der RCF-Ungleichung

* Fir normalverteilte ZufallsgrofR3en gilt:

9 1
P R _ —1
l \ 0; =0,
=ATV A = —2x2(9)
vgl. mit Folie 22. fur normalverteilte

Zufallsgro3en

= 24TV 1A
50,00, < ) v

vgl. mit Folie 21.

* Fur normalverteilte Zufallsgrof3en ist die LS Abschéatzung effizient.

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Varianz von 0; q

* Es gibt zwei offensichtliche Methoden die Varianz von 6;,5 auszurechnen:

* Methode 2: graphisch aus der Abweichung Ax? vom Minimum x2. = y?(fLs).

A 1[ 02 N
2 o~ 2 2
X (0) = x“(Ous) + 5 | 55X (0) (0 — Ous)
2|00 0—0
= 12nin &2 Beispiel in 2-dim.
A ~ 2 . “.
% (QLS + 0) S At 1 LAnpassung einer Geraden*:
0 x?
;_% M minimum |
d.h. die Variation aus dem Minimum um = — 1o contour
+6 bewirkt die Erhéhung von x?(0nr) um 1. )
10
Beispiel in 1-dim.
NB: fur n unabhangige Parameter
missen Sie die Differenz Ax? zu
X2, als 68% Quantile einer x?(z,n) -
Funktion mit n Freiheitsgraden bestim-
men. Das kdnnen Sie z.B. unter diesem
link tun. Im folgenden sind einige Werte
angegeben:
Dim.  Ay2(68%CL)  Ax2(95% CL) 10
1 1.0 3.8 01III1I|I1II1I|2III1I|3III1I|AI I1I|5II I1I6 17 18 19 2
. 2 2.3 6.0 ] ' ' ' ' ' ' ' B; (inte.rcept)
Priv. Doz. Dr. Roger Wplf . 3 3.5 78
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.dg Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.



http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://keisan.casio.com/exec/system/1180573197
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1177920_download&client_id=produktiv

25/28

Beispiel: Anpassung einer Gerade an 5 Messpunkte

{6 } Z Awe
FEmw 6 :
. " - |- Data
mit: =
- |==Truth
. ) . . j 5_ e ......................................................................
@:1...5, ]:O,l, AZJ:yz B
) _ " S T Yat o4l * __________
* Funf unkorrelierte Datenpunkte {y; } nach - I -
einer unbekannten linearen Funktion N 9
2 O SO — I AR B
normalverteilt: 3 A Ha
B P A
N £
static const int LENGTH = 5; 2__ ................. ‘//? ...................... ....................... ....................... _ ......................
static float XVALUES[] = { 1.00, 2.00, 3.00, 4.00, 5.00}; B 7
static float YVALUES[] = {1.94759, 1.90523, 2.65621,|4.20916, |3.44776}; L g i i ; i
static float XERRORS[] = { 0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 0.00}; e : : : :
static float YERRORS[] = { ©.10, 0.30, 0.25, 0.50, b.75}; 1£ ................ ....................... ....................... ....................... ....................... ......................
E : : : 374
- - . 3 _ 0 11 1 1 | 1 1 1 1 | 11 1 1 | 1 | IS I 11 1 | | 111 1
Anpass_ung einer Ge_raden mit y-Achsen 0 1 5 3 4 5 5
abschnitt 6, und Steigung 6, . x

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Beispiel: Anpassung einer Gerad an [/ v 1 2o
v | [T = i i
a ; 0
gLS _ ( ) 1 R Ya N 1 s RO
=B U A 5
1/62 0 0
0 1/62 0
V=
ATV—lA _( 21/612 le/a-? ) .
> wi /6] Y wi/6] 0 0 1/62

11 @ 1 Sap /67 = w67
(ATV=4) = (—vai/&? /62

ZfEQ/U Z%‘/@Q) — (X zi/67) (X yixi/o7) )
(>o1/67) Cwyiwi/a?) — Qo wi/6s) (3o vi/67)

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf (4)

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/ det(ATV_lA) _ (Z 1/0?) (Z J?/022> _ (Z xi/af)g
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Beispiel: Anpassung einer Gerad an [/ v 1 2o
v | [T = i i
a ; 0
5LS — ( ) 1 N Ya N L o N——
=B U A 5
1/62 0 0
0 1/62 0
Vl=
>owi/67 > wi/67 A\ 00 1/62

Korrelationsmatrix:

(ATV 1)

1 (4 1
~ det(ATV-14)

>oxr /o7
— > /67

\

— > /67

1/67

)

ZMZ/U

_ 4
ATV Ly
Y ( Z:LWEZ/U

(% B

)
(

) det( ATV 1A)

(> yi/67)
Z%xz‘/&%) -

Steigung (¢;) und y-
Achsenabschnitt (6,)
antikorreliert.

— (X wi/67) (X yiwi/57) )
o wi/os) (3o wi/o])

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

(4)

det(ATV 1 4) = (Z 1/02»2) (ZJ?/QQ) - (Z%/U?)Q
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Beispiel: Anpassung einer Gerad an 5 Messpunkte

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

std::pair<TMatrixD, TMatrixD> LLS(TMatrixD& A, TMatrixD& V, TMatrixD& X){

TMatrixD U=TMatrixD(A,TMatrixD::kTransposeMult, TMatrixD(V,TMatrixD: :kMult,A)).Invert();

TMatrixD B=TMatrixD(U,TMatrixD::kMult,TMatrixD(A,TMatrixD::kTransposeMult,V));
TMatrixD T=TMatrixD(B,TMatrixD::kMult,X);
return std::make_pair(T,U);

1
}f* ______________________________________________________________________________
* Anpassung einer Geraden (f(x)=a[@]+a[1]*x)
R
const int NPARAM=2; /* Koeffizientenmatrix
TMatrixD A(LENGTH,NPARAM); /*
for(int 1=0;1<LENGTH;++1){ I*
for(int j=0;j<NPARAM;++j){ J*
A(1,j)=(j==0?1.0:XVALUES[1]); I*
1

/] std::cout =< "PRINTING A" << std::endl; print(A);
// inverse Korrelationsmatrix
TMatrixD V(LEMNGTH,LENGTH); /* inverse Korrelationsmatrix
for(int 1=0;1<LENGTH;++1){ /*
for(int j=08;J<LENGTH;++j){ *
V(i,3j)=(i==j71./(YERRORS[1]*YERRORS[1]):0.); /*
1

/] std::cout =< "PRINTING V" << std::endl; print(Vv);

TMatrixD Y(LENGTH,1); /* Vektor der Messwerte
for(int 1=0;1<LENGTH;++1){ I*

Y(i,0)=YVALUES[1]; 1*
1

/] std::cout =< "PRINTING X" << std::endl; print(X);
std::pailr<TMatrixD,TMatrixD> fit_result = LLS(A,V,Y);
TMatrixD T = fit_result.first;

TMatrixD U =

fit_result.second;
~ . -1 1 4
Os = (ATVTA) ATV g

B

/* (AME*V*A)A(-1) *f
;* (A"t*V*A)"(-l)*A"t*V *f
J* fit result *f

LS Schatzwerte:
0o = 1.46 + 0.16

0, = 0.45 4 0.09
p(ég,él) = —0.85

0o
th

Wahrheit:
1.
0.

0
6

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

x 6 s
‘GE) - |-e—Data
e - | === Fit result (ROOT)
o 5
S L | === Fitresult (own)
n L
©
2 C
4 /,—"-
B //
- ~ [ ]
B -
3 P
i /r/*/
i ~
2: "/*'
1
0_ 11 11 L1 1 | N L1 1 | L1 1 | L1 1 |
0 1 2 3 4 5 6

x
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Beispiel: Anpassung einer Gerad an 5 Messpunkte

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

std::pair<TMatrixD, TMatrixD> LLS(TMatrixD& A, TMatrixD& V, TMatrixD& X){

TMatrixD U=TMatrixD(A,TMatrixD::kTransposeMult, TMatrixD(V,TMatrixD: :kMult,A)).Invert(); /% (ArMExYEAYA(-1) */
TMatrixD B=TMatrixD(U,TMatrixD::kMult,TMatrixD(A,TMatrixD::kTransposeMult,V)); J* (AAMERVFA)A(- 1) *ANERY *f
TMatrixD T=TMatrixD(B,TMatrixD::kMult,X); /* fit result */
return std::make_pair(T,
P Durch geschickte Wahl kénnen | | LS Schatzwerte: Wahrheit:
* A z G d . . A
L TRITELTET die Parameter {6 ) dekorreliert 0o = 1.46 £0.16 0o = 1.0
const int NPARAM=2; Werden
TMatrixD A(LENGTH,NPARAMY); A P
for(int 1=0;1<LENGTH;++1){ 91 = 0.45 £ 0.09 91 =0.6
for(int j=0;j<NPARAM;++j) _
A(1,j)=(j==021.0:XVALUE y(x) = 00 -+ 01 (CU — CU) ~oA
) } p(eg, (91) = —0.85
J/ std::cout << "PRINTING A .
// inverse Korrelationsmatr mlt:
TMatrixD V(LEMNGTH,LENGTH);
for(int i=0;1<LENGTH;++1){ 2
for(int j=0;j<LENGTH;++j) _ Z in/O'i - 6
V(1,3)=(1==321./(YERROR| T = W = 147 £ C 3
¥ s c - | =@=Data
} t 2 i ,
7/ std::cout << "PRINTING V . g 5[ — - Fit result (ROOT)
THatrixD Y(LENGTH,1); fuhrt auf 5 | === Fit result (own)
for(int 1=0;1<LENGTH;++1){ % L
Y(i,0)=YVALUES[i]; A A _8 ) -
1 =1 S B -
// std::cout << "PRINTING X p(eo’ (91) O 4 /.“
std::pair<TMatrixD,TMatrixD B v 4
TMatrixD T = fit_result.first; L //.
TMatrixD U = fit_result.second; - /’
3 ’r‘
— - ’/
A 1 4\ L 1 - - -]
fus = (ATV-LA) L ATV L o
(. J -,4"
v~ 3
=B 1
O_IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
Priv. Doz. Dr. Roger Wolf 0 1 2 3 4 5 x6
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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Zusammenfassung

* Erweiterte/binned Likelihood.

* Zusammenhang zwischen Likelihood und Bayesianischen Parameterschatzungen.

* Parameterschatzung mit Hilfe der Least Squares Methode:

* Ubergang Likelihood - Least Squares (LS) Abschéatzung.

Definition LS Abschatzung.

Lineare LS Abschatzung.

Varianz der LS Abschatzung, Auswertung der RCF-Ungleichung.

Graphische Abschatzung der Varianz.

Konkretes Beispiel: Anpassung einer Geraden an 5 Messpunkte.

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
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