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Inhalt der nachsten (drei) Vorlesungen

* Grundlagen zur Parameterschatzung und Einfihrung von Begriffen und Nomenklatur.
* Parameterschatzung mit Hilfe der Maximum Likelihood Methode.
* Parameterschatzung mit und Besonderheiten der x*-Methode.

* Parameterisierungs- und Minimierungsmethoden (evtl. nur zum Lesen).
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Bedeutung von X2, fiir die LS-Schatzung

Fiir normalverteilte ZufallsgréBen folgt der quadratische Abstand der LS-Schéitzwerte ; ({:1;,;}, {93})

von den Messwerten {y;} fiir j =1,...,k

‘ A - 2
Xﬁbs - Z (yg ({flfz‘}, 93) — yz)

i<n

einer x?(x,n — k)-Verteilung mit n — k Freiheitsgraden.

(siehe Lecture_05 Folien 17ff)

* Dabei enspricht n der Anzahl der Messungen und & der Anzahl der Parameter zur An-
passung.

* Da der Erwartungswert von x*(xz,n — k) n — k ist, ist bei zugrundeiegender Normalver-
teilung der Messwerte

X<2)bs ~ 1
n—k

ZU erwarten.
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Bedeutung von X2, fiir die LS-Schatzung

* Unter der Annahme, dass lhren Messwerten eine Normalverteilung zugrundeliegt
konnen Sie die folgenden Schlisse ziehen:

2
—XObSk <1 = Fehler zu gross abgeschatzt, oder zu viele Parameter im Modell?
n —

2
—XObZ > 1 = Fehler zu klein abgeschatzt, oder Modell falsch.
n —

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

5/28

Verteilungsfreiheit

* Beachten Sie, dass fur die LS-Schatzung nur die Werte ({y;}) und Unsicherheiten ({c;}) der
Messreihe angegeben werden. Im Gegensatz zur ML-Schatzung gibt es keine Aussage Uber
die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsdichte der Einzelmessungen!

* Man bezeichnet diese Eigenschaft als Verteilungsfreiheit der LS-Schatzung.

* Wir demonstrieren diese Eigenschaft anhand des
Beispiels aus Lecture 05 (Folie 25, ,Anpassung
einer Geraden an funf Messpunkte®):

* Erinnerung: . = 6
J Wahrheit: = [ [~pas
H o 1 O 5: — Fit result
o= 1. i
- 6,=097+0.16 ' e
01 = 0.6 4L i=0610.10 -
- -~
i pid
3l e
C -
i //.
. T B -
* Rechts sehen Sie einen mdglichen Ausgang der Messung als ol 3
Pseudoexperiment, wofir die Messwerte zufallig neuverteilt i Ar//
(randomisiert) wurden. R
1/
* Die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsdichte fir jede L
Einzelmessung war dabei vorgegeben durch ¢(z, y;, 0;). | I AN AP ARTETIIN AR A
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Verteilungsfreiheit — zugrundeliegende Normalverteilung

* Hier sehen Sie die Ausgange der Messung nach 10k-facher Wiederholung des Pseudo-
experiments, wobei jede Einzelmessung nach ¢(z,¥i,0:) normalverteilt ist:

42} E 42} F
E1200- [— - ~ A £ [ — : : R
] i Gauss!an s:amplmg (9 % 1200 Gauss!an sfamplmg 9
i —— Gaussian fit 0 WL | —— Gaussian fit 1
10007 11-1.00 1000 1=0.60
L 6=0.16 [ 6=0.09
800— 800_—
600 6001
400_— 400__
200 200
0_| Ll | | - | 111 | 111 | 111 | 111 | - | Ll 0_ L L L ‘ L 1 1 1 Il Il 1 1 1 L ‘ L L L
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 0.2 04 0.6 08 1 1.2
0, (intercept) 0, (slope)

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

* Die Verteilungen der LS-Schatzungen 6, und 8, sind jeweils normalverteilt und unverzerrt.

* NB: Vergleichen Sie ¢ und o mit Lecture_05 Folie 27.
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Verteilungsfreiheit — zugrundeliegende Normalverteilung

* Hier sehen Sie die Ausgange der Messung nach 10k-facher Wiederholung des Pseudo-
experiments, wobei jede Einzelmessung nach ¢(z,vi,0:) normalverteilt ist:

I I
o5 0.35[ o F
< r — Sampling < 14 — Sampling
03[ — x3(x, n=3) C — Uniform [0,1]
L 1.2_—
0.25] ?I_n_:| HHHH|E|||HE|||]':|
r 1
0.2} C
i 0.8
0.15 0.6
0.1_ 0_4__
0.05} 0.2
0:|| IJ—" 0I\\Ill\\Ill\\I|II\I|IIHlIII\|III\|III\|III\|III\
|| 0 14 16 || 0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1
%2 p-value
Der quadratische Abstand der LS-Schéatzwerte Der p-Wert
von den wahren Werten o
2
. 2 p= / x“(x,3)dx
2 ~
Xobs = Z (y’L <{'T2}7 9]) - yz> g
. X
’LSTL obs
ist nach x%(z, 3) verteilt. ist uniform verteilt.
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Erinnerung p-Wert

* Wir erinnern hier nochmal durch indirekte Rechnung daran, dass der p-Wert einer zugrunde-
liegenden Verteilung gleichverteilt ist (hier am Beispiel der zugrundeliegenden x*(z,n) Ver-
teilung):

p (ee)
p(X° > Xops) = / 1dp’ = / x*(z') da’
0 ngs

p gleichverteilt.

x>, Wirklich nach
% (z,n) verteilt.
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Verteilungsfreiheit — zugrundeliegende uniforme Verteilung

* Hier sehen Sie die Ausgange der Messung nach 10k-facher Wiederholung des Pseudo-
experiments, wobei jede Einzelmessung nach U (z) gleichverteilt ist:

2 : : 2 800 _ _
o - | —— Uniform sampling é o F | —— Uniform sampling é
L1000 | — Gaussian fit 0 W 7oL | —— Gaussian fit 1
L u=1.00 L 1060
800 6=0.17 600: c=0.14
I 5001
600 .
3 400—
400/ 3001~
i 2001
200~ .
i 100
0 Ll | | - | | | | | | | | | | | - | - D: L L 1 I 1 1 1 I L 1 1 1 L 1 L L
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
8, (intercept) 0, (slope)

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

* Die Verteilungen der LS-Schatzungen 6, und 8, sind jeweils normalverteilt und unverzerrt,
aber nicht mehr effizient.
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Verteilungsfreiheit — zugrundeliegende uniforme Verteilung

* Hier sehen Sie die Ausgange der Messung nach 10k-facher Wiederholung des Pseudo-
experiments, wobei jede Einzelmessung nach U (x) gleichverteilt ist:

E 0.35 i =) F
r — Sampling < 22 F — Sampling
L 2 F .
r — =X, n=3 R — Uniform [0,1
03f X ) 20f [0,1]
0.25] Rl
B 16t
0.2- 14f¢
12}
0.15 10
8h
0.1 n
L 6[
0.05} ar
i 2
D_II 0_|\\|||\\mﬁ:uur‘-ﬁ—rﬂ—'—”—‘+ﬁ |
| 0 || 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
p-value
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Verteilungsfreiheit — zugrundeliegende exp Verteilung

* Hier sehen Sie die Ausgange der Messung nach 10k-facher Wiederholung des Pseudo-
experiments, wobei jede Einzelmessung beidseitig nach exp(z, o;/v/2) verteilt ist:

014001 01400~
5 — Double exp sampling A 5 [ | —— Double exp sampling A
D 4000l jan fi 0o D ool jan f 01
1200 Gaussian fit 1200/~ | —— Gaussian fit
| u=1.00 | u=0.60
1000_— 6=0.15 1000? c=0.09
8001 800
600 600
400 400
200 200
0_||\||‘ NI NENENE SN A AT e | 1 0_.\.\ L L ——
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12
6, (intercept) 0, (slope)

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

* Die Verteilungen der LS-Schatzungen 6, und 8, sind jeweils normalverteilt und unverzerrt,
aber nicht mehr effizient.
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Verteilungsfreiheit — zugrundeliegende exp Verteilung

* Hier sehen Sie die Ausgange der Messung nach 10k-facher Wiederholung des Pseudo-
experiments, wobei jede Einzelmessung beidseitig nach exp(z, o;/v/2) verteilt ist:

2 o4 . 2
0'4:_ — Sampling < L — Sampling
0.353_ — x3(x, n=3) 2_5; — Uniform [0,1]
|
0.25F i
r 1.5
0.2 i IlHJJ
0.15 1H
0.1 i W
F 0.5
0.05 L
0:|| o_l\\Ill\\Ill\\I|II\I|II\\|III\lIII\lIII\lIII\lIII\
|| 0 16 || 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
%2 p-value
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Verteilungsfreiheit - Zusammenfassung

* Unabhangig von der zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsdichte fiir jede Einzelmessung
sind die LS-Schéatzwerte normalverteilt und fur symmetrische Wahrscheinlichkeitsdichten

erwartungstreu!

* Wie sich verschiedene zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsdichten aul3ern:
* Die LS-Schatzung ist nicht mehr effizient (vgl. Lecture_05 Folie 23).
* X2, ist nicht (mehr) nach x*(z, n) verteilt.

* Der aus dem Integral der x*(x, n) Verteilung bestimmte p-Wert ist nicht mehr uniform
verteilt, wie dies der Fall ware, wenn die LS-Schétzung einer x?(z, n) Verteilung folgen

wirde.
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pull-Verteilung

Fiir normalverteilte Messwerte sollte jeder LS-Schiatzwert nach Standartisierung

_ 0, —E[B;] _ 6;-0,

einer Standardnormalverteilung ¢(x, 0, 1) folgen.

Zj

* Man nennt die Verteilung der Werte flr Z; nach mehrfacher Durchfiihrung von Pseudoex-
perimenten pull-Verteilung. Dabei werden bei bekannt vorausgesetzten Werten fur 6; die
Werte von ¢, und

var [éj]

fur jeden Ausgang des Pseudoexperiments aus dem LS-Schatzwert und seiner Varianz be-
stimmt.

* Aus der pull-Verteilung wird z.B. Ublicherweise die Erwartungstreue der Abschatzung bestim-
mt.
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pull-Verteilung — am Beispiel

* Wir zeigen die pull-Verteilung wieder anhand des Beispiels aus Lecture 05 (Folie 25,
»YAnpassung einer Geraden an funf Messpunkte®):

Messwerte normalverteilt.

Messwerte gleichverteilt.

Messwerte doppelt
exponentiell verteilt.

AU

0.5 — Sampling
L —o(x,0,1)

(8,-6,)/A8,

- 0.45
< E
0.4
0.350
o.si—
0.25-
025
0155
01

0.05—

— Sampling
— (%, 0,1)

2 14 0 1 2 3 4 5

(8,-0,)/A8,

0.6F

AU

— Sampling
—o(x,0,1)

(8,-6,)/A8,

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

* Die LS-Schatzwerte sind zwar in allen Fallen erwartungstreu, ihre pull-Verteilungen sind
jedoch nur im linken Fall standardnormalverteilt.
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LS-Schatzung bei schwach populierten Histogramm-Bins

* Im Fall leerer oder schwach populierter Bins ist die LS-Schatzung, im Gegensatz zur ML-
Schéatzung, nicht mehr erwartungstreu. Wir demonstrieren dies anhand des folgenden
Beispiels aus der Teilchenphysik:

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.
Resonanz ohne Untergrund nach ¢(z, = 5,0 = 1)

verteilt. N Ereignisse beobachtet.

o
5 & 10(
Abschatzung p
w 250
qc_, : N e 500 —8— Data
i L kel ; 80
L — Likelihood (unbinned)
2001 — = Likelihood (binned)
[ - --- Least square 60
150
40
100~
L 20
50-
i 0
i 3 35 4 45 5 55 6 65
L m (GeV)
0 N FREEE R
0 8 9 10 Ungebinnter Likelihood scan
mass (GeV)
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LS-Schatzung bei schwach populierten Histogramm-Bins

* Im Fall leerer oder schwach populierter Bins ist die LS-Schatzung, im Gegensatz zur ML-
Schéatzung, nicht mehr erwartungstreu. Wir demonstrieren dies anhand des folgenden
Beispiels aus der Teilchenphysik:

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

Resonanz ohne Untergrund nach ¢(z, u = 5,0 = 1)
verteilt. N Ereignisse beobachtet.
=]
. E‘ 10d
Abschatzung p
@
=
L]
i %0
EJ L N = 250 —8— Data
i B — Likelihood (unbinned)
100 — - Likelihood (binned) 60
i - - -- Least square
8o 40
60|
i 20
a0
i 0
i 3 35 4 45 5 55 6 65
20— m (GeV)
Ungebinnter Likelihood scan
IR R Y ' RN
% 12 8 9 10
mass (GeV)
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LS-Schatzung bei schwach populierten Histogramm-Bins

* Im Fall leerer oder schwach populierter Bins ist die LS-Schatzung, im Gegensatz zur ML-
Schéatzung, nicht mehr erwartungstreu. Wir demonstrieren dies anhand des folgenden
Beispiels aus der Teilchenphysik:

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

Resonanz ohne Untergrund nach ¢(z, u = 5,0 = 1)
verteilt. N Ereignisse beobachtet.

Yield

104

Abschatzung

Events

80

Evenis

50:
st N =100

—#— Data

Events

— Likelihood {unbinned)
40— — — Likelihood (binned)

- === Least square

35
300

250

200

3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5
m (GeV)

15

10 Ungebinnter Likelihood scan

0:\\||||\||||\I \|||I\II|II\I|II\ I\Illl\llll\\
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
mass (GeV)
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LS-Schatzung bei schwach populierten Histogramm-Bins

* Im Fall leerer oder schwach populierter Bins ist die LS-Schatzung, im Gegensatz zur ML-
Schéatzung, nicht mehr erwartungstreu. Wir demonstrieren dies anhand des folgenden

Beispiels aus der Teilchenphysik:

Resonanz ohne Untergrund nach ¢(z, u = 5,0 = 1)
verteilt. N Ereignisse beobachtet.

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

Abschatzung
a2
=
L]
>
ol @
c
1]
ir] I
=
3
m| e 2
s i —8— Dal
g N =50 o
L — Likelihood (unbinned)
20— — — Likelihood (binned)
- --- Least square
15—

8 9 10
mass (GeV)

104

Yield

80

5 5.5 6 6.5
m (GeV)

Ungebinnter Likelihood scan
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LS-Schatzung bei schwach populierten Histogramm-Bins

* Im Fall leerer oder schwach populierter Bins ist die LS-Schatzung, im Gegensatz zur ML-
Schéatzung, nicht mehr erwartungstreu. Wir demonstrieren dies anhand des folgenden

Beispiels aus der Teilchenphysik:

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

Resonanz ohne Untergrund nach ¢(z, u = 5,0 = 1)
verteilt. N Ereignisse beobachtet.
x=}
.. 2 104
Abschatzung p
@
=
[1h]
] 80
c
Qo
ol e
3 60
ol e
c
4]
o] g 12
§ i N = 925 —8— Data 40
i} = — Likelihood (unbinned)
10__ — — Likelihood (binned)
r ===-- Least square 20
8_
: - 0
s_
L Ungebinnter Likelihood scan
ol
07\\ sl
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
mass (GeV)
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LS-Schatzung bei schwach populierten Histogramm-Bins

* Im Fall leerer oder schwach populierter Bins ist die LS-Schatzung, im Gegensatz zur ML-
Schéatzung, nicht mehr erwartungstreu. Wir demonstrieren dies anhand des folgenden
Beispiels aus der Teilchenphysik:

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

Resonanz ohne Untergrund nach ¢(z, u = 5,0 = 1)
verteilt. N Ereignisse beobachtet.

i=]
" 2 104
Abschatzung p
@8
=
L]
] 80
c
1]
ir] [
3 60
ol e
c
[
o) e
§ 40
L %} 5_
< F ——D
2 asp N =10 R ,
F Likelihood (unbinned) 20
4f_ .4 — — Likelihood (binned)
E - --- Least square
3-5? : 0
3 ¥
251 Ungebinnter Likelihood scan
2
155
1~
05
0:||\||||\||||\ e b .‘nJ....\....
0o 1 2 5 6 7 8 9 10
Priv. Doz. Dr. Roger Wolf mass (GeV)

http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1169217_download&client_id=produktiv

14/28

LS- vs. ML-Schatzung

* Nutzen Sie die ML-Schatzung wann immer mdglich:

* Sie setzt die Hypothese einer parametrisierten zugrundeliegende Wahrscheinlichkeits-
dichte voraus. Die Parameter werden maximiert.

* Sie istimmer erwartungstreu.

* Wenn es eine effiziente Schatzung des gesuchten Parameters gibt ist die ML-Schat-
zung effizient, d.h. sie hat die geringste Varianz.

* Die ML-Schatzung ist i.a. nicht analytisch I6sbar. Heutzutage wirden Sie in ernsthaften
Studien zur LOsung statistischer Probleme ohnehin auf MC Methoden zurlickgreifen.
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LS- vs. ML-Schatzung

* Die LS-Schatzung benotigt weniger Voraussetzungen von lhrer Seite: Nur der Erwartungs-
wert und die Varianz der Hypothese missen bekannt sein, die hypothetische zugrundelie-
gende Wahrscheinlichkeitsdichte ist die Normalverteilung:

* Die LS-Schatzung bezieht ihre grof3e Bedeutung daraus, dass sie fur lineare Probleme
analytisch I6sbar ist.

* Fur eine groRere Klasse an wohldefinierten Problemen ist die Losung (z.B. F-Test und T-
Test) ist die Losung bekannt.

* Fur normalverteilte Zufallsgré3en ist die LS-Schatzung zur ML-Schatzung aquivalent.

* Fdr nicht-normalverteilte Zufallsgréf3en und insbesodnere flr asymmetrische
Unsicherheiten fuhren die LS- und die ML-Schatzung nicht zum gleichen Ergebnis.
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Goodness-of-fit Tests

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

17/28

Goodness-of-Fit Test

* Mit Hilfe des Goodness-of-fit (GoF) Tests Uberpriifen Sie ob und wieweit |hr Modell Ihre
Daten/Messung beschreiben kann.

Der Goodness-of-fit Test (GoF') basiert auf der Schiitzfunktion tqor(Z). Die Einschitzung des
Tests erfolgt auf Grundlage des p-Wertes (p-value) der Stichprobenverteilung g(tqor())

o

p= / 9(taor) dtgop  mit 0 < tGop(7) < o0

bs
tGoF
mit der Interpretation:
taor klein: Das Modell kann die Daten gut beschrieben

taor grof: Das Modell kann die Daten nicht gut beschrieben

Der p-Wert bezeichnet die Wahrscheinlichkeit einen Wert von tgop = f?li’;’l;\ z1 erhalten, wenn
das Modell wahr ist.

* Der GoF ist ein spezieller Hypothesentest.
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Vorgehensweise beim GoF Test

* Die Berechnung des p-Wertes impliziert folgendes Vorgehen:
* (Einmalige) Evaluation von 2. auf Daten.

* Vielfache Auswertung von tgor auf randomisierten Daten mit Hilfe der MC Methode zur
Bestimmung von g(tgor(T)).

* Bestimmung von p.

* Diese Vorgehensweise ist die beste und sicherste, um ein Modell gegen eine Messung zu
testen.

* In seltenen Féllen ist g(tqor(¥)) analytisch bekannt, so z.B. beim x*-Test nach Pearson. In
diesen Féllen kann die Einschatzung auch direkt auf Grundlage von t2Ps. erfolgen.
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Pearson (x°)-Test

Die Pearson Teststatistik

Z {f(j Ut

in

entspricht dem y2-Wert fiir Poisson-verteilte ZufallsgréBen mit o2 = f(z;)

Die f(z;) entsprechen den Modellvorhersagen, die y; den Messungen/Beobachtungen.

2 folgt einer x* Verteilung, d.h. e < 1 impliziert, dass das Modell die Daten beschreiben
kann. n

NB: Das ist nicht gleichbedeutend damit, dass das Modell der Wahrheit entspricht.

Der Peason Test kann einfach und schnell bei vielen Gelegenheiten angewandt werden.
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Beispiel - Anpassung eines Polynoms

* Anpassung eines Polynoms variierender Ordnung an eine randomisierte Verteiung mit dem
zugrundeliegenden Verlauf f(z) =30 —z — 522 ;

Polynom 0. Ordnung

= 500
= - x%/Ndof = 45.40/8 = 5.68 — Data
45 - p-value = 0.000 --- Truth
40; — Fit model
35—
301 P Sl
25F -
20 l
15— ]
10F i I
5 *
t Illl\lllll‘lllllllll‘l | II|II\I|III\‘II

—02.5 2 15 1 05 0 05 1 15 2
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Beispiel - Anpassung eines Polynoms

* Anpassung eines Polynoms variierender Ordnung an eine randomisierte Verteiung mit dem
zugrundeliegenden Verlauf f(z) =30 —z — 522 ;

Polynom 0. Ordnung

f(x)

Polynom 1. Ordnung

50

f(x)

© x*/Ndof = 41.48/7 =5.93 - Data
45F p-value = 0.000 ---Truth
a0l — Fit model

35]
30f
25
207
15]

10F

i
ros
5— l

e b b b b b b b b g b
=25 2 -15 -1 05 0 05 1 15 2
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Beispiel - Anpassung eines Polynoms

* Anpassung eines Polynoms variierender Ordnung an eine randomisierte Verteiung mit dem
zugrundeliegenden Verlauf f(z) =30 —z — 522 ;

Polynom 0. Ordnung

f(x)

Polynom 1. Ordnung

f(x)

Polynom 2. Ordnung

50

f(x)

g ¥2/Ndof = 3.08 / 6 = 0.51 == Data
45 :_ p-value =0.799 - -- Truth
— Fit model

aof

35
30f
25)
20f
15[

10~ /

Fl
-

5—1
e
™

0_III|\II\|I\II|\III|I\IIlll\\ll\ll‘lll\ll\ll‘l
25 2 45 1 05 0 05 1 15 2
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Beispiel - Anpassung eines Polynoms

* Anpassung eines Polynoms variierender Ordnung an eine randomisierte Verteiung mit dem
zugrundeliegenden Verlauf f(z) =30 —z — 522 ;

Polynom 0. Ordnung

f(x)

Polynom 1. Ordnung

f(x)

Polynom 2. Ordnung

f(x)

Polynom 3. Ordnung

50

f(x)

© %?/Ndof =3.02/5 = 0.60 — Data
45 - p-value = 0.697 - --Truth
20 F — Fit model

35
307
255
20

15E

10—

o

571
=]
'3

07|\| e bvvr v b B B v by na i
25 2 45 1 05 0 05 1 15 2
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Beispiel - Anpassung eines Polynoms

* Anpassung eines Polynoms variierender Ordnung an eine randomisierte Verteiung mit dem
zugrundeliegenden Verlauf f(z) =30 —z — 522 ;

Polynom 0. Ordnung * Halten Sie bei Anpassungen die An-
= Polynom 1. Ordnung zahl nicht a priori motivierter Parame-
g Polynom 2. Ordnung ter so gering wie moglich.
£ Polynom 3. Ordnung
z o Polynom 4. Ordnung « Werte von x* < 1 kénnen nicht nur
£ | (Ndof-028/4-007 [~ Dat auf Uberschatzte Unsicherheiten son-
45F p-value = 0.991 ---Truth

dern auch auf ,overfitting“ hindeuten.

— Fit model

a0

35

- * Beachten Sie: Bei guter Abdeckung
Ihrer Unsicherheiten berthren ~30%
der Datenpunkte die angepasste
Kurve i.a. nicht mir ihren Fehlerbalken.

30f
25F

20

15)

101

;
For
5— :

0I\II‘II\I|IIII‘II\I|IIII‘Illll\lllll\\ll\ll\lll
25 2 45 4 05 0 05 1 15 2

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.
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Likelihood Quotient

* Der sogenannte saturierte Modelltest erweitert den x?-Test nach Pearson zu einem allge-
meinen Likelihood basierten Test.

* Die Teststatistik ist der Likelihood Quotient:

L(datal,__.)
tsa —_— test
" %adatasat_))

/

Zu testendes

Modell
@
. . %250_ — Signal
Modell mit ebenso vielen 3
Parametern, wie Messungen 2 GO Background
(sog. Saturiertes Modell) 2001

Im rechten Bsp. hétte das 150:_
saturierte Modell 25 Para- L
meter und wirde so durch

100_—
jeden Messpunkt gehen. i

[l |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Likelihood Quotient

* Der sogenannte saturierte Modelltest erweitert den x?-Test nach Pearson zu einem allge-
meinen Likelihood basierten Test.

* Die Teststatistik ist der Likelihood Quotient:

[’<data|test)
‘C(data‘sat.)

tsat. = —21Il (

* Fir Histogramme ohne weitere systematischen Unsicherheiten, flr die die Unsicherheiten
der Messpunkte normalverteilt sind erhalt man fir grof3e Zahlstatistik t,; — t¢,2 zurick:

19.7 fo" (8TeV)+51 fb (7TeV)

1

1 /27mo;

i<n

1
L4\ 2m0;
i<n v

L(datal.) (yi — pi)?
at. = _21 test —
foat ! (adata\sat,)) 2

e (yi — 1i)?/20;

—_— Observed
—— Exp. for SM H

‘C< data‘test) -

ﬁ( data|sat )

Entspricht einer
Kompatibilitat
von z = 1.60

b5 10 15 20 25 80 35 40 45

tsat
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Tests auf der CDF

* Die Teststatistik ?,2 ist nur sensitiv auf die Abstande der Erwartung von den Messpunkten,
nicht auf deren ,Richtung“. Warum ist dies so?

* Es kann somit Vorkommen, dass Sie bin-korrelierte Trends nicht mit einem auf ¢, > oder ;.
basierten Test erfassen.

* Dies kdnnen Sie mit Tests erreichen, die auf die kummulative (CDF) und die empirische
(EDF) Verteilungsfunktion sensitiv sind. Wir geben als Beispiel eines solchen Tests den
Kolmogorov-Smirnov-Test (KS) an:
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Vergleich zweier Verteilungsfunktionen

0.5

(x)

0.45

—— Data

— - Model (u=4.88)

0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15

0.1

Sind diese Daten mit
dem Modell statistisch
kompatibel?

0

DIIIII

1 2

3

4

5

6

7 8 9 10
X
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Vergleich zweier Verteilungsfunktionen

0.5

(x)

0.45

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

— Data
— - Model (u=4.88)

¥%/Ndof = 1.06
p-value = 0.38

Sind diese Daten mit
dem Modell statistisch
kompatibel?

0 1 2 3 4 5

6

7 8 9 10
X
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Stat. Kompabilitat und Trends os
0'455 —_ a?)?el (u=4.88)
* Fur dieses Bsp. wurden die Daten basierend auf 0.4 42/Ndof = 1.06
einer Normalverteilung mit . =5 1000 mal zuféllig 05 Puae=038 \
gesampled. Der Vergleich erfolgt mit einem Modell 03— /
mit © = 4.88. 025= /
02
* Wie Sie sehen ist das Modell mit ; = 4.88 nach x? 0151 /
mit den Daten kompatibel. Es liegt jedoch, wenn Sie 01
genau hinsehen, auf der linken Flanke systematisch 0.05F- )
unter- und auf der rechten Flanke oberhalb der I T T S S S S TSR
Daten. x
* Diesen Trend erfassen Sie durch den Vergleich der R p—
CDF des Modells mit der EDF der Daten. 0911 _ _ Model (u=4 88)
0.8 — Largest difference
o.7§— Oy 1ps=0-0667
0.6;
05F
0.4F
0.35—
o1F
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Kolmogorov-Smirnov-Test

Der griofite vertikale Abstand zweier kummulativer Verteilungsfunktionen Fjy und F,

dxs = || Fn — Fo|

ist die Teststatistik des Kolmogorov-Smirnov-Tests.

f(x)

* Diesen Trend erfassen Sie durch den Vergleich der —
CDF des Modells mit der EDF der Daten. 0] _ _ Model (1=4.88)

0.8 — Largest difference

076 d.. . =0.0667

KS,obs

* Die Werte dks kbnnen Sie aus Tabellen auslesen. :
0.6

050
0.4

0.3F

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://web.archive.org/web/20160818104718/http://www.mathematik.uni-kl.de/~schwaar/Exercises/Tabellen/table_kolmogorov.pdf

27/28

Kolmogorov-Smirnov-Test

Der griofite vertikale Abstand zweier kummulativer Verteilungsfunktionen Fjy und F,

dxs = || Fn — Fo|

ist die Teststatistik des Kolmogorov-Smirnov-Tests.

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

* Diesen Trend erfassen S I -
. F|—— bala
CDF des Modells mit de| 2 09| — — Model (1-4.88)
0_1‘_ —— d sampled from truth 0.83— —— Largest difference
I | —d [
. .. - e 0.7 dyg ,,,=0-0667
* Die Werte dkg kbnnen S f E pvalue=0.0002
0.08_— 0.6:*
o _ i 0.5
* Die sicherste Art einen 0.06/ 0k
p-Wert fir einen beob- 7 osl
achteten Wert dks obs 0.04- 3
zu ermitteln besteht in i ok
der MC Methode. 02 R
i o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Zusammenfassung

* LS-Schatzung:
* Bedeutung von x2,,.
* Verteilungsfreiheit.
* pull-Verteilung.

* LS-schatzung bei schwach populierten Histogramm-Bins.

* Goodness-of-fit Tests:
* Pearson-Test.
* Saturierter Modelltest.
* Kolmogorov-Smirnov-Test.

* Ein alltaglicheres Beispiel fir den diskutierten Pearson-Test finden Sie im Backup.
Beispiele weiterer Tests finden sich in der Vorlesung von Quast/Meyer.

* Wenn Sie die diskutierten GoF Tests an Beispielen aus dem Leben diskutiert sehen
mdochten werfen Sie einen Blick in die Masterarbeit von Dennis Roy.
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Backup
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Beispiel: Test auf Unabhangigkeit

* Zu testende Hypothese: Bei einer Umfrage zur Rentenreform soll in Abhangigkeit vom
Alter die Zustimmung (-1 ablehnend, 0 neutral +1 zustimmend) erfasst werden. Man
vermutet, dass das Alter einen Einfluss auf die Zustimmung hat.

* H,: ,Die Haufigkeiten in der folgenden Kontingenztabelle der Grundgesamtheiten
unterscheiden sich nicht von der Erwartung fur statistische Unabhangigkeit “

(HO Pij — p?j )

* Testfunktion:

e

m k
txz=ZZ o X2 ((m—1) - (k — 1)) = x2(6)

* Irtumswahrscheinlichkeit: o = 5% mit: (x3 ,5(6) = 12,6)
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Beispiel: Test auf Unabhangigkeit

* Stichprobenergebnis (Befragung von 250 Personen):
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Beispiel: Test auf Unabhangigkeit

* Stichprobenergebnis (Befragung von 250 Personen):

Einstellung Alter
- 20 21-40 41-65 66 und alter
-1 5 30 60 30
0 6 24 30 15
+1 9 26 10 5 > x* =28
| Einstellung Alter
his i | 20 21-40 41-65 |66 und ilter

| 5 10 | 30 40 | 60 50 | 30 25
|25 25 100 25 |100 2 | 25 1

6 © 24 24 30 30 15 15
0 O 0 0 0 0 0 0

41 9 4 26 16 10 20 5 10
Priv. Doz. Dr. Roger Wolf 25 6, 25 100 6,25 100 5 25 2,5
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Beispiel: Test auf Unabhangigkeit

* Testentscheidung: H, ist widerlegt (o* = 0 ), es besteht also eine Korrelation zwischen
Alter und Zustimmung zur Rentenreform. Welcher Art diese Korrelation ist und wie sie
interpretierbar ist sollte Bestandteil weiterer Untersuchungen sein.
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