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Themen, Volesungsprogramm

Einfuhrung: Uberblick und grundlegende Konzepte (1)
Einfuhrung: Uberblick und grundlegende Konzepte (2)
Zufallszahlen und Monte-Carlo Methoden
Hypothesentests (1)

Parameterschatzung

Parameterschatzung (Goodness-of-fit)

ijiinierung§- un<(Parametrisierungsmethoden) <
Konfidenzintervalle —

— S‘ol;uij

Klassifikation _ (,Jmtdl

Klassifikation

Klassifikation

Messen und Entfalten
Systematische Unsicherheiten
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Notwendigkeit von Optimierung

B Haufige Aufgabe bei Parameterschatzung

Minimierung der negativen log-Likelihood Funktion oder der Summe
der quadratischen Abweichungen und Berechnung der Unsicherheiten
aus der zweiten Ableitung am Minimum.

B — Optimierung

Bestimmung des Minimums einer Giitefunktion F(x) (und deren
Kovarianzmatrix am Minimum) mit oder ohne Nebenbedingen in
Gleichungs- oder Ungleichungsform
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Globale und Lokale Minima
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fla,y) = (2® +y —11)* + (x +y° = 7)°
A __thimalitét A R .
X ist ein lokales Minimum, wenn F(x*) < F(X) fiir alle X # x* in der Umgebung von' X~

B Achtung lokales Minimum muss nicht global sein! 4



Minimierung in mehreren Dimensionen

B F(x) sei eine glatte Funktion (1. und 2. Ableitung stetig)
oft erfullt, zumindest in Losungsnahe

OF
8561
® Gradient g(gj) —VF(E) = |
OF
ox .,
® Notwendige Bedingung fiir Minimum: )
(oder Maximum bzw. Sattelpunkt) 9() =0
B Also:
oF =0 fur alle ¢

(9:137;
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Krummung einer Funktion, Hesse Matrix

@ Matrix der 2. Ableitungen, n x n symmetrisch

O*F O*F
awf T 0x10x,
-
H(z) =1 .
O*F O*F
or,0x1 =~ °° ox?2
® z.B. Taylor Entwicklung
— —_

— -~ 1
F('aé? + Azx) = F(;j) +}TAx + §AxTHAa: + ...
@ Liegt vielen Minimierungsalgorithmen zugrunde

® Hinreichende Bedingungfﬂr lokales Minimpum
1) 9(x)=0 und 2) H(x) positiv definit )



Spektrale Zerlegung sigenes Studium

® Fur eine symmetrische n x n Matrix H existieren n orthogonale
Eigenvektoren u. mit Eigenwerten A

m Orthogonale Matrix U=(u,, ..., u_) mit normierten Eigenvektoren als
Spalten transformiert H in eine Diagonalmatrix
A1 0
D=U"HU = .
0 An

® Wegen Uy~ =T gilt
1=0

m H" hatidentische Eigenvektoren mit Eigenwerten 1/h

Karlsruher Institut far Technologie
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Eigenwerte der Hesse Matrix

max

B Konditionszahl &« =

S| >

min

Numerische Berechnung der inversen Matrix kann problematisch sein
wenn die Konditionszahl grol} ist (d.h. H ,fast” singular ist)

® Hesse Matrix bei g(-)?) =0

A X f’r -
\y/ s 9&=0
m positiv definit A>0 far alle i l/
® Minimum —0

m positiv semidefinit A>=0 fur alle i

A
m ,Tal*, Lésung oft instabil \/ L;3>O
> A T
m indefinit A.<0 fir mindestens ein | ‘ ‘

A= 0

B Sattelpunkt, instabil 8
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Eindimensionale Minimierung:
SUChmethOde eigenes Studium

Voraussetzung: Unimodale Funktion (— eindeutiges Minimum)

® 1) Einschluss des Minimums
®m Ausgangspunkt: Startwerte x, und x, mit F(x,)>F(x,)
m lteration:x, =x _, +a(x_,—Xx ) (z.B. mita =3)
m Abbruchbedingung: F(x )>F(x, .)

B 2) Reduktion des Einschlussintervalls
m Ausgangspunkt: Tripel (x,, X,, X,) mit F(x,)<F(x,)<F(x,)
m Testpunkt x zwischen x,_, und x_(oder x,_, und x,_,)

m Falls F(x)<F(x, ,): neues Tripel (x, ., X, X )

m Falls F(x)>F(x,,): neues Tripel (x _,, X ., X,
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GOIdene SChn|tt eigenes Studium

m Wahl des Testpunktes x, zwischen x, und x,, so dass

Lo — Tt Ly — I

o — I Lo — Tt

B Lange Teilstrecke zu Gesamtstrecke = kurze zu lange Teilstrecke
® Verhaltnis des goldenen Schnitts

\/52_ L _ 0.618034...

T =

® Konstante Reduktion des Einschlussintervalles pro Iteration um Faktor

® Sinnvoll a = 1/x zu wahlen in 1. Phase der Suche

B Suchmethode ist robust

® Da unabhangig vom Verhalten der Funktion "
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Goldener Schnitt

41 o ; o Startintervall
o i e i
L
J.l L
ok
i 1

Abbildung 2.3: Bestimmung des Minimums der Funktion f(z) =
(exp{—z) — 2)* nach der Methode des goldenen Schnitts. Die waagoroch-
ten Linien zeigen, von oben nach unten, jeweils das durch zwei Punkte
begrenzte Intervall, das durch den mittleren Punkt nach dem goldenen

Schnitt geteilt, wird. Durch einen neien Punkt kann das Intervall jeweils
um den Faktor ¥ = 0618 verkiirzt warden.

11
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Newton Methode eigenes Studium

4 L Startwert

Newton-Raphson-Methode
zur Nullstellenbestimmung

2L

Abbildung 8.4: Bestimmung der Nullstelle der Funktion f(2) = exp(—2)—
¢ nach der Newton-Methode mit zp = —1 als Startwert. Gestrichelt
gezeichnet fiir die ersten beiden Iterationen ist die jeweilige Tangente an
den Néherungswert, deren Schnittpunkt mit der @-Achse den nichsten
Niherungswert ergibt.

F'(x)
® Anwendung auf Ableitung zur Minimum Suche Tk+1 = Tk — _F”(a:k)

® Konvergenzverhalten nicht garantiert 12
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eigenes Studium

Konvergenzverhalten

B Eine Iterationsmethode ist lokal konvergent von der Ordnung p,
wenn es eine positive Konstante K (K<1 fur p>=1) gibt, so dass fur alle

Startwerte x, in einer Umgebung des Fixpunktes x* gilt:
|Tp11 — x| < K|xg — ™ |P

15 F
Startwert
10 | .
Newton Methode ist
lokal quadratisch (p=2)
s | konvergent
U =
— L— 2
-1 0 1 2

Bestimmung des Minimums der Funktion f{z) =

Abbildung 8.5:
(exp(—z) — )* nach der Newton-Methode mit 29 = —1 als Startwert. 13

Die Niherungswerte (Kreuze) konvergieren monoton gegen das Minimum
bei z = 0.567143.
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Such- versus Newton-Methode

Suchmethode Newton Methode

® Verwendet nur Funktionswerte, ® Verwendet nur 1. und 2.

keine Ableitungen Ableitung, keine Funktionswerte
® Robust B Konvergenz nicht garantiert
W Lokal linear konvergent ® Lokal quadratisch konvergent

Robuste und schnelle Methode durch
Kombination beider Methoden

14



Kombinierte Methode

® Polynom - Interpolationsmethode
Bekanntes Minimum fur Polynom durch berechnete Funktionswerte

ergibt nachsten Testpunkt

Karlsruher Institut far Technologie

Parabolische Interpolation entspricht Newton-Methode mit numerisch

berechneten Ableitungen

B Bei sehr asymmetrischer
Intervallteilung:
Ruckfall auf goldenen
Schnitts

A
L'L-' o Qo

(W
T

Abbildung 8.6: Bestimmung des Minimums der Funktion f(z) =
(exp(—z) — )% mit Hilfe der Parabelinterpolation. Die gestrichelten Kur-
ven sind Parabeln durch drei Punkte der Funktion; das Minimum der
Parabel ist jeweils die niichste Testkoordinate. Die waagerechten Lini-
en zeigen, von oben nach unten, jeweils das durch zwei Punkte begrenzte
Intervall mit einem mittleren Punkt. Die zweite Parabel kommt der Funk-
tion im Bereich um das Minimum zwar schon sehr nahe, fiihrt jedoch zu

einer stark asymmetrischen Teilung des Intervalls.

15
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Suchmethoden in d Dimensionen (d>1)

B Gittermethode
B Kk gleichverteilte Testwerte pro Dimension
® Erfordert k? Berechnungen
® Ungeeignet fur grol3e d

eigenes Studium

® Monte Carlo Methode
® Funktionsberechnung an zufallig verteilten Testpunkten
® Auch bei grolden d moglich
® Nicht effizient, aber geeignet fur Bestimmung von Startwerten

® Einfache Parametervariation
W Eindimensionale Minimierung jeweils fur einen Parameters
® Dann Minimierung fur den nachsten Parameter — lteration

® i.A. nur schnelle Konvergenz, wenn Minimierung entlang der Eigenvektoren
der Hesse-Matrix

Suchmethoden fiir d>>1 sehr ineffizient und nicht zu empfehlen. 16
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Beispiel der einfachen Parametervariation

eigenes Studium

Abbildung 8.7: Die Me-
thode der einfachen Pa-
rametervariation bei ei-
ner quadratischen Funk-
tion von zwel Variablen.
Durch die Korrelation
der Parameter ist die
Konvergenz langsam.

L4

Langsame Konvergenz, da Suchrichtung nicht der Richtung der
Eigenvektoren der Hesse Matrix entspricht 17
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Simplex Methode eigenes Studium
® d+1 Punkte im Raum R? — d - dimensionaler Polyeder oder Simplex
@ Sortierung, so dal} F(;l) << F(:E;H)
B Schwerpunkt der d besten Punkte d

S s

c= Z x;/d

1=1
-
. . S D

n Splegelung des schlechtesten Punktes an c: i _ + e — Tga)

o

18

W



Simplex Methode

m Falls F(?l) < F(a?r) < F(?d)

< <
® Falls F(x,) < F(x1)
gute Richtung — Streckung

® Falls  F(3)> F(aa)
Simplex zu grol3 — Abflachung

S -\

m Falls F(zs) < F(xg+1)

S
m Ansonsten Kontraktion um X,:

Karlsruher Institut far Technologie

eigenes Studium

X ersetzt x, .

S S S -
$SZC+5($T_C) 5>1
S5 KN S S
rs=c—y(c—T4r1) 0O0<y<1
> Y

X ersetzt x .,
'}j:aﬁJr(S(a?;—Zz;’l) 0<d<1

19
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Beispiel, Simplex in 2 Dimensionen

eigenes Studium

Simplex passt sich Verlauf
Der Funktion an.
Informationen aus vorhergehenden
Funktions-Berechnungen werden
genutzt, ohne Ableitungen
Zzu verwenden.

i, R ey
b
L

-1 () [

Abbildung 8.9: Minimierung der Rosenbrook-Funktion Flag, 2] =
100(za—27)* (1 -2, ) mit der Simplex-Methode vom Startwert [=1.2, 1.0)
bis zum Minimum bei (1.0, 1.0). Die niedrigsten Funktionswerte bei jedem
Zyklus sind durch Kreize, und das Simplex ist bei jedem zweiten Zvklus
dlll!'ch Linien angegeben. Dhie Konturlinien der Funktion sind fiir die Funk-
tionswerte 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 und 128 gezeichnet. Die Funktion hat ein
sehr enges parabelformiges Tal.

20
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Methode des steilsten Abstieges

eigenes Studium

Ax = —g

® Einfach, aber ernsthafte Nachteile
B Keine naturliche Schrittweite gegeben
® Nur lineare Konvergenz
® [nsbesondere langsam wenn Konditionszahl von H grof3

P (/{—1)2
k+1

B Besser: Newton Methode

21
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Newton Methode in mehreren Dimensionen

® Quadratische Naherung

D

F(z + Az) ~ F(z) +

S S >

(x—I-A:IJ)~g+H

@ Bedingung fur Mlnlmgm

® — Newton Schnitt

-

Ax =

_H—l“

9(x +Az) =0

A

TA:E + — A:I;THA:U

Abbildung 8.11: Ein
Schritt der Newton-Me-
thode bei einer quadrati-
schen Funktion von zwei
Variablen, deren Kon-
turlinien Ellipsen sind.
Gezeigt ist der Gradien-
tenvektor g am Start-
punkt, und der Newton-
Schritt —H™!g, der in
diesem Fall genau auf
das Minimum zeigt.
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Line-Search in Newton-Richtung

eigenes Studium

® Funktionsverlauf in Newton Richtung f(z) = F(Z,;' i zA'%)
- 2
® Quadratische Naherung f(z)=F(z)+d (Z_ _ Z)

. L _AT

Fy - 3
+d ‘-
‘?(t) Minimierung
0t von f(z) bei
jedem Schritt
—d b1

0 1 5

Abbildung 8.12: Die Funktion f(z) = Fj + d(2%/2 — z) (a) und die Ablei-

tung f'(z) = d(z — 1) (b} als durchgezogene Kurven. Gestrichelt gezeigt ist 23
die mogliche AbhZngigkeit innerhalb einer Minimierung, die vom idealisierten

Verlauf abweicht.
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Algorithmus mit Line-Search

eigenes Studium
m Definiere Startwert x,
m Berechne Suchvektor Ax, z.B. Newton-Vektor Ax = -H'1§

® Minimiere Funktion in Richtung des Suchvektors (line-search)
® Eindimensionale Minimierung von f(z) = F(x +Z Ax)

m lteration: x . =x +z AX

B Konvergenztest:
m X, ist Losung bei erfolgreichem Konvergenztest

mzB. dist=|x - x,|<e oder F -F <e
® Empfehlung Blobel: ¢=0.01
® Oder: Abbruch bei Erreichen einer Maximalzahl von Iterationen

24



Beispiel:

eigenes Studium

Anpassen einer Exponentialfunktion

Abbildung 8.13: Anpassung
einer Exponentialfunktion an
20 Datenpunkte. Die gestri-
chelte Kurve zeigt die Expo-
nentialfanktion mit den Start-
werten der Parameter.

E"-—..

ol T T T T T T T
2500 //
2000
1500

1000

oy

-]
2500
0.8 4
000
0.6 .
0.4 S S — |
40 80 120

Abbildung 8.14: Minimierung der x*-Funktion fiir die Anpassung einer Ex-
ponentialfunktion mit dem Startwert {zy,@2) = (110,0.8). Die ausgefiillten
Kreise sind Punkte, bei denen bei der eindimensionalen Minirnierung lings
der Newton-Richtung die x*-Funktion berechnet wurde. Die offenen Kreise
sind Punlte, bei denen bei der numerischen Differentiation die yvE-Funktion
berechnet wurde. Um das Minimum mit einem Wert der y2-Funktion von
15.56 bei (27,72} = (102.4,1.018) sind die Konturlinien fiir eine, zwei und
drei Standardabweichungen gezeichnet. Weiterhin sind die Konturlinien fiir
Funktionswerte 100 ... 10000 gezeichnet,

SKIT

Karlsruher Institut fir Technologie
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Modifizierte Newton Methode

eigenes Studium

B Falls Hesse Matrix nicht positiv definit

® Verwenden modifizierter Hesse Matrix H' zur Berechnung des Newton-
Vektors

e,v\lbocib'.

B Spektrale Zerlegung
B Setze N, = max(|N;|,0) (+ Ricktransformation)
® sehr aufwendig

odus

m Addition der Einheitsmatrix | H = H+ ol,

m H positiv definit, falls o > |A__|
B o klein — nahe Newton Richtung
B o grold — nahe steilstem Abstieg

26
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Methoden mit variabler/adaptiver Metrik

B Statt numerischer Berechnung der Hesse Matrix
— O(n?) Berechnungen erforderlich

B Iterative Schitzung der Hesse Matrix aus Anderung der
Gradientenvektors

B Stichwort: ,Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shannon (BFGS)-Methode”

® MIGRAD in MINUIT

28
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Nebenbedingung als Gleichung

Minimierung von F(x) mit m Bedingungen f,(z) =--- = f,,(z) =0
® z.B. Energie- und Impulserhaltung

B Parametertransformation
B z.B.pmitr=const statt xundz

® Methode der Lagrange schen O(E ) = F(z) + S i fi ()
Multiplikatoren i=1
® Minimierung von ¢ 0P -
® Nebenbedingung erfiillt O\ = 0= fi(z)

B Zuruckfuhren auf Minimierung ohne Nebenbedingungen,
aber mit m zusatzlichen Dimensionen

B Alternativ: Minimierung, die Nebenbedingungen berucksichtigen,

z.B. durch projizierten Gradient und Hesse Matrix bei linearen 29
Nebenbedingungen
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Nebenbedingung als Ungleichung

.
® Minimierung von F(x), mit m Bedingungen hi(>’2)>0, fari=1,....m
B z.B. Masse > 0 oder Wahrscheinlichkeit O<p<1

® Am gunstigsten
® Konvergenz weit weg von den Grenzen
B Geeignete Wahl der Startparameter

: oy —
B Parametertransformation ¥’ = arcsin ( bm @) — 1)
B z.B. fur a<x<b:
® Kann zu numerischen Problemen fuhren

B Falls moglich — vermeiden !

30



Parameter Limits, graphisch

X (intern)

Karlsruher Institut far Technologie

“TQL\L\K i(al-f fé +

/“/ oS w‘o’g\?oln*f Y ad

>l

X (extern)

Falls moglich — vermeiden

g Mt

A QA\\UQ A

Ve E\CL

31



Losen des Gleichungssystems

file) = fo(w) = -+ = fn(w) =0

entspricht Minimierungsproblem nur mit Nebenbedingungen
B Zu minimierende Gutefunktion K m
F(z) =Y fi(z)
=1

® F=0 am Minimum bei Iosbaren Gleichungssystemen

® Auch anwendbar bei Uberbestimmten Gleichungssystemen
W Ergebnis hangt von der Gewichtung ab

B Methode kann recht ineffizient gegenuber angepassten Algorithmen
sein
32
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Kostenmethode

® Haufige Nebenbedingung
Parameterwert und Unsicherheit bekannt aus anderen Messungen

Addition einer Kosten oder Straf/Penalty-Funktion -

.i,. T 26t
i = = H’, (.’(;X é\:{i‘(-iz: C l
% Fit X2 () = X2 (x) + (i — 22 /o? o PR
1 0

MLFit —InLl'(z)=—-InL —Inp(x;,19,0;) = —InL + 5(% —31:2-)/0@-2

@ Methode kann auch zur naherungsweise Berucksichtigung von
Nebenbedingugen in Gleichungs- oder Ungleichungsform verwendet
werden

33



Optimierung, Zusammenfassung

® Die Information, welche in Messdaten vorhanden ist kann durch die
Struktur (hochdimensionaler) Funktionen (%2 oder Likelihood)

analysiert werden.

B Viele Implementierungen, aber nicht alle empfehlenswert.

Verwende z.B.
MINUITZ2

N

B Notige Bedingung fur Minimum:
® Gradient Null
B Hesse-Matrix positiv definit

B Bestes Verfahren: Polynom-Line-Search (Newton) in vielen
Dimensionen mit iterativer Approximation der Hesse Matrix -

Karlsruher Institut far Technologie
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Empfehlungen

Nutzen Sie existierende, gut getestete Optimierungs-
algorithmen

B Achten Sie darauf, dass es keine Unstetigkeiten gibt

® Versuchen Sie numerische Limitierungen zu vermeiden
(z.B. durch geeignete Skalierungen, numerische Genauigkeit)

B Verifizieren Sie analytisch berechnete Ableitungen durch
numerische

® Probieren Sie unterschiedliche Startwerte aus

® Verwenden Sie physikalische oder logische Nebenbedingungen 35
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Markov Ketten

36
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Markov Kette

B Eine Serie von Zufallsvariablen / Ubergangen

W Zustand bei i+1 hangt nur von Zustand i ab

® Wenn folgendes gilt:

P(Xni1=j|Xn=0Xn 1 =in1, Xn-2=in-2, ..., Xo=ip)
= P(Xp4+1 = j| Xy = 1)

37
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Ubergange zwischen diskreten Zustanden

P(Xn—|—1 — ]’Xn — Z) — DPij

( Poo  Po1
P10 P11

P = . .
\pMo PM1

Pom \
Pim

pMM)

M
n; = sz'j =1
j=1

® Ubergang eines Zustandes 7 nach einem Schrittin Pz

® Nach n Schritten:

Pz

38



Markov Ketten

Di(rected)-Graph

Karlsruher Institut far Technologie

Eigenschaften von Markov Ketten (einige):

® Homogen

B Irreduzibel:

B Aperiodic:

B Regular:

pi; 7 f(t)

positive Wahrscheinlichkeit nach n bzw. k Schritten von Zustand
i nach j bzw. j nach i zu gelangen.

Fur jeden Zustand i gilt, dass er nach einer irregularen Zeit wieder
auftreten kann.

Eine Matrix P ist reguldr, wenn es eine Potenz von P gibt in 39
welcher alle Elemente >0 sind.
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Stationarer Zustand

Frobenius Theorem

Eine Markov Kette ist ergodisch wenn es eine positive
Wahrscheinlichkeit gibt nach n Schritten von jedem Zustand i nach |

zu gelangen. Dies gilt z.B. fur reguléare Ketten.
) Evl RNW der U%\‘cfdau"a(fc(-\zﬁ‘l'

® 1ist ein Eigenwert von P Pr=m
® Alle Eigenwerte von P sind Al <1 C Trobeniuc Theprex)

® Der Eigenvektor m zum Eigenwert 1 hat keine Elemente gleich 0 und
kann ohne Einschrankungen auf eine Lange von 1 normiert sein.

\ -

. —
B 1t ist der stationare Zustand der Kette ( nh_)rr;() P "X =m

Sy,

40
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Geschichte

B Konsonanten und Vokale in russischen Texten
A. A. Markov, 1913

An Example of Statistical Analysis of the Text of Eugene Onegin lllustrating the Association of
Trials into a Chain

B Struktur und Analyse der Englischen Sprache

C. E. Shannon and W. Weaver, 1964
The Mathematical Theory of Communication

® Fundamentalere und allgemeinere Anwendung auf generelle
physikalische Fragestellungen
Erzeugung von Zufallszahlen, Parameter Optimierung

® Und noch vieles mehr...

41
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Konsonanten

® Entwicklung der Markov Kette und
die erste ,praktische” Anwendung

B Wie oft folgt auf einen Vokal ein Vokal bzw. Konsonant und anders herum ?

Vokal Konsonant

Vokal
p_ (0.128 0.872

0.663 0.337
Konsonant

B Stationarer Zustand dieser Kette:
! = (0.432, 0.568)

=0 I/\/ALHzLefu'J(LL-e[{ro(?c“-(’ do VU{(&(L ug,,( ((og,Jazmuvz(f&,/
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® Das Internet IST ein Netzwerk,

das durch eine Ubergangsmatrix
beschrieben werden kann:

A B C D FE

/N 1 1 .
EREEEAN:
P=| o 1 i _
01 00 3 C
000 0 3 D
\0 0+ 00/ E
A B C D E
/0293 0293 0.293 0.293 0293 \ A
m lim P°X =n P32 0.390 0.390 0.390 0.390 0.390 B
n—00 T 0.220 0.220 0.220 0.220 0.220 C
0.024 0.024 0.024 0.024 0.024 D

knma 0.073 0.073 0.073 0.073 /
l/JC\LH'CLCS(A‘:CLLl:J{‘\l(A() ag (ﬂu ,{h‘[g,,;u‘ Jfay\(e‘, @quf,,v[q/b._(ayv[yf ym[la&.fc/“

m Pr=n S 7 = (0.293,0.390,0.220,0.024,0.073)
43

(Weitere Informationen, z.B.: https://de.wikipedia.org/wiki/PageRank)
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Google, PageRang Algorithmus

Falls Transformationsmatrix P nicht regular ist, kann dies durch leichte

Deformation erreicht werden
eigenes Studium

Pg=(1-8)P+pQ
B Google hat z.B. = 0.15 verwendet

m Wobei Q eine NxN Matrix mit q,=1/N ist

® Aullerdem kann Q die ,Vorlieben® der google Benutzer widerspiegeln
® Viele Details zum PageRank sind Firmen-Geheimnis

® Ohne Klassifikation ist das Internet quasi unbrauchbar, allerdings kann
eine Klassifikation auch spezifische Informationen ,verstecken®, falls

diese nicht im allgemeinen Fokus steht. *
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Monte Carlo Markov Chains

45
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Das zugrunde liegende Problem

:F(;(‘.) 4{1?(‘.1([10'{»@‘J¢ elve éﬁi)lc‘/ua.[é/"d'—
[ (D, 2D, ) ol il

Die d-Dimensionale Funktion‘l’(;) kann an jedem Punkt X
berechnet werden

(d.h.:F ist eine nicht unbedingt normierte Wahrscheinlichkeitsdichte)

B Wie konnen effektiv Zufallszahlen aus der VerteilungFgezogen
werden?

@ Wie kann die Funktion Ieffektiv abgetastet werden, um z.B.
Minima/Maxima zu finden?

46
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Anwendungen . o
U’L‘“:a‘, ‘ Algorsdhmus (%L{VLN kelke), dor und dw datlondrey, Zukan ok l'igii)& ;: TG

B Simulation: Ziehe (typische) Zustande aus der Wahrscheinlichkeits-
verteilung, welche das System bestimmen

&

X ~ m(x)

® Integration / Computing: In sehr grol3er Zahl von Dimensionen, z.B.
fur folgendes:

czEv@nzj%@ﬁ@mi

® Optimierung: Mit einem ,Ausgluhungs (Annealing)* Schema

X* = argmax [W(E)]

® Machine Learning, Bayesian Inference 47
— Abtasten von hoch-dimensionalen Verteilungen
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Bayesische Statistik

eigenes Studium

p(data; theta)p(0)
p(data)

p(0; data) =

B Alle interessanten Informationen erfordern Integration von p(é’; data)
oder Teilen davon

zB. Elp(f;data)] oder cov;;|p(0;data)] etc

® Monte Carlo Markov Chains konnen genau das leisten. In vielen Fallen
ist Bayesische Statistik tatsachlich nur mit MCMC Techniken moglich.

® Mit MCMC konnen aus p(@; data) Zufallszahlen generiert werden. 48
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Bestimmung der Ubergangs-
Wahrscheinlichkelit

B Eine (ergodische) Markov Kette hat einen einzigen stationaren
Zustand (—Wahrscheinlichkeitsdichte der Zustande)

m(x)

® Fur diesen Zustand muss die ,detailed balance” Bedingung gelten

w(x1)P(x1 — x2) = m(xo) P(xes — x1)

(et

® Wahle Ubergangsfunktion foIgendermafSe\?(:)‘SCLL\MC

P(x1 = x2) = g(x1 = 22)A(z1 — 22) W\P\M"‘
R AuRRe
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Definition der Akzeptanzfunktion

B Fir () =P(x) und Plx1— x2)=g9g(x1 — 22)A(17 — 22)
gilt (durch Umformen der detailed balance Regel):

A(xy = x3) [ P(xz2)g(xe — 1)

A(xo — 1) \Plrxr)g(xr; — x2)

® Eine mogliche Wanl: Metropolis-Hastings Methode

Lecg” 8

P(x2) g(xs — :131)]
P(x1) g(x1 — x2)

A(x1 — x2) = min [1,

Cff{mhf"‘ ”‘»0‘0‘“‘“ lodlonce” (2(""[‘““3 wn 2u u[{u,ddﬂ e ev]illt ‘ﬂ"‘) >
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Metropolis-Hastings Algorithmus

eigenes Studium

1. Start mit einem zufalligen Zustand x.
2. Erzeuge Zustand x .. mit g(x — X __.)

3. Akzeptiere neuen Zustand x . mit A(x — x__.)
Ja: verwende x .. ; Nein: verwende x_

4. Wiederhole Schritt 2 bis 3 insgesamt T-Mal um
Autokorrelationen zu vermeiden

5. Verwende x_ als Stichprobe aus P, und gehe zu Schritt 2

51
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Akzeptanz
Probability(x,, x,)
X5 » accepted step

* rejected step

52



Einfluss der Vorschlagsfunktion”

® Zu kleine Vorschlagsfunktion

B grol3e Akzeptanzrate ~1
W starke Autokorrelationen
W gute Abtastung

® langsame Konvergenz

B Vorschlagsfunktion zu grof}

® kleine Akzeptanzrate — 0
® kleine Autokorrelationen
W schlechte Abtastung

® langsame Konvergenz

Variable ?

Variable 2

\ariable 2

-2 0
Variable 1

2

-2 0
Variable 1

2

-2 0
Variable 1

2

4
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; 0.25

o
A
P
I y
A
g
4 4
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Visualisierung von Markov Ketten

eigenes Studium
B Markov Ketten finden das Minimum der Rosenbrock Funktion

\[¥~ /u&{w,ooj}x H;{f{a}A 94 ppr b < siehe auch Video

Karlsruher Institut far Technologie
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MCMC Vorschlagsfunktion

® Konnte man ¢g(j — i) = P(¢) verwenden, ware die Akzeptanz-Rate:

® Da das im Allgemeinen nicht machbar ist, wird oft eine multi-
dimensionale (symmetrische) Gaul} Verteilung verwendet. Die Wahl
der Kovarianzen ist hier der einzige Freiheitsgrad, ist aber kritisch!
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Vorschlagsfunktion g(x,—Xx,)

B |In einer Dimension:

e

B Sehr schwierig zu Optimieren. Optimal sollte die Form der Funktion
P(x) sehr nahe kommen, sonst ist die Akzeptanzrate schlecht. In vielen

Dimensionen ist das schwierig.
56
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Markov Chain Monte Carlo

57
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Beurteilung der Vorschlagsfunktion

r\zdk\:anl-t Qﬂlrawtl&f WCL&L\L CX»\L Qual)‘\l’a"} CLU
\IOWLUMLMAM que-lafiateven kmeee shd wdv andame:

A\Lﬁrﬁp\‘ﬂk%\"hl—(,
S()“u ntdt I ueh\ et

[°] AN‘LO\CaWelm‘hD»\ A;u’ \’-UN(Z
Sollle w\’o‘gl‘)cLs* SoLue[l ﬁejl/b\ () QQLM\
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Parameteroptimierung mit ,Ausgluhen”

Wie kann eine Markov Kette zur Parameteroptimierung verwendet

werden?

B Kirkpatrik, Gelett, Vecci 1983

® Auch: Simulated Annealing, Statistical Science 6 (1993) 10-15

Bertsimas and Tsitsiklis

® Die ,Kostenfunktion® P(;) in beliebig vielen Dimensionen ist bekannt

® Transformiere die Funktion:

® Und damit:

P(z) — P'(2) = exp [— P (Tx)]
Py(x) P (7) — Py ()
P P [‘ T ] )
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Ausgluh-Algorithmus
,Slmulated Annealing”

1. Start mit einem zufalligen Zustand x, bei Temperatur T
2. Erzeuge Zustand x . mit g(x — x__.)

3. Akzeptiere neuen Zustand x , wenn  P(x, . 1) < P(x,)

oder P(zp1) = Plzs)

C > exp |— T

mit ¢ Zufallszahl aus [0,1]

4. Wiederhole Schritt 2 bis 3 insgesamt T-Mal bei gleicher Temperatur
5. Kontrolliere Konvergenz

6. Reduziere Temperatur, und gehe zu Schritt 2
60
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Effekt der Temperatur

10

-10t
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Temperatur Anderungen ,Cooling Schedule”

Viele Methoden in Verwendung. Verschiedene Vor- und Nachteile:

| linear: T(t) =Ty —nt
® exponentiell: T(t) = Tyt
® logarithmisch: T(t) = log(tc—l— 0
:
dI*  —vsT

® Thermodynamic

adaptive: % B 6\/6 + ...

v_: Thermodynamic speed, C: heat capacity, e: Relaxation time

62
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Probleme

@ Parametertuning sehr wichtig

B Welche Starttemperatur?
Zum Beispiel ,aufheizen” auf Akzeptanzrate 40-60%

® Welche Abtastverteilung g verwenden?

B Wie oft bei gleicher Temperatur Umgebung abtasten? Wie soll sich das
mit der Zeit andern?

® Mit welcher Geschwindigkeit abkuhlen?

® Abbruchbedingung

Erfolgreiches ,,annealing” benotigt Fein-Abstimmung und Kontrolle ! 63
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Simuliertes Ausgluhen

DE 1] mily 02

01r i=500

D Ll
-10 0 10 20

/ KoLVPVﬁ(Lﬁ'

20
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Finde globales Optimum

Simulated Annealing

Dptimal
Salutizn

Targat Funciion
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Genetische Algorithmen

66
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An die Genetik angelehnt

® Parameter werden von den Eltern auf die Nachkommen vererbt,
dabei kommt es zu:

B Re-Kombination der Parameter

Ganze Parameterblocke werden von einer Generation an die nachste
weitergegeben

® Mutation
Parameter konnen auch zufallige Veranderung erfahren

B Nur die besten Nachkommen konnen sich weiter vermehren

B etc.

67
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Genetischer Algorithmus, schematisch

i

melektion Erenzung Ivlutats on

Generation V Greneration V+1

68
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Algorithmus

1. Generiere zufallige Startpopulation P
2. Berechne Fitness der Individuen aus P
3. Selektiere Fitness

4. Wende genetische Operatoren an

5. Wiederhole Schritte 2 bis 4 bis
Abbruchkriterium erfullt

6. Bestes Individuum — Minimum

Kann einfacher zu beherrschen sein als ,Annealing“. Allerdings auch hier

viel Fein-Arbeit und spezifische Anpassung. 69



Karlsruher Institut far Technologie
B . . I

eigenes Studium

® Erzeugung eines Bildes aus einfachen Grundformen. Siehe Video.

\[jr— G(M‘lla,\mp"f QJ

=) 8MCL %ef‘liﬂ& O\P\I:WIYVMV& O’(/oo) qu,,.,e,\(«/ meL
9{&0,\1 I?J Ol/le ]A((ﬂ()yﬂ‘j'[f\lmu]. E{b\ “VIUV‘A-‘V(U ' A[ym,ﬂ el
I at btev \«efu (Lgrce.
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Aktives Forschungsfeld:

Ant colony optimization

Bees algorithmn

Intelligent water drop algorithmn
Particle swarm optimization
Firefly algorithmn

Oft werden biologische Mechanismen kopiert: die Evolution ist an sich
ein Optimierungs-Verfahren und bringt vielfaltige selbst-optimierende
Systeme zustande.

\/JF"‘ KPM‘L(CLL S Uavwm W'PLt Q"/\

:D@’CECL%NJ}?L ﬁ(é'ffmuvu‘ﬁz O'ua < g Ankn Video ot 4
'EM&&.H&( Von /IDQIN{ML/,{LH}M‘ Hier: \ducll'JcLL Ewergie cm ?O"Rh wl mil o

Rabunge— [evn.
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Zusammenfassung, Markov Ketten

® MCMC konnen von nicht vollstandig beschriebenen Verteilungen
Zufallszahlen generieren. Damit konnen hoch-demensionale

® Integrale gelost werden
B Bayesche Wahrscheinlichkeiten berechnet werden
W Parameter optimiert werden, etc.

® |In hoch-dimensionalen Parameterraumen mit teilweise vielen lokalen
Minima konnend dies die einzigen brauchbaren Algorithmen sein

® Annealing und Genetische Algorithmen gehoren mit zu den
modernsten Methoden sehr komplexe Optimierungen durchzufuhren

B Bei einer konkreten Anwendung muss sorgfaltiges Parameter-Studium
betrieben werden
72
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