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Wichtigste Hypothesentests in der (Teilchen-)physik

* Ist die Energiedeposition eines Teilchens mit vorgegebenem Impuls in Materie kompatibel
mit einer Teilchenhypothese eines Elektrons, Pions, Kaons oder Protons?
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Wichtigste Hypothesentests in der (Teilchen-)physik

* Ist die Energiedeposition eines Teilchens mit vorgegebenem Impuls in Materie kompatibel
mit einer Teilchenhypothese eines Elektrons, Pions, Kaons oder Protons?

* Weisen die Daten auf ein neues Teilchen zusatzlich zu einem bekannten Untergrund hin?
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Wichtigste Hypothesentests in der (Teilchen-)physik

* Ist die Energiedeposition eines Teilchens mit vorgegebenem Impuls in Materie kompatibel
mit einer Teilchenhypothese eines Elektrons, Pions, Kaons oder Protons?

* Weisen die Daten auf ein neues Teilchen zusatzlich zu einem bekannten Untergrund hin?

* Sind zwei oder mehrere Messungen der vermeintlich gleichen physikalischen Grol3e
miteinander kompatibel?
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Effizienz und Reinheit

* Wir beschaftigen uns im folgenden mit dem Test: ist ein Teilchen vom Typ-1 oder vom Typ-
0?

* In diesem einfachen Fall besteht die folgende Relation zwischen dem Fehler 1. und 2. Art
und den haufig verwendeten Begriffen Effizienz und Reinheit:

Richtig erkannte Ereignisse vom T'yp-0
€E =

=1- Effizi
Alle Ereignisse vom Typ-0 o (Effizienz)

(1—0&)N0
(l—Oz)No—}—ﬁNl

p= (Reinheit)

« : Fehler 1. Art
£ :Fehler 2. Art
Ny : Wahre Anzahl der Ereignisse vom Typ-0
N7 : Wahre Anzahl der Ereignisse vom Typ-1
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ROC Kurve

* In solchen Fallen, in denen sich Effizienz und Reinheit definieren lassen wird die Machtfunk-
tion eines Tests auch durch die Reciever Operating Characteristics (ROC) Kurve angege-

ben.
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ROC Kurve

* In solchen Fallen, in denen sich Effizienz und Reinheit definieren lassen wird die Machtfunk-
tion eines Tests auch durch die Reciever Operating Characteristics (ROC) Kurve angege-

ben.

T 10?L o'bata

Sie wirden i.a. den Arbeitspunkt in der
ROC Kurve wéahlen, der bei dieser Dar-
stellung am weitesten oben rechts in
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Zweihypothesen Poisson Test

* Ein klassischer und wichtiger Test in der Teilchenphysik, den wir im folgenden tiefer
diskutieren werden ist der Zweihypothesen Test basierend auf der Poisson Zahlstatistik,

z.B.:

* ,Weist die Messung auf ein neues Teilchen zuséatzlich zu einem bekannten Untergrund

hin?*

* In diesem Fall haben wir zwei Hypothesen, z.B.:

Hj : Etablierte Hypothese (nur Untergrund)
H; : Alternative Hypothese (zusétzliches Signal)

19.7 67 (8 TeV) + 5.1 fb' (7 TeV)

>
8 400 — CMS 7 TeV Untagged 2
== ¢ Data
i) — S+Bfit
SHE300) sl e e B component
g') } ------ t1c
Ll N i . +20
200
100
0 | | ] | | | | | | | | |
100 120 140 160 180

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

EPJ C 74 (2014) 3076 m’Y’Y (GeV)



http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-014-3076-z

7128

Lemma von Neyman-Pearson (einfache Hypothesen)

Fiir den Test zweier einfacher Hypothesen Hy und H; ist fiir den Likelihood-Quotienten

N = L)

1 — 3 bei vorgegebenem a maximal, d.h. A(¥) ist die méchtigste Teststatistik. Der Likelihood-
Quotient A\(7) ist dquivalent zur Differenz der Log-Likelihood:

(%) = —21n (#) — _2(1n (L(Z|Hp)) — In (L‘.(;fc‘\Hl)))

9710 (8 TeV) +o.T10 (7 1eV)
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Lemma von Neyman-Pearson (zusammengesetzte Hyp.)

Fiir eine Verallgemeinerung des Lemmas von Neyman-Pearson bilden Sie den Likelihood-Quotienten

aus

) mgz?x (L£(Z,{0;}1Hy))
AT, {6;:}) = max (£(Z, {0/} Hp))’
ASY

wobei 0; € Q bedeutet, dass die Parameter {6}} mit Hy kompatibel sein miissen. Die Hypothese
Hy wird mit der Irrtumswahrscheinlichkeit o verworfen, falls

a =P\ > \o|Hp) = /g()\\Hg)d)\
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Beispiel CP-Eigenzustand des beobachteten Higgs Bosons

* Goldener Zerfallskanal fur solche o .
Beispiel, wie Drehimpuls- und

Messungen: H—ZZ" -4 Spinkonfiguration Rickschlisse auf
den CP-Eigenzustand des Higgs
Bosons zulassen:

_ L + -
P(Y(8,9)) = (=1)" - Y{"(0, ¢) G N
S— —
P(4¢) = (—1)L(—1)2(+1:>\¢ (- fpe e
AN 4 y o7
: =4/3l1, 1)®]1,-1)— /11 1
Paritatsoperator Anteil der 0.0 = /41, B2 L-1) - /311,02 [1.0)
Ortswellenfunktion +y/311,-1)®[1, 1)
Anteil der Spins im 0~ g_ﬂ,‘ - = £
S SUCLCLICTRERE >
decay plane Z i deGyplons oo EndZUStand . << . ::
/ ! ',"' JE =0 L=1
ut AR7/4 4 /Z z \
\ L,£1) = /3L £1) ®11,0) - /3L,0) ® |1, 1)
1) 78 02
0* . o
- » < - Characterisierung der Zerfalls- NB: fur alle, die sich wundern, warum
" 7 ebenendes H — ZZ* — 4 bei CP Analysen immer nur P disku-
Zerfalls. tiert wird, der Eigenwert von C(4¢) ist

immer +1 (siehe z.B. Kapitel 5 hier fur
eine genauere Diskussion).
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Beispiel CP-Eigenzustand des beobachteten Higgs Bosons

* Goldener Zerfallskanal fur solche

Messungen: H — ZZ* — 4/
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Theorem von Wilks

Fiir Stichproben {z;}, ¢ = 0,1,...n einer Zufallsvariablen = der Linge n — oo gilt: Wird die
Grundgesamtheit der Zufallsvariablen x durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte p(z, {0;}) beschrie-
ben, und legt die Hypothese Hy r = my —mgo der Parameter {6,} fest, so folgt die Testfunktion

—

¢(Z,0) = —2In (A(:ﬁ, é’))

einer y2-Verteilung mit r Freiheitsgraden. Dabei entspricht m; der Anzahl der freien Parameter
der Hypothese H;.

Annals Math. Statist. 9 (1938) 1

* Beispiel: Zahlexperiment mit einem Signal (s) zusatzlich zu bekanntem Untergrund (b)

L(Z|0s + b) ) o
r,0) = —21 1) - x*-Verteilung mit einem
Q(x ) " ( E(ﬂ_ﬂb) > A (x ) Freiheitsgrad

* D.h. wenn Sie sich sicher sind, dass Ihre Stichprobe den Anforderungen von Wilks’
Theorem entspricht konnen Sie p-Werte und Irrtumswahrscheinlichkeiten analystisch und
ohne die Auswertung von Pseudo-Experimenten bestimmen.
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Beispiel-1: GauBverteilte Stichprobe

* Hypothesentest: Hat eine GauRverteilte Stichprobe {z;} der Lange n den Mittelwert po?

* Likelihood:

E({xi}7u’a):< 21 z)neXp (‘%zi(%—uf)

mwo

* Likelihood-Quotient:

1
202

2
)\({xi}7 Ho, 0) = exp <— h;;\ Maximiert £ im
gesamten Para-

meterraum

¢({zi} po,0) = —2In(\) = —

1o fest vorgege-
ben fur H,

Z(%—Mo)2—2($i—f)2= Zxxj—Qszuo—l—n,uo — Zx:cj—22xlx—|—nx

=1 =1 1,7=1 1,J=1
W “/—’

= 2nT o = 2n7T>

— = nud + 2nTpo — nz* = n (o — )’
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Beispiel-1: GauBverteilte Stichprobe

* Hypothesentest: Hat eine GauRverteilte Stichprobe {z;} der Lange n den Mittelwert po?

* Likelihood:

E({xi}7u’a):< 21 z)neXp (‘%zi(%—uf)

mwo

* Likelihood-Quotient:

1 - T 2
A{zi}, po,0) = exp <_ﬁ (Z (zi — po)" — Z (z; — h;g\ Maximiert £ im
i=1 ' gesamten Para-

meterraum

a({x:},10.0) = ~2I(N) = 75 (uo ~ @)°

1o fest vorgege-
ben fur H,

* Die Stichprobenverteilung fir = ist bekannt: f(Z) = N(Z, po,0//n).

* Wir ermitteln die Stichprobenverteilung ¢(q) durch Variablentransformation bei vorgegebener
Stichprobenverteilung f(Z) = N (T, po,0//n).
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Beispiel-1: GauBverteilte Stichprobe

* Hypothesentest: Hat eine GauRverteilte Stichprobe {z;} der Lange n den Mittelwert po?

* NB: Der Wertebereich von g(¢) wird zweimal tiberdeckt, einmal fir T > 1o und einmal fur
T < po - Es qilt also:

dz| , _ B B - , .
9(q) =2 aq f() ; f(T) = N(T, po, 0/v/n) = ,/27m2 exp (_272(”0_56) )
_ n 9 _ 0% 1 dx 1 /o2 _a
@) = o =27 5 F=po—yfmar 5 =g T

1 /o2 _a1 n no_ 2
00) =25\ 50 g o (g (7 o))

1 1 q
=2 b | V2ro T\ 2

1 r/2—1 _—=z/2

2
* In diesem Beispiel folgt g(q) der x*Verteilung 22T (v /2)
fur r = 1 Freiheitsgrade fur beliege Werte von L 1 ( Q>
=+ 7q 2 exp —
" V2 2

n=1
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Beispiel-2: Zahlexperiment mit Poisson-Statistik

* Hypothesentest: Kleines Signal s auf bekanntem Untergrund p > s.

Po(n,b):b—'e_b ; Pl(n,s—i—b):—(s +'b) e~ (s10) : n=s+b
n! n!
PO(nab)
\ =
Pl(n,s—l—b)
q=—2ln b ne_b+s+b =—2|nln b + s 22((S+b> ln<§+1)—8>
s+b s+0b b
mit: s < b
In(1+ )—i(_l)m ”—f—lfuo(( /b)) fira e (-1: 1
n a:—VZI == 5 S ur x ;

~9 (—|—b><8 132> _ 5 32_|_ 153 1 52 N32
== \° b 202) ) T\ T T T2 %) T

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

16/28

Beispiel-2: Zahlexperiment mit Poisson-Statistik

* Dem Theorem von Willks folgend gilt:

2 2
— (nObS 'U“O) — Sobs NB: Vergleichen Sie mir Lecture 05
Nobs gg gg Folie 18.

mit po = b, nobs = (Sobs + ) =y und

2
o M /g~ Sobs (Signifikanz der Beobachtung)®”

* Man erkennt an dieser Rechnung das die altbekannte Formel flr die Berechnung der
Signifikanz bei einem einfachen Zahlexperiment

Sobs

Vb

nur naherungsweise gilt. NB: Die Naherung besteht in der Annahme oy = /b .

D zur Erinnerung: die Signifikanz ist die Abweichung der Beobachtung von der Erwartung in Vielfachen der Standardabweichung.
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Systematische Unsicherheiten in der Likelihood

* Systematische Unsicherheiten kdnnen mit Hilfe von Storpara- Likelihood Scan
metern (nuisance parameters) in die Likelihood eingebracht
werden. Wir diskutieren das Vorgehen am Fall eines Signals - /’
auf bekanntem Untergrund von Lecture 05 (Folie 9): i /
25 ‘/
* Erinnerung: ANLL ist aquivalent zu einem Likelihood- of /
Quotienten oA
-\
L(Z,0|us + b) M
ANLL = —21 ’ b R S 3
’ ( L(7, 0[D) )
B 250
c — Signalx 4
g L —— Signalx 3
)] — Signalx 2
— Signalx 1
200 N L Background

clah 401 = [ PUzed.e{63)

|IIII|IIII+I

k<25 _ _ 150
Produkt Poissondichte
fur 25 bins.
_ —(Oa—x12)2 100
vp({0;}) = boe 913}‘1%—\926 (0 wk)/
Untergrund Signal

Ln
=

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

10

D|||||||||
—
[R=]
w
B »
N -
=
C K
th
o
-
o0
O

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf mass [GeV]
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/



http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1193243_download&client_id=produktiv
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1169217_download&client_id=produktiv

18/28

Systematische Unsicherheiten in der Likelihood

* Wir fihren einen Stérparameter flir die Normierung der Untergrundverteilung ein. Hierftr
nehmen wir an, dass die Untergrund-Normierung g, in unserem Modell nicht exakt bekannt
ist, sondern nur mit einer rel. Unsicherheit von o(0y)/6y = £5%.

Wahrscheinlichkeitsdichte flr 6,

ve({6;3) =00 £ (00/00,1,0(00) /6o) e~ N1 + 0, e~ (Oa—x)” bei gegebener Abschatzung d
e Maogliche wahre Werte fir 6,
= p(90|90) I (auszuintegrieren).

» Beste Abschéatzung des wahren
Wertes in Likelihood

Ll 0 = [[ PUaad ma((6,1)

k<25
Produkt Poissondichte

fur 25 bins.

Vk;({(gj}) _ €O€—91xi+g2e—(93—xk)i

~~

Untergrund Signal

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1169217_download&client_id=produktiv

19/28

Systematische Unsicherheiten in der Likelihood

* Wir fihren einen Storparameter flr die Normierung der Untergrundverteilung ein. Hierftr
nehmen wir an, dass die Untergrund-Normierung ¢, in unserem Modell nicht exakt bekannt
ist, sondern nur mit einer rel. Unsicherheit von o (6y) /0y = +5%.

Vk?({ej}) = ?0 f(lgo/ég, 1, 0(50)/902 e~ 01Tk 4 05 e_(gs_:ck)Q

Wahrscheinlichkeitsdichte flr 6,
bei gegebener Abschatzung 4, .

Mogliche wahre Werte fur 6,

T (auszuintegrieren).

Gewahlte Wahrscheinlichkeitsdichte
1 f(z,p = 1,0 = 0.05 1) fiir Normierung.

» Beste Abschéatzung des wahren

— 10f
S; F | Standard LogNormal distribution
E O (8% vel. Uncertainty)
i
73 "
ﬁf \
43 \
32 \
o \
1: ‘/
0_‘ V- L1 | - | - | - | - | - —
06 038 1 1.2 14 16 18 2
X

Wertes in Likelihood

NB: Eine Diskussion der Log-
Normalverteilung finden Sie im
backup zu dieser Vorlesung.
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Systematische Unsicherheiten in der Likelihood

* Wir fihren einen Storparameter flr die Normierung der Untergrundverteilung ein. Hierftr
nehmen wir an, dass die Untergrund-Normierung ¢, in unserem Modell nicht exakt bekannt
ist, sondern nur mit einer rel. Unsicherheit von o (6y) /0y = +5%.

Wahrscheinlichkeitsdichte flr 6,
bei gegebener Abschatzung 4, .

Vk?({ej}) = ?0 f(lgo/éo, 1, 0(50)/902 e~ 01Tk 4 05 e_(gg_xk)Q

Mogliche wahre Werte fur 6,

T (auszuintegrieren).

) o e » Beste Abschéatzung des wahren
Gewahlte Wahrscheinlichkeitsdichte Wertes in Likelihood

1 f(z,p=1,0 = 0.05p) fur Normierung.

Gewahlte Wahrscheinlichkeitsdichte
G 10: e [ p(90|00) far 90' [ ~
:’—f:ai oF f;;,nfeﬁr i:-:;?;;?y?l e += 0.04 * Fur p(0o|6o) ist 9, der (wahre)
8§ B 6, LogNormal(5%) Parameter in der Likelihood
: 0.035] und 0y der in der Likelihood
Y I \ - = wio uncertainty angenommene Schéatzwert.
6; \ 0.03 E '-l — w/ uncertainty
5 \ 0.025] * Bei der Bestimmung der Test-
af o.02F L verteilung wird der Parameter
af \ F [' II 0o ausintegriert (marginalisiert).
g \ 0.015F
2 . r lI . . . .
£ \ 0.01F * Dies erfolgt i.d.R. mit Hilfe der
: ] : I[ ]] MC Methode.
ol A 0.005]
06 08 1 12 14 16 18 2 : )ﬂ
X C v
‘?50 200 250 300 350 400 450
background norm
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Systematische Unsicherheiten in der Likelihood

* Wir fihren einen Storparameter flr die Normierung der Untergrundverteilung ein. Hierftr
nehmen wir an, dass die Untergrund-Normierung ¢, in unserem Modell nicht exakt bekannt
ist, sondern nur mit einer rel. Unsicherheit von o (6y) /0y = +5%.

Vk’({ej}> = ?0 f(,80/9~07 1, J(éo)/éol e~ 01k 4 05 e_(93—$k)2

Gewahlte Wahrscheinlichkeitsdichte
1 f(z,pn=1,0 = 0.05p) fur Normierung.

Maogliche wahre Werte fur 9,

. (auszuintegrieren).

Wahrscheinlichkeitsdichte flr 6,

Wertes in Likelihood

10

Standard |

LogNo

rmal distribl

ution

Gewahlte Wahrscheinlichkeitsdichte
p(00|90> fur 90

bei gegebener Abschatzung 4, .

» Beste Abschéatzung des wahren
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Die Testverteilung g(q) weitet sich
durch systematische Unsicherheiten
erwartungsgeman aus.

Ein lauffahiges RooT macro finden Sie hier.
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Die LEP Teststatistik

* Eine exakt solche Teststatistik wurde (um 2000) zur Suche nach dem SM Higgs Boson bei
LEP verwendet:

L(Z]b({6;})) HP {2 }br({6;1))
L(Z|ps({05}) +0({05})) HP (ke tlps({05}) + 0r({65}))

. :_m<£<f|us<{ej}>+b<{ej}>>> o<1
' L(#b({6;}) -

* Der Likelihood-Quotient besteht aus H; : ”SM” Gilber Hy : ”Es gibt kein Higgs Boson im SM”,
Alle Unsicherheiten werden durch Storparameter in die Likelihood eingefiihrt und wie auf
den vorigen Folien beschrieben marginalisiert.
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Die LEP Teststatistik

* Eine exakt solche Teststatistik wurde (um 2000) zur Suche nach dem SM Higgs Boson bei
LEP verwendet:

L(Z]b({6;})) HP {2 }br({6;1))
L(Z|ps({05}) +0({05})) HP (ke tlps({05}) + 0r({65}))

. :_m<£<f|us<{ej}>+b<{ej}>>> o<1
' L(#|b({8;})) T

* Der Likelihood-Quotient besteht aus H; : ”SM” Giber Hy : ”Es gibt kein Higgs Boson im SM”,
Alle Unsicherheiten werden durch Storparameter in die Likelihood eingeflihrt und wie auf
den vorigen Folien beschrieben marginalisiert.

* NB: Dieser Ansatz ist in seinem Grundsatz bayesianischer Natur. Die Wahrscheinlichkeits-
dichten p(60;|6;) fur die Storparameter 6; entsprechen Wahrscheinlichkeitsdichten fur den
-wahren“ Wert des Parameters. In der frequentistischen Interpretation gibt es nur den
wahren Wert, flr den es keine Wahrscheinlichkeitsdichte gibt. Dieser Ansatz wird daher
auch als frequentistisch-bayesianischer Hybridansatz bezeichnet.
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Die Tevatron Teststatistik

* Bei der Suche nach dem SM Higgs Boson am Tevatron (um 2005) wurde die LEP Test-
statistik angesichts grof3er systematischer Unsicherheiten modifiziert:

L(Z|b({05})) HP {zr}0e({0,})) Hp (9516;)
L(Z]ps({05}) +06({0;})) HP {xk}luS({H 1) +br({6;})) - H (0;165)

. :_2ln<£(flu8({9}) <{9}>>> o<1
' £(]b({6;})) -

* Der Hybridansatz zur Marginalisierung der Storparameter wurde beibehalten aber die
Poisson-Likelihoods in Zahler und Nenner einfach um die Wahrscheinllichkeitsdichten der

Storparameter erweitert.

* Die Storparameter der Likelihoods fir Zahler und Nenner wurden dann vor Evaluation der
Teststatistik mit Hilfe der ML Methode abgeschatzt. Diese Abschatzung erlaubt es die
Unsicherheiten auf die Storparameter (post-fit) zu reduzieren und sogar Storparameter als
freie Parameter abzuschatzen, die dann ihre Unsicherheit erst aus der Abschatzung erhal-

ten.
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Anmerkungen...

... Zu den bisher diskutierten Teststatistiken:

* Durch die Marginalisierung der Storparameter ist das Theorem von Wilks nicht mehr
anwendbar. Dies fuhrt dazu, dass in beiden Fallen die Testverteilung von ¢, aufwandig mit
Hilfe von MC Methoden bestimmt werden muss.

* Die Behandlung der Stérparameter in der Tevatron Teststatistik ist zu der Behandlung der
Storparamerer in der LEP Teststatistik mathematisch nicht aquivalent! Beide erfassen
jedoch den Umstand der Anwesenheit von Messunsicherheiten, was zu einer Verbreiterung
der Testverteilung fuhrt.

* Mir personlich erscheint die LEP Methode intuitiver und auch ,richtiger”, die Tevatron
Methode praktikabler und daher einfacher zu realisieren.! Im Zweifel entscheidet die
Eigenschaft der Abdeckung (coverage) uber Anwendbarkeit und Erfolg eines Modells. Wir
werden diese Eigenschaft in der nachsten Vorlesung diskutieren.

1 Ich finde, dass es z.B. ein ganz gutes Thema einer Bachelorarbeit sein kénnte, die Unterschiede beider Methoden im
Detail zu verstehen.
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Die LHC Teststatistik

* Mit der Suche nach dem SM Higgs Boson am LHC (ab 2011) ist man dazu libergegangen
eine Profile-Likelihood Teststatistik zu verwenden:

L(Z| ps(1051) +0({0;})) HP (et s({0;}) + br({6;})) - H p(0516;)

.~ om (c(f\ ps({0,,5) + b({eﬁ,j}))) N
' L(Fps({o;1)+o(0;y) ) 17

* Dabei werden im Nenner alle freien Parameter (d.h. sowohl {6, } als auch 1) global abge-
schatzt. Im Zahler werden die {6;} bei vorgegebenem 1 abgeschéatzt. Zahler und Nenner
sind so kontinuierich ineinander Uberfuhrbar.

* Diese Teststatistik hat den Vorteil, dass Wilks* Theorem hier wieder anwenbar ist, d.h. die
Testverteilung lalt sich asymptotisch ohne Zuhilfenahme von MC Methoden analytisch
angeben. Sie finden mehr Details hierzu unter EPJ C 71 (2011) 1554.
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Die LHC Teststatistik

* Zudem werden die Wahrscheinlichkeitsdichten der Storparameter p(9j|§j) unter Verwen-
dung des Satzes von Bayes (implizit) als Posteriorwahrscheinlichkeiten flir den Ausgang
virtueller oder realer Messungen bei vorgegebener Wahrheit p(6;|0;) neu interpretiert.

p(0510;) o< p(0;16;) o, (6;)

* Bei flachem prior g, (6;) impliziert dies z.B. bei der Normal- und Log-Normalverteilung
lediglich die ,Vertauschung” der Variablen 6; und 6, .

\/12_7T exp (; (Gj - éj)2> > \/12_7T exp (; (éj — 93’)2)

* Durch diese konzeptionell unterschiedliche Interpretation wird die bayesianische Wahr-
scheinlichkeitsdichte p(6,]6;) fur den wahren Wert bei vorgegebenem Schatzwert zur einer
rein frequentistisch interpretierbaren Wahrscheinlichkeitsdichte flur den Ausgang einer
(virtuellen/angenommenen) Messung bei vorgegebem, wahrem Wert p(éj|9j).

* Auf der technischen Seite spart man sich die Marginalisierung der Stérparameter.

* FUr eine detallliertere Lektire siehe CMS NOTE-2011/005.
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Testverteilung des Profile-Likelihood Quotienten

* Im Grenzwert grof3er Stichproben folgt der Profile-Likelihood Quotien einer nicht-zentralen
X* -Verteilung mit einem Freiheitsgrad:

e =8 = g (o0 (5 () o (5 (- 5)'))

mit:

W =)

0-2
* Dabei ist © der Paramter, der von g, getestet wird und 1’ die Variable.

* Fir u = ¢/geht die nicht-zentrale x*-Verteilung in eine normale x*Verteilung lber.
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Testverteilung des Profile-Likelihood Quotienten

* Im folgenden sind einige Beispiele fur verschiedene Hy- und H;-Hypothesen gezeigt. Flr
mehr Details siehe Masterarbeit Dennis Roy.

[ : m™" [mA = 900, tanb = 14 : m™* [mA = 680, tanb = 4 : m™™ [mA=1 anb =
3\ ?:::;" 2.;00 ([H(:+ 59000% :H‘Jh “ ElH, 8‘ ":::::I 5000 ([H ?+ sﬁn‘egjn ;H]h = III Ry 3 B "F‘:yd:l 8000 [[H“?‘ aozo(:)uu-‘i') it D H,
= Oldq,: 149468 Hy = Oldg,: 137057 : Ho [t L IH
10° Fitq,: 142042 —— Expected q]  FiteS 1439 — Expected —— Expected
— H, Asymptotic 10 — H, Asymptotic 10°F —— H, Asymptotic
— H, Asymptotic —— H, Asymptotic — H, Asymptotic
— Asymp. Expected L —— Asymp. Expected 7 —— Asymp. Expected
107 § 102 F 107 ¢ —
10 E 10 E 10E
1E ol 1.0, 1 } e PO R 1 NN S ] AT R b, 2
10 0 10 20 30 40 0 2 4 6 8 10 12
-2 % fn(LHfLHﬂ) -2 X In(LH/LHB) -2 % In(LHW/LHﬁ)
Asymptotische Formeln folgen Asymptotische Formeln folgen Asymptotische Formeln folgen
Verteilung aus der MC Methode. Verteilung aus der MC Methode. Verteilung aus MC Methode nicht.
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Kompatibilitat: Higgs@CMS

Second close-by resonance inH — v~ ?

5 CMSHS vy 197107 (8 TeV) + 5.1 o' (7 TeV) B CMSHS vy 19710 (8 TeV) + 5.1 o' (7 TeV)
| E - E p ] q
E 452 fi_
£ ‘8 i3
A _ - - " - O |« 3‘55
e = 12472 05GeV] - Gezeigt sind hier die s
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N
& :
3 $ * Event categories 574
e
Q :
Kopplungsstruktur 5 * Nuisance parameters: 4268
<
a
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4 - () — .
* ATLAS+CMS LHC Run-1 combination: [
i |
Considered production modes: Considered decay channels: e
Production Cross section [pb] Order of Decay channel Branching ratio [%] !
rAQQ i . el : | : wW.Z
process Vs =7 TeV \s =8 TeV calculation H — bb 575+1.9 =~ (a) =l
ggF 15.0 % 1.6 19.2+2.0 NNLO(QCD)+NLO(EW) H o WW S ‘
22 +0.03 58 + 0. ) /y+~N
VBE 1222003 1585004  NLOQCD+EW)+~NNLOQCD) H o o Bt b / ___________ ‘
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Zusammenfassung

* Effizienz und Reinheit
* ROC Kurve

* Poisson-basierter Zweihypothesen Test:
* Lemma von Neyman-Pearson

* Theorem von Wilks

* Systematische Unsicherheiten in der Likelihood
* LEP Teststatistik
* Tevatron Teststatistik

* LHC Teststatistik

* Beispiel: Eigenschaften des Higgs Bosons
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Backup

Priv. Doz. Dr. Roger Wolf
http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/


http://ekpwww.physik.uni-karlsruhe.de/~rwolf/

30/28

Erinnerung: Log-Normalverteilung

L 1 —n@)-p?/20?

[, p,0) = —e
( ) V2mo?
Elz] = et/ 20 (Erwartungswert)
var[x| = 2o’ (602 —1) (Varianz)
* Variablensubstitution: % 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
d X
7’ = In(z) dz’ = dn(z) = it
x

fuhrt die Log-Normalverteilung in
Normalverteilung Uber:

flz,p,0)dz = (', p, 0) dx/|x’:ln(sc)

* NB: So wie die Summe einer grof3en Zahl von Zufallsvariablen unabhangig von ihrer Ver-
teilungsfunktion einer Normalverteilung zustrebt, strebt das Produkt aus einer grol3en Zahl
von Zufallsvariablen unabhangig von ihrer Verteilungsfunktion einer Log-Normalverteilung
Zu.
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