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Vorlesungsprogramm

Einführung: Überblick und grundlegende Konzepte (1) 
Einführung: Überblick und grundlegende Konzepte (2) 
Zufallszahlen und Monte-Carlo Methoden 

Hypothesentests 
Parameterschätzung 
Parameterschätzung (Goodness-of-fit) 
Optimierungs- und Parametrisierungsmethoden 

Konfidenzintervalle (1) 
Konfidenzintervalle (2) 
Klassifikation (lineare Methoden) 
Klassifikation (ANN, BDT, SVM) 
Klassifikation (Deep Learning) 
Messen und Entfalten 
Systematische Unsicherheiten
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Rückblick

3. Hypothesentests 
Null-Hypothese 
Signifikanz, Effizienz und Reinheit 
Goodness-of-Fit Tests 
Neyman-Pearson Lemma: Likelihood Quotient 

4. Parameterschätzung 
Maximum Likelihood 
Kleinste Quadrate (Spezialfall von ML) 
Anpassungen und Güte 

5. Optimierungsmethoden 
Suchmethoden 
Markov-Ketten  
Simuliertes Ausglühen
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KONFIDENZ-INTERVALLE
6.
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6. Konfidenz-Intervalle (1)
Neyman-Konstruktion 
Obere und untere Schranken 
Feldman-Cousins Unified Approach 

Einfluss des Priors 
Limits an physikalischen Grenzen 

Die CLS -Methode 

Literatur: 
G.Cowan: Statistical Data Analysis (Kap. 9) 
G.Cowan: The Review of Particle Physics (Kap. 39) http://pdg.lbl.gov 
R.Cousins: Why isn’t every physicist a Bayesian? Am.J.Phys. 65 (1995) 398. 
T.Junk: Confidence Level Computation for combining searches with small 
statistics, NIM, A 434 (1999) 435-443. 
A.Read: Presentation of Search Results: the CLS Technique, J.Phys.G: 28 (2002) 
2693-2704.

6.1 
FREQUENTISTISCHER  
ANSATZ

6.2 
BAYES’SCHE STATISTIK

6.3 
“MODIFIZIERTER FREQUEN- 
TISTISCHER" ANSATZ

http://pdg.lbl.gov
http://aapt.scitation.org/doi/pdf/10.1119/1.17901
https://arxiv.org/abs/hep-ex/9902006
http://iopscience.iop.org/article/10.1088/0954-3899/28/10/313/pdf
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Prüfgröße, Goodness-of-fit, p-Wert 
Neyman-Pearson Lemma 
Beispiele 

Wilks Theorem 
Störparameter 
Profile-Likelihood-Quotient 
Beispiel: Higgs-Entdeckung 
Look-Elsewhere Effekt 

Literatur: 
G. Cowan: The Review of Particle Physics (Kap. 39) http://pdg.lbl.gov 
F. James: Statistical Methods in Experimental Physics (Kap. 10) 
ATLAS+CMS: “Procedure for the LHC Higgs Boson Search combination in Summer 
2011 https://cds.cern.ch/record/1379837 
G. Cowan, K.Cranmer, E.Gross, O.Vitells: “Asymptotic Formulae for Likelihood-based 
tests of new physics, https://arxiv.org/abs/1007.1727
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6. Konfidenz-Intervalle (2)

6.4 
ERINNERUNG  
HYPOTHESENTESTS

6.5 
PROFILE-LIKELIHOOD 
QUOTIENT

http://pdg.lbl.gov
https://cds.cern.ch/record/1379837
https://arxiv.org/abs/1007.1727


Statistische Methoden der Datenanalyse 2017 | Kurs 4022141 | Andreas B.Meyer, KIT und DESY13. Juni 2017 | 6. Konfidenz-Intervalle (1)7

Intervall-Schätzung

Bisher: Punktschätzung  

Übliche Darstellung von Messungen:                        
Schätzgröße mit Fehler: â ± σa 

Interpretation: Intervall [â - σa, â + σa] deckt 
68.3% Wahrscheinlichkeit ab.
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Intervall-Schätzung

Bisher: Punktschätzung  

Übliche Darstellung von Messungen:                         
Schätzgröße mit Fehler: â ± σa 

Interpretation: Intervall [â - σa, â + σa] deckt 
68.3% Wahrscheinlichkeit ab. 

Eigentliche Bedeutung: Messergebnis â ist 
Zufallszahl verteilt um wahren Wert a. PDF 
g(â|a) ist Verteilungsdichte um den wahren 
Wert a. 

Äquivalent, wenn g(â|a) Gauß-verteilt. Das 
ist sehr häufig der Fall (→ zentraler Grenz-
wertsatz) aber nicht immer!
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Intervall-Schätzung

Verwende Messung von â, um Konfidenz-Intervall zu bestimmen, in 
dem der wahre Wert a mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit liegt. 
Wahl einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit als “Konfidenz-Niveau”, 
auch “Vertrauensniveau” (engl. Confidence Level “CL”) 
Ein gewähltes Konfidenz-Niveau gibt angestrebte Abdeckung vor. 
Üblich sind CL=68.3%, 90% oder 95%

Abdeckung (engl. Coverage):  
Wahrscheinlichkeit 1-α-β,  

dass wahrer Wert im Intervall  
tatsächlich enthalten ist
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Üblich sind CL=68.3%, 90% oder 95%, oder entsprechende Quantile 
der Gauß-Verteilung 
Zweiseitige Intervalle: Messungen 
Einseitige Intervalle: Obere oder untere Schranken, z.B. bei Suchen

10

Intervall-Schätzung

Root: TMath::ChisquareQuantile

=5%5%=
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4.Juli 2012: Bekanntgabe der Entdeckung eines “neuen Bosons” am 
CERN 

Ziel am Ende der nächsten Vorlesung: Verständnis dieser Abbildungen

Beispiel Obere Schranke: Higgs-Entdeckung

Daten Stand: Juli 2012

HIG-12-028
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Figure 3: The CLs values for the SM Higgs boson hypothesis as a function of the Higgs boson
mass in the range 110–600 GeV (left) and 110–145 GeV (right).
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Figure 4: The 95% CL upper limits on the signal strength parameter µ = s/sSM H for the SM
Higgs boson hypothesis as a function of the Higgs boson mass in the range 110–600 GeV (left)
and 110–145 GeV (right).
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Beispiel Untere Schranke: Arbeitsweg

Ein Angestellter muss jeden Tag im 8 Uhr morgens bei der Arbeit sein. 
Der Arbeitsweg dauert im Mittel 30 Minuten, mit einer hier als Gauß-
förmig angenommenen Streuung σ von 10 Minuten. 
Wann muss er das Haus verlassen, um nur einmal im Jahr zu spät zu 
sein? Bei 200 Arbeitstagen also 0.5% der Fälle

 1σ  2σ  3σ

tAnkunft  = 8h00 
       σ  = 10 min

1� CL =

Z 1

tAnkunft

1p
2⇡�

e�
(t�µ)2

2�2 dt

Einseitiges Limit: 
0.5% entspricht etwa 2.6σ 

tAbfahrt  = 8h00 - 30 min - 2.6⋅10 min 
           = 7h04 

1-CL = 0.5%

Beispiel: arbeitsweg.py

 1-CL   = 0.5%
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Sinnvolle Intervall-Grenzen

Fehlerintervalle sollten das Ergebnis der Messung so objektiv wie möglich 
beschreiben (z.B. unabhängig von Modellannahmen). 

Der gesuchte Parameter sollte mit einer bestimmten, wählbaren 
Wahrscheinlichkeit enthalten sein (Konfidenz-Niveau und Abdeckung). 

Das Intervall sollte die Streuung der Messwerte des Parameters 
widerspiegeln. 

Definition sollte konsistent und effizient sein: Im Grenzfall genauer 
Messungen wird der wahre Wert erreicht, und genauere Messungen 
führen zu kleineren Fehlern. 

Schlussfolgerungen, die (explizite) (Modell-)annahmen enthalten, sollten 
möglich sein. Mittelung von Messwerten und Fehlerfortpflanzung. 

Das Verfahren sollte möglichst einfach sein.
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Frequentistische und Bayes’sche Sichtweisen

Frequentistische Sichtweise: Es existiert ein fester wahrer Wert a 
Wahre Werte sind wahr, haben also keine Unsicherheit 
Wahrscheinlichkeitsbegriff bezogen auf prinzipiell messbare Häufigkeit (z.B. QM) 

Das Konfidenz-Intervall zu einem Konfidenz-Niveau CL = p% deckt den 
wahren Wert a in p% aller Fälle ab. 

Wahrscheinlichkeitsaussagen nur über das Intervall, nicht den wahren Wert 
“Inversion” durch Neyman-Konstruktion, Abdeckung “by design” 

Bayes’sche Sichtweise 
Der wahre Wert a hängt von Voraussetzungen ab. 
“Prior” beschreibt degree of belief, dass a bestimmte Werte annehmen kann. 
Wahrer Wert besitzt eine Unsicherheit, die von der Messung abhängig ist 

Konstruiere Wahrscheinlichkeitsdichte für unbekannten Wert a 

Posterior f(a|â) benötigt Likelihood-Funktion 𝓛(â|a) und Prior π(a) 
Abdeckung muss explizit überprüft werden (z.B. mit toy-MC)

f(a|â) / L(â|a) · ⇡(a)
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FREQUENTISTISCHER ANSATZ
6.1
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Messung einer Größe x mit einem Apparat bekannter, Gauß-förmiger 
Auflösung. Messung liefert Wert xm. 
Konstruktion eines zweiseitigen, symmetrischen Intervalls [xunten,xoben] aus 
verschobenen Verteilungen 
68% Konfidenz-Intervall soll den wahren Wert in 68% der Fälle enthalten.

16

Klassisches (frequentistisches) Konfidenz-Intervall

Obere Grenze xoben:                                               
Für angenommenen wahren Wert xoben ist 
die Wahrscheinlichkeit einen Wert xm  oder 
kleiner zu messen: (1– 0.68)/2 = 16%

Untere Grenze xunten:                                    
Für angenommenen wahren Wert xunten ist 
die Wahrscheinlichkeit einen Wert xm  oder 
größer zu messen: (1– 0.68)/2 = 16%

6.7. KONFIDENZGRENZEN 143

6.7 Konfidenzgrenzen

Angenommen, eine Größe mit dem wahren Wert xw wird gemessen, wobei die Meßappara-
tur den Gauß-verteilten Fehler σ hat. Das Ergebnis der Messung ist eine Zufallsvariable xm,
die einer Gauß-Verteilung mit Mittelwert xw und Standardabweichung σ gehorcht. Häufig hat
man jedoch das umgekehrte Problem: Eine Messung mit dem bekannten Fehler σ liefert den
Wert xm. Was kann man über den wahren Wert xw der Größe x aussagen? Der wahre Wert ist
unbekannt, jedoch sind Wahrscheinlichkeitsaussagen über obere und untere Grenzen für xw
möglich. Diese Grenzen nennt man Konfidenzgrenzen.

Im folgenden sind zwei einfache Fälle, normalverteilte und Poisson-verteilte Messgrössen, be-
handelt. Aber nicht immer ist es so einfach. Dann ist oft der Einsatz vonMonte Carlo-Methoden
angebracht.

(a)

xu xm

(b)

xm xo

Abbildung 6.6: Normalverteilungen mit Mittelwerten xu (a)
und xo (b). Diese beiden Werte sind die unteren und obe-
ren Grenzen mit einer (einseitigen) Konfidenz von je (100 −
15.87)% = 84.13% bei einem beobachteten Wert von xm.
Die grauen Flächen entsprechen einer Wahrscheinlichkeit von
15.87%.

Normalverteilte Meßgrößen. Der einfachste Fall ist eine Messung mit Gauß-verteilten Feh-
lern. Um eine obere Grenze xo zu erhalten, nimmt man an, der wahre Wert von x wäre xo. Man
verlangt dann, daß das Meßergebnis xm oder ein noch kleineres nur mit der (kleinen) Wahr-
scheinlichkeit αo auftritt,

αo =
∫ xm

−∞
N(xo, σ)dx =

∫ xm

−∞

1√
2πσ

exp(−(x− xo)
2/2σ2)dx .

Dies ist eine Gleichung für xo, wenn αo vorgegeben ist, und ist eine sichere obere Grenze für
den wahren Wert xw (siehe Abbildung 6.6.) Auf Grund der Messung kann man also eine obere
Grenze xo mit einer Konfidenz von 1− αo angeben, d.h. die Aussage, daß xw > xo ist, hat eine
Wahrscheinlichkeit von weniger als αo. Kleine Werte von αo führen zu großen (vorsichtigen)
Werten von xo.

Entsprechend definiert man eine untere Konfidenzgrenze xu mit der Konfidenz 1− αu durch

↵0 =

Z
xm

�1

1p
2⇡�

exp(�(x� x

o

)

2
/2�

2
)dx = 16%
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Normalverteilte Meßgrößen. Der einfachste Fall ist eine Messung mit Gauß-verteilten Feh-
lern. Um eine obere Grenze xo zu erhalten, nimmt man an, der wahre Wert von x wäre xo. Man
verlangt dann, daß das Meßergebnis xm oder ein noch kleineres nur mit der (kleinen) Wahr-
scheinlichkeit αo auftritt,

αo =
∫ xm

−∞
N(xo, σ)dx =

∫ xm

−∞

1√
2πσ

exp(−(x− xo)
2/2σ2)dx .

Dies ist eine Gleichung für xo, wenn αo vorgegeben ist, und ist eine sichere obere Grenze für
den wahren Wert xw (siehe Abbildung 6.6.) Auf Grund der Messung kann man also eine obere
Grenze xo mit einer Konfidenz von 1− αo angeben, d.h. die Aussage, daß xw > xo ist, hat eine
Wahrscheinlichkeit von weniger als αo. Kleine Werte von αo führen zu großen (vorsichtigen)
Werten von xo.

Entsprechend definiert man eine untere Konfidenzgrenze xu mit der Konfidenz 1− αu durch

Aus Blobel/Lohrmann, Abschnitt 6.7
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Untere Grenze µunten: 

Obere Grenze µoben: 

Lösung: µ ∈ [4.7, 15.7] @ 90 CL 
Vergleich Gauß-Verteilung: 9 ± 1.645⋅√9 = 9 ± 4.9   (1.645σ entspricht α=5%)

17

Poisson-Verteilung

Beispiel: 90% Konfidenz-Intervall (symmetrisch, zweiseitig) bei n = 9 
beobachteten Ereignissen 
Poisson-Wahrscheinlichkeit: p(n|µ) = e-µ µn / n!

↵ =
1X

k=n

P (k|µu) = 5%

= 1�
n�1X

k=0

P (k|µu)

µunten = 4.7

µoben = 15.7

� =
nX

k=0

P (k|µ
o

) = 5%

Aus Blobel/Lohrmann, Abschnitt 6.7
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Typen von Konfidenz-Intervallen

Allgemein sind verschiedene Intervall-Typen gebräuchlich 

Bisher: “symmetrisch” oder “zentral” im Sinne von α = β 
Betrachtet: 2-seitig 68% und 90%, 1-seitig 0.5% (Arbeitsweg)    
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Typen von Konfidenz-Intervallen (Ordnungsprinzip)

Aus: R. Cousins, „Why isn't every Physicist a Bayesian?“

central 
 α = β

shortest

equal +/-
Likelihood- 

Ratio

Die Entscheidung, 
welche Definition für 
die Intervallgrenzen 

verwendet wird, nennt 
man “Ordnungsprinzip”
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Neyman-Konstruktion

Systematische Vorschrift aus frequentistischer (“klassischer”) Statistik: 
Konstruktion von Konfidenz-Intervallen mit vorgegebenem Konfidenz-
Niveau (J.Neyman, 1937) 

Konstruiere Intervall I=[amin,amax] im Parameterraum aus Daten, so 
dass wahrer Wert von Parameter a in einem festen Anteil (z.B. 68.3%) 
wiederholter Experimente in I=[amin,amax] liegen würde. 

Aussage über die Abdeckung des wahren Werts durch das Intervall. 
Neyman-Konstruktion garantiert (per Vorschrift) exakte Abdeckung für 
kontinuierliche Verteilungen (Überabdeckung für diskrete Verteilungen)
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Neyman-Konstruktion

PDF g(â|a) der Schätzwerte bekannt 

Für vorgegebenes Konfidenz-Niveau,                                                      
(d.h. Wahrscheinlichkeiten α und β)                                                                              
und festen wahren Wert a,                                                                     
finde v(a) und u(a), so dass 

Messung von â: Um Konfidenz-Intervalls [amin(â),amax(â)] zu bestimmen, 
benötige Umkehrfunktionen von v(a) und u(a) 
Nutze aus: Wahrscheinlichkeitserhaltung bei Variablen-Transformation

� =

Z v(a)

�1
g(â; a)dâ ↵ =

Z 1

u(a)
g(â; a)dâund

↵ = P (â > u(a)) = P (a > a
max

(â))

� = P (â < v(a)) = P (a < a
min

(â))
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Neyman-Konstruktion

Für einen gegebenen wahren Wert a 
gibt es eine Messung â=aobs

17Statistische Methoden der Datenanalyse    - 10 Konfidenz-Intervalle

a

â

Neyman-Konstruktion

→Für hypothetische wahre Werte a 
    gibt es (Verteilungen von) 
    Messungen â
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18Statistische Methoden der Datenanalyse    - 10 Konfidenz-Intervalle

a

ââ-σ â+σ

v(a)

u(a)

Neyman-Konstruktion

→Für hypothetische wahre Werte a 
    gibt es (Verteilungen von) 
    Messungen â

→mit Unsicherheiten σ 
    â-σ und â+σ sind Funktionen von a.
        

Für einen gegebenen wahren Wert a 
gibt es eine Messung â=aobs 
mit Unsicherheit σ                               
â-σ und â+σ sind Funktionen von a, 
nämlich u(a) und v(a)

Neyman-Konstruktion

16% der Fälle: 
Messung < â-σ

16% der Fälle: 
Messung > â+σ
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Für einen gegebenen wahren Wert a 
gibt es eine Messung â=aobs 
mit Unsicherheit σ                               
â-σ und â+σ sind Funktionen von a, 
nämlich u(a) und v(a) 

Für eine konkrete Messung â kann 
ein Konfidenzintervall konstruiert 
werden. 
Die Funktionen v-1(â) und u-1(â)    
sind die Umkehrfunktionen             
von u(a) und v(a)

19Statistische Methoden der Datenanalyse    - 10 Konfidenz-Intervalle

a

â

a
min

a
max

Neyman-Konstruktion

→Für hypothetische wahre Werte a 
    gibt es (Verteilungen von) 
    Messungen â

→mit Unsicherheiten σ 
    â-σ und â+σ sind Funktionen von a.
 
→Für eine konkrete Messung â
    kann ein Konfidenzintervall
    konstruiert werden.

→Die Funktionen v-1(â) und u-1(â) 
    sind die Umkehrfunktionen von
    u(a) und v(a)

    

v-1(â)

u-1(â)

Neyman-Konstruktion

16% der Fälle: 
wahrer Wert < amin

16% der Fälle: 
wahrer Wert > amax
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Für einen gegebenen wahren Wert a 
gibt es eine Messung â=aobs 
mit Unsicherheit σ                               
â-σ und â+σ sind Funktionen von a, 
nämlich u(a) und v(a) 

Für eine konkrete Messung â kann 
ein Konfidenzintervall konstruiert 
werden. 
Die Funktionen amin(â) und amax(â) 
sind der Konfidenz-Gürtel 

D.h. der Gürtel wird horizontal für 
angenommene wahre Werte a 
konstruiert. Für eine konkrete 
Messung â wird das Konfidenz-
Intervall vertikal abgelesen

20Statistische Methoden der Datenanalyse    - 10 Konfidenz-Intervalle

→Für hypothetische wahre Werte a 
    gibt es (Verteilungen von) 
    Messungen â

→mit Unsicherheiten σ 
    â-σ und â+σ sind Funktionen von a.
 
→Für eine konkrete Messung â
    kann ein Konfidenzintervall
    konstruiert werden.

→Die Funktionen a
min

(â) und a
max

(â) 

    sind der Konfidenzgürtel

    D.h. der Gürtel wird horizontal für
    angenommene wahre Werte a        
    konstruiert. Für eine konkrete          
    Messung â wird das Konfidenz-  
    Intervall vertikal abgelesen

        

a

ââ-σ â+σ

a
min

a
max

a
max

(â)=u-1(â)

Neyman-Konstruktion

a
min

(â)=v-1(â)

Neyman-Konstruktion

16% der Fälle: 
wahrer Wert < amin

16% der Fälle: 
wahrer Wert > amax
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Neyman-Konstruktion

â

a

amax(â)

amin(â)

aML(â)

Die Funktionen u(a) und v(a) 
beschreiben die Intervall-
Grenzen für ein Konfidenz-
Niveau als Funktion eines 
hypothetischen wahren Werts 

Umgekehrt liefern die 
Umkehrfunktionen von u(a) 
und v(a) die Intervall-Grenzen 
amax(â) = u-1(â) und            
amin(â) = v-1(â) ausgehend vom 
Messwert â 

Bedingung: u(a) und v(a) 
monoton und Umkehr-
funktionen existieren

Hier ist jetzt auch der wahrscheinlichste Wert für a eingezeichnet. 
Streng frequentistisch hat a aber keine Unsicherheit
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Neyman-Konstruktion
Die Funktionen u(a) und v(a) 
beschreiben die Intervall-
Grenzen für ein Konfidenz-
Niveau als Funktion eines 
hypothetischen wahren Werts 

Umgekehrt liefern die 
Umkehrfunktionen von u(a) 
und v(a) die Intervall-Grenzen 
amax(â) = u-1(â) und            
amin(â) = v-1(â) ausgehend vom 
Messwert â 

Bedingung: u(a) und v(a) 
monoton und Umkehr-
funktionen existieren

Hier ist jetzt auch der wahrscheinlichste Wert für a eingezeichnet. 
Streng frequentistisch hat a aber keine Unsicherheit

a

amax(â)

amin(â)

â

aML(â)
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Neyman-Konstruktion
Die Funktionen u(a) und v(a) 
beschreiben die Intervall-
Grenzen für ein Konfidenz-
Niveau als Funktion eines 
hypothetischen wahren Werts 

Umgekehrt liefern die 
Umkehrfunktionen von u(a) 
und v(a) die Intervall-Grenzen 
amax(â) = u-1(â) und            
amin(â) = v-1(â) ausgehend vom 
Messwert â 

Bedingung: u(a) und v(a) 
monoton und Umkehr-
funktionen existieren

Hier ist jetzt auch der wahrscheinlichste Wert für a eingezeichnet. 
Streng frequentistisch hat a aber keine Unsicherheit

a

amax(â)

amin(â)

â

aML(â)
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Neyman-Konstruktion für die Gauß-Verteilung

Für die Gauß-Verteilung besteht das Konfidenz-Band aus einer 
Geraden mit Steigung 1.

Anmerkung:                        
Deshalb ist es üblich, den 
Fehlerbalken an den 
gemessenen Wert zu 
zeichnen - und ihn dann als 
Konfidenzbereich für den 
wahren Wert a zu 
interpretieren! 

Dies gilt aber nur, wenn der 
Fehler nicht vom Messwert 
selbst abhängt (also z.B. 
nicht bei Poisson-Verteilung) 

a

â
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Neyman-Konstruktionen für die Gauß-Verteilung

    Zweiseitiges                   und                    einseitiges
                Konfidenzband einer Gauß-Verteilung

5%+5%: 1.645 σ 10%: 1.282 σ

[σ] [σ]

Confidence interval for a Gaussian distributed estimator 125 

Consider a central confidence interval with a =.(3 = ,/2. The confidence level 
1-, is often chosen such that the quantile is a small integer, e.g. cI>-1(1-,/2) = 
1,2,3, .... Similarly, for one-sided intervals (limits) one often chooses a small 
integer for cI>-1 (1 - a). Commonly used values for both central and one-sided 
intervals are shown in Table 9.1. Alternatively one can choose a round number 
for the confidence level instead of for the quantile. Commonly used values are 
shown in Table 9.2. Other possible values can be obtained from [Bra92, Fr079 , 
Dud88] or from computer routines (e.g. the routine GAUSIN in [CER97]). 

Table 9.1 The values of the confidence level for different values of the quantile of the standard 
Gaussian for central intervals (left) the quantile (1-,/2) and confidence level 1-,; 
for one-sided intervals (right) the quantile - Q) and confidence level 1- Q. 

cI> (1 - ,/2) 
1 
2 
3 

0.6827 
0.9544 
0.9973 

cI> (1-0') 
1 
2 
3 

1 - a 
0.8413 
0.9772 
0.9987 

Table 9.2 The values of the quantile of the standard Gaussian for different values 
of the confidence level: for central intervals (left) the confidence level 1 - , and the quan-
tile (1 - ,/2); for one-sided intervals (right) the confidence level I - Q and the quantile 

(I - Q). 

0.90 
0.95 
0.99 

-1.645 
1.960 
2.576 

1 - a 
0.90 
0.95 
0.99 

1.282 
1.645 
2.326 

For the conventional 68.3% central confidence interval one has a = {3 = ,/2, 
with cI>-1 (1-, /2) = 1, i.e. a' 1 (J' error bar'. This results in the simple prescription 

(9.13) 

Thus for the case of a Gaussian distributed estimator, the 68.3% central confi-
dence interval is given by the estimated value plus or minus one standard de-
viation. The final result of the measurement of () is then simply reported as 
Oobs±(J'o· 

If the standard deviation (J'o is not known a priori but rather is estimated 
from the data, then the situation is in principle somewhat more complicated. 
If, for example, the estimated standard deviation (;-0 had been used instead of 
(J'o' then it would not have been so simple to relate the cumulative distribution 
G(e; (), (;-g) to cI>, the cumulative distribution of the standard Gaussian, since (;-{} 
depends in general on O. In practice, however, the recipe given above can still 

ââ
aa

Confidence interval for a Gaussian distributed estimator 125 

Consider a central confidence interval with a =.(3 = ,/2. The confidence level 
1-, is often chosen such that the quantile is a small integer, e.g. cI>-1(1-,/2) = 
1,2,3, .... Similarly, for one-sided intervals (limits) one often chooses a small 
integer for cI>-1 (1 - a). Commonly used values for both central and one-sided 
intervals are shown in Table 9.1. Alternatively one can choose a round number 
for the confidence level instead of for the quantile. Commonly used values are 
shown in Table 9.2. Other possible values can be obtained from [Bra92, Fr079 , 
Dud88] or from computer routines (e.g. the routine GAUSIN in [CER97]). 

Table 9.1 The values of the confidence level for different values of the quantile of the standard 
Gaussian for central intervals (left) the quantile (1-,/2) and confidence level 1-,; 
for one-sided intervals (right) the quantile - Q) and confidence level 1- Q. 

cI> (1 - ,/2) 
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0.6827 
0.9544 
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cI> (1-0') 
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0.8413 
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Table 9.2 The values of the quantile of the standard Gaussian for different values 
of the confidence level: for central intervals (left) the confidence level 1 - , and the quan-
tile (1 - ,/2); for one-sided intervals (right) the confidence level I - Q and the quantile 

(I - Q). 

0.90 
0.95 
0.99 

-1.645 
1.960 
2.576 

1 - a 
0.90 
0.95 
0.99 

1.282 
1.645 
2.326 

For the conventional 68.3% central confidence interval one has a = {3 = ,/2, 
with cI>-1 (1-, /2) = 1, i.e. a' 1 (J' error bar'. This results in the simple prescription 

(9.13) 

Thus for the case of a Gaussian distributed estimator, the 68.3% central confi-
dence interval is given by the estimated value plus or minus one standard de-
viation. The final result of the measurement of () is then simply reported as 
Oobs±(J'o· 

If the standard deviation (J'o is not known a priori but rather is estimated 
from the data, then the situation is in principle somewhat more complicated. 
If, for example, the estimated standard deviation (;-0 had been used instead of 
(J'o' then it would not have been so simple to relate the cumulative distribution 
G(e; (), (;-g) to cI>, the cumulative distribution of the standard Gaussian, since (;-{} 
depends in general on O. In practice, however, the recipe given above can still 

Cowan: Tabelle 9.2
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Neyman-Konstruktionen für die Poisson-Verteilung
90% Konfidenz-Interval für ein unbekanntes Poisson-verteiltes Signal 
mit (hier genau bekanntem) Untergrund von 3 

In diesem Fall ist für n=0 ist das Band leer, ein wohlbekanntes Problem

      Zweiseitiges                 und                    einseitiges
                Konfidenzband einer Poisson-Verteilung

ââ
aa
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Festlegung vor der Messung: 
Konfidenz-Niveau (z.B. 68%, 90%, 95%) 
Einseitiges (Limit) oder Zweiseitiges Intervall (Messung) 

Zweiseitige Konfidenz-Intervalle 1-α-β → Messungen 
Symmetrisches (auch “zentrales”) Konfidenz-Intervall (gleiche 
Wahrscheinlichkeiten rechts und links) 
Kürzest mögliches Intervall [amax-amin]  minimal 

Einseitige Konfidenz-Intervalle → Schranken (engl. Limits) 
amin = untere Schranke für a mit Wahrscheinlichkeit 1-α 
amax = obere Schranke für a mit Wahrscheinlichkeit 1-β 

Bisher Gauß und Poisson betrachtet. In der Praxis sind PDF häufig 
komplizierter → MC-Methoden

32

Bemerkungen
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Ein- und zweiseitige Intervalle
F.James

Je nach Wahl verschiebt sich                                                                     
der Konfidenz-Gürtel 

Häufige Praxis: Wahl der Intervallgrenzen in Abhängigkeit vom 
Messergebnis 

â > 3σ → Messung (2-seitiges Konfidenz-Band, 1-α-β, 90% C.L.) 
â < 3σ → Obere Schranke (1-seitiges Konfidenz-Band, 1-α, 90% C.L.)

[σ]

a
â

Festlegung vor der Messung: 
Konfidenz-Niveau             
(z.B. 68%, 90%, 95%) 
Einseitiges Limit 1-α oder 
Zweiseitiges Intervall 1-α-β 
(Messung)
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Ein- und zweiseitige Intervalle → Flip-Flopping
F.James, Abb. 9.7

[σ]

a
â

Abbildung: für a = 2.5: 
AC: 90% CL zweiseitig 
B∞: 90% CL einseitig 
BC: 85% CL 

Nur 85% Abdeckung im Intervall 
1.2 < a < 4.3 
Zudem: Leeres Intervall, d.h. 
nicht definiert z.B. für â= – 2

Häufige Praxis: Wahl der Intervallgrenzen in Abhängigkeit vom 
Messergebnis 

â > 3σ → Messung (2-seitiges Konfidenz-Band, 1-α-β, 90% C.L.) 
â < 3σ → Obere Schranke (1-seitiges Konfidenz-Band, 1-α, 90% C.L.)
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Ein- und zweiseitige Intervalle → Unified Approach

[σ]

a
âOrdnungsprinzip:  

Addieren von â Werten nach absteigenden Werten von R bis g(â|a) 
den angestrebten C.L. erreicht. 
Für â < 0: Hinzufügen von Beiträgen auf der linken Seite 

Automatische Entscheidung, ob Messung oder Schranke → “Unified”

Feldman-Cousins Methode: 
Verwendet Ordnungsprinzip 
basierend of Likelihood-Ratio zur 
Konstruktion des Intervalls 

abest = a mit größtem g(â|a)

R(â|a) = g(â|a)
g(â|abest)

F.James, Abb. 9.8
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Feldman-Cousins Unified Approach: Beispiel

Ordnungsprinzip: Entscheidung, welches Kriterium für die Definition der 
Intervallgrenzen verwendet wird. 
Likelihood-Quotient:                                       ; abest ist a, für das g(â|a) maximal 

Beispiel: Poisson-Wahrscheinlichkeit mit Untergrund (a=4 → µ=4 und â → n) 
Berechne R(n|µ=4) für jeden möglichen Messwert n 
R definiert Rangfolge der Intervalle 
Addiere Intervalle bis gewünschte                                                                                  
Abdeckung erreicht ist 

Erinnerung Poisson:

R(â|a) = g(â|a)
g(â|abest)

f(n;µ) =
e�µµn

n!

Poisson-Verteilung für µ=4
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Feldman-Cousins Unified Approach: Beispiel

Ordnungsprinzip: Entscheidung, welches Kriterium für die Definition der 
Intervallgrenzen verwendet wird. 
Likelihood-Quotient:                                        ; abest ist a, für das g(â|a) maximal 

Beispiel: Poisson-Wahrscheinlichkeit mit Untergrund (a=4 → µ=4 und â → n) 

Ergebnis: Konfidenz-Intervall [1,8] mit 96% Abdeckung 
Komplexere Verteilungen: Rechenaufwand → Asymptotische Verfahren 

R(â|a) = g(â|a)
g(â|abest)

n R(n|µ) f(n|µ)
X

f Poisson-Verteilung für µ=4
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Zusammenfassung: Neyman-Konstruktion

Systematische Vorschrift aus frequentistischer Sicht zur                                
“Inversion der Wahrscheinlichkeitsaussagen”: 

Gegeben ein wahrer Wert a, die Wahrscheinlichkeit â zu messen ist  …  
Gegeben eine Messung â, die Wahrscheinlichkeit, dass wahrer Wert a im 
Intervall liegt, ist … 

Aussage über Abdeckung des wahren Werts durch das Intervall, nicht über 
Wahrscheinlichkeit des wahren Werts selbst 
Neyman-Konstruktion garantiert exakte Abdeckung (gemäß Vorgabe) und 
Überabdeckung für diskrete Verteilungen 

Zentrale Konfidenz-Intervalle → Messungen 
Einseitige Konfidenz-Intervalle → obere oder untere Schranken 
Unified Frequentist Approach: verwendet Likelihood-Ratio als 
Ordnungsprinzip (Vermeidung von “Flip-flopping” und “leeren Intervallen”) 

Bemerkung: Betrachte Vorschriften immer im Verhältnis zur relativen Größe der 
statistischen Effekte und zum Aufwand. Andere Fehler als statistisch-methodische, 
z.B. systematische Unsicherheiten, spielen bei Messungen meist eine große Rolle
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BAYES’SCHE STATISTIK
6.2
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Bayes’sche Statistik

Degree of belief, dass a bestimmten Wert annimmt, d.h. wahrer Wert is 
Zufallsvariable mit PDF 

Bayes’ Posterior Wahrscheinlichkeit:                                                   
Wahrer Wert a liegt mit CL Wahrscheinlichkeit in Konfidenz-Intervall 

benötigt Prior-Annahme 

Vergleich: Frequentistische Likelihood             liefert p-Wert:                                        
p% aller aus Messungen â konstruierten Konfidenz-Intervalle enthalten 
den wahren Wert a.

L(â|a)

f(a|â) / L(â|a) · ⇡(a)
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Bayes’sche Statistik

Likelihood-Funktion und Prior-Annahmen geben Posterior-
Wahrscheinlichkeit (hier x=Daten) 

Posterior enthält alles Wissen über den Parameter 

Wahl des Priors ist entscheidend: 
π(a) = const („flacher Prior“) → p(a|x) ~ L(x|a) →                     
Bayes‘scher und klassischer Schätzwert identisch 
Problem 1: π(a) nicht invariant bei Re-parametrisierung → 
Unterschiedliche Resultate z.B. für p(a|x), p(ln(a)|x)   
Problem 2: sind alle Parameterwerte wirklich a priori gleich 
wahrscheinlich ? → z.B. Zahl der Higgs-Bosonen in den LHC Daten 
π(100) = π(1010)?

p(a|x) = L(x|a) · ⇡(a)R
L(x|a0) · ⇡(a0)da0
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Konfidenzinterval aus 
Posterior-Verteilung p(a|x) 

Wahl der Prior-Verteilung π(a) 
beinhaltet physikalisches Urteil 

Physikalische Grenzen sind in 
Prior-Verteilung berücksichtigt 
z.B. falls a immer positiv. 

Frequentistische Abdeckung 
nicht mehr automatisch 
garantiert

Bayes’sche Konfidenz-Intervalle
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Einfluss des Priors

mit flachem Prior 

mit 1/µ Prior

Bayes Intervalle für n=3 beobachtete Ereignisse

Aus: R. Cousins, „Why isn't every Physicist a Bayesian?“

central 
  α=β

shortest

shortestcentral 
  α=β
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Limits an Physikalischen Grenzen

Typische Fälle 
Zahl der Signalereignisse > 0  
Teilchenmasse > 0 
Messung des Quadrats eines Parameters, a2 > 0 

Beispiel: x=x-y; x, y und damit auch z Gauß-förmig verteilt 
Klassische 95%-Obergrenze: z95 = zm + 1.645 ⋅ σz 
Mit zm = -2 und σz = 1 = -0.355 unphysikalische Obergrenze 
Bayes’sche Statistik bietet einfache Lösung: f(z)=0 für z<0 und 
f(z)=1 für z>0 (Stufenfunktion)
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Vergleich der Methoden: 

frequentistisch 

“verschoben”,                             
d.h. falls zm<0, setze 
Messwert zm=0 mit 
Obergrenze für 95% CL:   
1.645 σ  

bayesisch                                  
mit flacher Stufenfunktion       
als Prior

Limits an Physikalischen Grenzen

Upper limit on the mean of Poisson variable with background 139 

however, the likelihood function must go to zero for () 0 and () 00, or else 
the integrals in (9.43) diverge. It is thus not applicable in a number of cases of 
practical interest, including the example discussed in this section. Therefore, de-
spite its conceptual difficulties, the uniform prior density is the most commonly 
used choice for setting limits on parameters. 

Figure 9.8 shows the upper limits at 95% confidence level derived according 
to the classical, shifted and Bayesian techniques as a function of Bobs = x - y 
for (J'9 = 1. For the Bayesian limit, a prior density rr((}) = constant was used. 
The shifted and classical techniques are equal for Bobs O. The Bayesian limit is 
always positive, and is always greater than the classical limit. As Bobs becomes 
larger than the experimental resolution (J'9' the Bayesian and classical limits 
rapidly approach each other. 

5 

4 

3 

2 

o 

-1 

classical 
shifted 
Bayesian, 1t(9) = canst. 

- - - - - - - - - - .. .. .. .. :: .. ,..." .. :.. 
........ 

-4 -3 -2 -1 o 2 

Fig. 9.8 Upper limits at 95% con-
fidence level for the example of Sec-
tion 9.8 using the classical, shifted 
and Bayesian techniques. The shifted 
and classical techniques are equal for 
Bobs? o. 

9.9 Upper limit on the mean of Poisson variable with back-
ground 

As a final example, recall Section 9.4 where an upper limit was placed on the 
mean v of a Poisson variable n. Often one is faced with a somewhat more com-
plicated situation where the observed value of n is the sum of the desired signal 
events ns as well as background events nb, 

. (9.46) 

where both ns and nb can be regarded as Poisson variables with means Vs and 
Vb, respectively. Suppose for the moment that the mean for the background Vb is 
known without any uncertainty. For Vs one only knows a priori that Vs O. The 
goal is to construct an upper limit for the signal parameter Vs given a measured 
value of n. 

Since n is the sum of two Poisson variables. one can show that it is itself a 
Poisson variable, with the probability function 

Cowan Abb. 9.8

Im allgemeinen sollte man auch die Messungen von negativen 
Signalen publizieren. Mittelung über mehrere Messungen gibt dann den 
korrekten Wert.
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Betrachte typische Suche, d.h. Anzahl der Signalereignisse 𝜈s klein 
Signal + Untergrund ist Poisson-verteilt: p(n| 𝜈s, 𝜈b) = p(n| 𝜈 = 𝜈s + 𝜈b) 
Bestimmung 𝜈 und Subtraktion von 𝜈b liefert Schätzwert 

Oberes Limit (95% CL) für 𝜈s als Funktion des erwarteten U.-grunds 𝜈b, für 
verschiedene nobs:

Upper limit on the mean of Poisson variable with background 141 
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Fig. 9.9 Upper limits at a confidence level of 1 - f3 = 0.95 for different numbers of events 
observed nabs and as a function of the expected number of background events Vb. (a) The 
classical limit. (b) The Bayesian limit based on a uniform prior density for Vs' 

Taking rr(vs ) to be constant for Vs 2:: 0 and zero for Vs < 0, the upper limit 
at a confidence level of 1 - j3 is given by 

1- j3 = 

= 

f;:P L( nobs Ivs ) dvs 

fooo 
L(nobslvs)dvs 

(9.53) 

The integrals can be related to incomplete gamma functions (see e.g. [Arf95]), 
or since nobs is a positive integer, they can be solved by making the substitution 
x = Vs + Vb and integrating by parts nobs times. Equation (9.53) then becomes 

(9.54) 

This can be solved numerically for the upper limit The upper limit as a 
function of Vb is shown in Fig. 9.9(b) for various values of nobs. For the case 
without background, setting Vb = 0 gives 

nob. ( Up)n 
j3 _vup L Vs -e' ---- n! ' 

n=O 
(9.55) 

which is identical to the equation for the classical upper limit (9.16). This can 
be seen by comparing Figs 9.9(a) and (b). The Bayesian limit is always greater 
than or equal to the corresponding classical one, with the two agreeing only for 
Vb = O. 

46

Poisson-Signal und Untergrund: Frequentistisch

11.84 
10.51 

9.15 
7.75 
6.30 
4.74 
3.00 

(95% CL Limits für 𝜈b=0)
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(9.47) 

fhe ML estimator for Vs is 

(9.48) 

which has zero bias since E[n] = Vs + Vb. Equations (9.15), which are used to 
determine the confidence interval, become 

P(v > vObs . v 1o) = '""""' s_ s , s L...J n! 
(9.49) 

j3 P(v < vobs . V UP ) - '""""' s_ s 'S - L...J n! 

These can be solved numerically for the lower and upper limits v!o and 
Comparing with the case Vb = 0, one sees that the limits from (9.49) are related 
to what would be obtained without background by 

v!O(no background) - Vb, 

background) - Vb. 
(9.50) 

The difficulties here are similar to those encountered in the previous example. 
The problem occurs when the total number of events observed nobs is not large 
compared to the expected number of background events Vb. Values of for 
1 - j3 = 0.95 are shown in Fig. 9.9(a) as a function of the expected number 
of background events Vb. For small enough nobs and a high enough background 
level Vb, a non-negative solution for does not exist. This situation can occur, 
of course, because of fluctuations in ns and nb. 

Because of these difficulties, the classical limit is not recommended in this 
case. As previously mentioned, one should always report vs and an estimate 
of its variance even if vs comes out negative. In this way the average of many 
experiments will converge to the correct value. If, in addition, one wishes to 
report an upper limit on V s , the Bayesian method can be used with, for example, a 
uniform prior density [HeI83]. The likelihood function is given by the probability 
(9.47), now regarded as a function of V s , 

(9.51 ) 

The posterior probability density for Vs is obtained as usual from Bayes' theorem, 

(9.52) 

C
ow

an A
bb. 9.9

Tabelle: z.B. Barlow, S.133

1X

r=n+1

P (r|⌫) = 0.95

nX

r=0

P (r|⌫) = 0.05
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Poisson-Signal und Untergrund: Frequentistisch
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Fig. 9.9 Upper limits at a confidence level of 1 - f3 = 0.95 for different numbers of events 
observed nabs and as a function of the expected number of background events Vb. (a) The 
classical limit. (b) The Bayesian limit based on a uniform prior density for Vs' 

Taking rr(vs ) to be constant for Vs 2:: 0 and zero for Vs < 0, the upper limit 
at a confidence level of 1 - j3 is given by 

1- j3 = 

= 

f;:P L( nobs Ivs ) dvs 

fooo 
L(nobslvs)dvs 

(9.53) 

The integrals can be related to incomplete gamma functions (see e.g. [Arf95]), 
or since nobs is a positive integer, they can be solved by making the substitution 
x = Vs + Vb and integrating by parts nobs times. Equation (9.53) then becomes 

(9.54) 

This can be solved numerically for the upper limit The upper limit as a 
function of Vb is shown in Fig. 9.9(b) for various values of nobs. For the case 
without background, setting Vb = 0 gives 

nob. ( Up)n 
j3 _vup L Vs -e' ---- n! ' 

n=O 
(9.55) 

which is identical to the equation for the classical upper limit (9.16). This can 
be seen by comparing Figs 9.9(a) and (b). The Bayesian limit is always greater 
than or equal to the corresponding classical one, with the two agreeing only for 
Vb = O. 

Probleme mit diesem Ansatz: 

Für nobs klein und 𝜈b groß 
existiert kein positives Limit 

Wenn nb<𝜈b (d.h. stat. 
Fluktuation des Untergrunds 
nach unten): Experiment mit 
mehr Untergrund misst mit 
gleich vielen Ereignissen 
bessere obere Grenze!

Betrachte typische Suche, d.h. Anzahl der Signalereignisse 𝜈s klein 
Signal + Untergrund ist Poisson-verteilt: p(n| 𝜈s, 𝜈b) = p(n| 𝜈 = 𝜈s + 𝜈b) 
Bestimmung 𝜈 und Subtraktion von 𝜈b liefert Schätzwert 

Oberes Limit (95% CL) für 𝜈s als Funktion des erwarteten U.-grunds 𝜈b, für 
verschiedene nobs:
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(9.47) 

fhe ML estimator for Vs is 

(9.48) 

which has zero bias since E[n] = Vs + Vb. Equations (9.15), which are used to 
determine the confidence interval, become 

P(v > vObs . v 1o) = '""""' s_ s , s L...J n! 
(9.49) 

j3 P(v < vobs . V UP ) - '""""' s_ s 'S - L...J n! 

These can be solved numerically for the lower and upper limits v!o and 
Comparing with the case Vb = 0, one sees that the limits from (9.49) are related 
to what would be obtained without background by 

v!O(no background) - Vb, 

background) - Vb. 
(9.50) 

The difficulties here are similar to those encountered in the previous example. 
The problem occurs when the total number of events observed nobs is not large 
compared to the expected number of background events Vb. Values of for 
1 - j3 = 0.95 are shown in Fig. 9.9(a) as a function of the expected number 
of background events Vb. For small enough nobs and a high enough background 
level Vb, a non-negative solution for does not exist. This situation can occur, 
of course, because of fluctuations in ns and nb. 

Because of these difficulties, the classical limit is not recommended in this 
case. As previously mentioned, one should always report vs and an estimate 
of its variance even if vs comes out negative. In this way the average of many 
experiments will converge to the correct value. If, in addition, one wishes to 
report an upper limit on V s , the Bayesian method can be used with, for example, a 
uniform prior density [HeI83]. The likelihood function is given by the probability 
(9.47), now regarded as a function of V s , 

(9.51 ) 

The posterior probability density for Vs is obtained as usual from Bayes' theorem, 

(9.52) 
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Poisson-Signal und Untergrund: mit Bayes’ Prior
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Upper limit on the mean of Poisson variable with background 141 
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Fig. 9.9 Upper limits at a confidence level of 1 - f3 = 0.95 for different numbers of events 
observed nabs and as a function of the expected number of background events Vb. (a) The 
classical limit. (b) The Bayesian limit based on a uniform prior density for Vs' 

Taking rr(vs ) to be constant for Vs 2:: 0 and zero for Vs < 0, the upper limit 
at a confidence level of 1 - j3 is given by 

1- j3 = 

= 

f;:P L( nobs Ivs ) dvs 

fooo 
L(nobslvs)dvs 

(9.53) 

The integrals can be related to incomplete gamma functions (see e.g. [Arf95]), 
or since nobs is a positive integer, they can be solved by making the substitution 
x = Vs + Vb and integrating by parts nobs times. Equation (9.53) then becomes 

(9.54) 

This can be solved numerically for the upper limit The upper limit as a 
function of Vb is shown in Fig. 9.9(b) for various values of nobs. For the case 
without background, setting Vb = 0 gives 

nob. ( Up)n 
j3 _vup L Vs -e' ---- n! ' 

n=O 
(9.55) 

which is identical to the equation for the classical upper limit (9.16). This can 
be seen by comparing Figs 9.9(a) and (b). The Bayesian limit is always greater 
than or equal to the corresponding classical one, with the two agreeing only for 
Vb = O. 

Bayes’ Prior:  
π(𝜈s<0) = 0 and π(𝜈s≥0) = const 
liefert gute Eigenschaften: 

gleiches Ergebnis für 𝜈b = 0 
höhere Grenze für 𝜈b > 0  

d.h. Abdeckung ist hinreichend 

Betrachte typische Suche, d.h. Anzahl der Signalereignisse 𝜈s klein 
Signal + Untergrund ist Poisson-verteilt: p(n| 𝜈s, 𝜈b) = p(n| 𝜈 = 𝜈s + 𝜈b) 
Bestimmung 𝜈 und Subtraktion von 𝜈b liefert Schätzwert 

Oberes Limit (95% CL) für 𝜈s als Funktion des erwarteten U.-grunds 𝜈b, für 
verschiedene nobs:

140 Statistical errors, confidence intervals and limits 

(9.47) 

fhe ML estimator for Vs is 

(9.48) 

which has zero bias since E[n] = Vs + Vb. Equations (9.15), which are used to 
determine the confidence interval, become 

P(v > vObs . v 1o) = '""""' s_ s , s L...J n! 
(9.49) 

j3 P(v < vobs . V UP ) - '""""' s_ s 'S - L...J n! 

These can be solved numerically for the lower and upper limits v!o and 
Comparing with the case Vb = 0, one sees that the limits from (9.49) are related 
to what would be obtained without background by 

v!O(no background) - Vb, 

background) - Vb. 
(9.50) 

The difficulties here are similar to those encountered in the previous example. 
The problem occurs when the total number of events observed nobs is not large 
compared to the expected number of background events Vb. Values of for 
1 - j3 = 0.95 are shown in Fig. 9.9(a) as a function of the expected number 
of background events Vb. For small enough nobs and a high enough background 
level Vb, a non-negative solution for does not exist. This situation can occur, 
of course, because of fluctuations in ns and nb. 

Because of these difficulties, the classical limit is not recommended in this 
case. As previously mentioned, one should always report vs and an estimate 
of its variance even if vs comes out negative. In this way the average of many 
experiments will converge to the correct value. If, in addition, one wishes to 
report an upper limit on V s , the Bayesian method can be used with, for example, a 
uniform prior density [HeI83]. The likelihood function is given by the probability 
(9.47), now regarded as a function of V s , 

(9.51 ) 

The posterior probability density for Vs is obtained as usual from Bayes' theorem, 

(9.52) 
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Modifizierter (Frequentistischer) Ansatz: CLS

Gesucht: Robuste obere Schranke (oder Messung) eines hypothetischen 
Signals (gemessen mit Observabler d), aber ohne Bayes’ Prior 
Bestimme obere Grenzen für zwei Hypothesen: 

H1: Gemessene Ereignisse bestehen aus Untergrund und Signal:                        
d = s + b                       → liefert p-Wert  = “CLb+s” 

H0: Gemessene Ereignisse bestehen nur aus Untergrund:  
d = b, d.h. s=0              → liefert p-Wert   = “CLb” 

CLS renormiert gemessene Grenze auf die Abschätzung des Untergrunds: 
Quantitativ ähnlicher Effekt wie mit konstantem Bayes’ Prior 
Vergleichbarkeit von Experimenten mit unterschiedlichem Untergrund  
CLS immer größer als pµ → Abdeckung ok 

G.Cowan, PDG,  
Abschnitt 39.4.2.4

CLs =
CLs+b

CLb
=

Pd
k=0 P (k; s+ b)
Pd

k=0 P (k; b)
=

pµ
1� pb
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Beispiel

Erwarteter Untergrund: b=4

Decisions and Tests Limits CLs Tools Exercises

Particle physics: Signal and Background Hypotheses

In particle-physics the „Null-hypothesis” is usually the expectation, that
the observed data will follow the predictions of the Standard Model.

The Standard Model predicts the process cross-sections. With the
integrated luminosity and the selection efficiency the background
probability density function is determined.

The test-statistic is usually the event yield in a given selection.

Example:

background expectation:

b = 4

signal expectation:

s = 11

observed data:

d = 7

event yield
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Limit determination II Christian Autermann 11/ 43
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Beispiel

Erwarteter Untergrund: b=4 
Messung: d=7

Decisions and Tests Limits CLs Tools Exercises

Particle physics: Signal and Background Hypotheses

In particle-physics the „Null-hypothesis” is usually the expectation, that
the observed data will follow the predictions of the Standard Model.

The Standard Model predicts the process cross-sections. With the
integrated luminosity and the selection efficiency the background
probability density function is determined.

The test-statistic is usually the event yield in a given selection.

Example:

background expectation:

b = 4

signal expectation:

s = 11

observed data:

d = 7

event yield
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Observation d = 7
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Limit determination II Christian Autermann 11/ 43
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Beispiel

Erwarteter Untergrund: b=4 
Messung: d=7 
Erwartetes Signal (z.B. neue Physik): s=11

Decisions and Tests Limits CLs Tools Exercises

Particle physics: Signal and Background Hypotheses

In particle-physics the „Null-hypothesis” is usually the expectation, that
the observed data will follow the predictions of the Standard Model.

The Standard Model predicts the process cross-sections. With the
integrated luminosity and the selection efficiency the background
probability density function is determined.

The test-statistic is usually the event yield in a given selection.

Example:

background expectation:

b = 4

signal expectation:

s = 11

observed data:

d = 7

event yield
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Observation d = 7

β

 = 15s+bλAlternative hypothesis: 
(signal + background)

Limit determination II Christian Autermann 11/ 43
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Beispiel

Erwarteter Untergrund: b=4 
Messung: d=7 
Erwartetes Signal: s=11

Decisions and Tests Limits CLs Tools Exercises

Particle physics: Signal and Background Hypotheses

In particle-physics the „Null-hypothesis” is usually the expectation, that
the observed data will follow the predictions of the Standard Model.

The Standard Model predicts the process cross-sections. With the
integrated luminosity and the selection efficiency the background
probability density function is determined.

The test-statistic is usually the event yield in a given selection.

Example:

background expectation:

b = 4

signal expectation:

s = 11

observed data:

d = 7

event yield
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 = 4bλNull-Hypothesis (background-only):  

Observation d = 7
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 = 15s+bλAlternative hypothesis: 
(signal + background)

Limit determination II Christian Autermann 11/ 43

CLb+s � =

Z d

0
P (x|b+ s)dx

         1-CLb ↵ = 1�
Z d

0
P (x|b)dx

D
ank an: 

C
hristian A

uterm
ann, 

R
W

TH
 A

achen



Statistische Methoden der Datenanalyse 2017 | Kurs 4022141 | Andreas B.Meyer, KIT und DESY13. Juni 2017 | 6. Konfidenz-Intervalle (1)55

Beispiel
Frage: Was ist die gemessene obere 
Grenze soben (95% CLs+b) auf das Signal ? 
Antwort: soben = 8.5, d.h. s+b = 12.5

Decisions and Tests Limits CLs Tools Exercises

Particle physics: Signal and Background Hypotheses

In particle-physics the „Null-hypothesis” is usually the expectation, that
the observed data will follow the predictions of the Standard Model.

The Standard Model predicts the process cross-sections. With the
integrated luminosity and the selection efficiency the background
probability density function is determined.

The test-statistic is usually the event yield in a given selection.

Example:

background expectation:

b = 4

signal expectation:

s = 11

observed data:

d = 7

event yield
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Limit determination II Christian Autermann 11/ 43
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D.h. die Messung von d=7 schliesst die ursprüngliche Erwartung s=11 
also s+b=15 mit 95% CLs+b aus.



Statistische Methoden der Datenanalyse 2017 | Kurs 4022141 | Andreas B.Meyer, KIT und DESY13. Juni 2017 | 6. Konfidenz-Intervalle (1)56

Beispiel

Bestimmung der Obergrenze durch Scan der Signalhypothesen und 
Vergleich mit Messung 
Für Poisson-verteilte   b = 4  und  d = 7: 

Obere Grenze für CLS+B = 95%:                  s = 8.5  ⇒ s+b = 12.5 
Obere Grenze für CLS = 95%:                     s = 8.7  ⇒ s+b = 12.7
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Beispiel

Bestimmung der Obergrenze durch Scan der Signalhypothesen und 
Vergleich mit Messung - jetzt mit mehr Untergrund 
Für Poisson-verteilte   b = 7  und  d = 7    

Gleiche obere Grenze für CLS+B = 95%:      s = 5.5  ⇒ s+b = 12.5 
Schlechtere obere Grenze für CLS = 95%:  s = 6.6  ⇒ s+b = 13.6

D
ank an: 

C
hristian A

uterm
ann, 

R
W

TH
 A

achen



Statistische Methoden der Datenanalyse 2017 | Kurs 4022141 | Andreas B.Meyer, KIT und DESY13. Juni 2017 | 6. Konfidenz-Intervalle (1)

Bestimmung der Obergrenze durch Scan der Signalhypothesen und 
Vergleich mit Messung - jetzt mit Abwärtsfluktuation des Untergrunds 
Für Poisson-verteilte   b = 10 und  d=7: 

Gleiche obere Grenze für CLS+B = 95%:            s=2.5  ⇒ s+b=12.5 
Noch schlechtere obere Grenze für CLS=95%: s=5.5  ⇒ s+b=15.5

58

Beispiel
D

ank an: 
C

hristian A
uterm

ann, 
R

W
TH

 A
achen



Statistische Methoden der Datenanalyse 2017 | Kurs 4022141 | Andreas B.Meyer, KIT und DESY13. Juni 2017 | 6. Konfidenz-Intervalle (1)59

Zusammenfassung Konfidenz-Intervalle (1)

Bestimme Intervall, in dem wahrer Wert mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit liegt 
Relevant für nicht-Gauß-verteilte PDF 

Frequentistischer Ansatz: 
Neyman-Konstruktion - Inversion der Wahrscheinlichkeitsverteilungen  
Korrekte Abdeckung per Definition 
Unified Frequentist Approach: verwendet Likelihood-Ratio als 
Ordnungsprinzip (Vermeidung von Flip-flopping und leeren Intervallen) 

Bayes’sche Priors: 
Zur Vermeidung unphysikalischer Ergebnisse 
Abdeckung muss separat getestet werden 

Modifizierter frequentischer Ansatz CLS: 
Etablierte, robuste Methode, um statistische Fluktuationen des Untergrunds 
zu berücksichtigen 
Überabdeckung per Definition


